Istituzioni di Geometria

Primo scritto — 11 gennaio 2010

Nome e Cognome:

1) Dimostra che il sottoinsieme X C P*(R) definito da
X ={[z°: 2! : 2% 23] | 2923 = 2'2?)

& una sottovarietd bidimensionale di P*(R). Dimostra inoltre che applicazione f:P*(R) x P*(R) — P*(R)
definita da

F(l2® 2, " y']) = 2% 2% 2ty 2 2ty
& un diffeomorfismo fra P'(R) x P*(R) e X.

2) Sia G un gruppo di Lie compatto, e indichiamo con 6: G x M — M un’azione di G su una varieta M
(in altre parole, 6 e differenziabile; ponendo 8§, = 6(g,-) per ogni g € G, si ha 8y, 0 8,, = 04,4, per ogni g1,
g2 € G; e 0, =idyy, dove e € G & I'elemento identico). Diremo che una k-forma w € Ak(M) ¢ Invariante se
03w = w per ogni g € G. Indicheremo con A%,(M) lo spazio delle k-forme invarianti.

Indichiamo poi con  la forma di volume bi-invariante (cioe tale che LyQ) = RQ = per ogni g € G,
dove Ly ¢ la traslazione sinistra e R, la traslazione destra) di G tale che fG Q =1 (puoi dare per buona
lesistenza di €, non & necessario dimostrarlo). Definiamo un’applicazione Z: A¥ (M) — A*(M) ponendo

Iw(Xl,...,Xk):/G;w(Xl,...,Xk)Q
G

per ogni w € A¥(M) e Xy,..., Xy € T(M).
(i) Dimostra che la formula precedente definisce effettivamente una k-forma Zw € A*(M).
(ii) Dimostra che Zw ¢ invariante per ogni w € A*(M).
iii) Dimostra che Zw = w se w € A% (M).
iv) Dimostra che se w & invariante anche dw lo &, cioe che d(Af(M)) C AEFL(M).
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(v) Dimostra che doZ =7 od.

(vi) Definiamo la coomologia invariante H& (M) di M come quoziente fra il nucleo e I'immagine del dif-
ferenziale esterno d ristretto alle forme invarianti, cioe poniamo HE (M) = Kerd|A;é(M)/Im d|A’é_1(M)'

Definisci un omomorfismo naturale i: H%(M) — H*(M) e dimostra che & iniettivo. [Commento: si pud
dimostrare che & un isomorfismo, ma la surgettivita richiede altre tecniche.]

3) Sia (M, g) una varietd Riemanniana. Una simmetria in p € M & una isometria o: M — M che ha p
come punto fisso isolato e tale che o2 = idy.

(i) Dimostra che se o: M — M ¢ una simmetria in p € M allora do,(v) = —v per ogni v € T,M e
o (exp,(v)) = exp,(—v) per ogni v € &,, dove &, = ENT,M & il dominio di exp,,.

(ii) Supponi che per ogni p € M esista una simmetria in p. Dimostra allora che & = T M, cioe che tutte le
geodetiche di M sono definite su tutto ’asse reale.



