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1. PARTE I

Esercizio 1.1. Stabilire (giustificando la risposta) se la funzione f(x) = 22>+ 2 ¢
crescente o meno.

La funzione ¢ definita su tutto R e qui derivabile. Quindi se ha derivata prima
maggiore di zero ovunque ¢ crescente. Calcolando la derivata, si ottiene

fl(x) =622 +1>0
per ogni x € R. Quindi la funzione & crescente.

Esercizio 1.2. Stabilire (giustificando la risposta) quale delle sequenti funzioni puo
avere un grafico come quello in figura:

(1) zcosx;
2) z2cosz;

(2)
(3) xsina;
(4)

x2sinx.

4

Per risolvere questo esercizio sono possibili molte vie differenti. Ne presentiamo
una. Il grafico rappresentato in figura ¢ simmetrico rispetto all’origine, ovvero la
funzione rappresentata & dispari (f(—x) = —f(z), per ogni  nel dominio). Solo le
funzioni (1) e (4) sono dispari, mentre (2) e (3), essendo pari, vanno escluse’.

Resta ora da stabilire quale fra fi(z) = xcosz e fi(z) = x?sinz & la funzione
rappresentata. Calcolando le derivate prime, si ottiene:

fi(z) = cosz —xsinz,
fa(z) = 2xsinz + 2% cosz.
Nell’origine il grafico ha tangente non orizzontale; quindi la funzione cercata deve

avere derivata non nulla in 0. Siccome f{(0) = 1 e f1(0) = 0, si conclude che la
funzione rappresentata ¢ la (1), x cosx.

IRicordiamo che z e sin z sono funzioni dispari, mentre 22 e cos = sono funzioni pari. Il prodotto
di due funzioni con la stessa parita € pari, quello di due funzioni una pari e una dispari & dispari.
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Esercizio 1.3. Calcolare il sequente integrale definito:

(1) /01(3:52 — 1)dx

Ricordando che per le proprieta degli integrali

/ '(f(a) + gla)d = /  flayde + / " (@)

b
/ f(@)dz = f@) = f(a) — FB),

e che
dx®

dr

=az® !,

si ottiene
1 1 1 1
/ (3x2—1)dx:/ 3x2dx—/ ldz = 2°|, — zlp = 1° = 0* — (1 - 0) = 0.
0 0 0

2. PARTE 11

Esercizio 2.1. Ipotesi biologiche sulla crescita di una popolazione di batteri sug-
geriscono che il numero N(x) di individui nella popolazione al tempo x sequa un
andamento dato da:

(2) N(z)

Studia la funzione N(x) (anche per x < 0) disegnandone il grafico.

629:

T o1

Dominio. L’unica cosa da escludere e che si annulli il denominatore. Pertanto
2z + 1 # 0, ovvero z # —3. Il dominio della funzione & D = R\ {—1}.

Segno. Il numeratore ¢ sempre positivo. Il segno di N(z) & dato pertanto dal
segno del denominatore. Ora, 2z + 1 > 0 se e solo se > —%. In (—o0, —3) N(z)
& negativa, in (—%, +00) & positiva.

Limiti. T limiti da calcolare sono a —oo, —%, —%, +o00:
e e~ 0t
1. = = — = 0_'
b0 2z +1 [—oo—|—1] {—oo] 7
i eQz efli 2 L
im = = = $o0.
o1t 22+ 1 -1+ +1 e- 0+

Quindi la funzione ha un asintoto verticale per z = —%.

2z

li =
w—1>r-ir-loo 2v +1 +oo,

perche sappiamo che I'esponenziale diverge all’infinito piu velocemente di qualsiasi
polinomio.

Crescenza. Per studiare la crescenza della funzione, studiamo il segno della
derivata prima.

2% (2z + 1) — e?* . 2 4ze?”

N'(z) = = .

() 2z + 1)2 (z+1)2
I fattori 4, €2* e (2o + 1)? sono sempre positivi in D. Pertanto il segno di N'(x) &
dato dal segno di . Quindi N(z) & decrescente in (—oo, —3) e in (—3, 0]; & crescente

in [0, 00). I punto 0 & un punto di minimo locale per la funzione, N(0) = 1.
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Concavita. Per studiare la concavita della funzione, studiamo il segno della
derivata seconda.

N () = (4e® + 8ze?®)(2x + 1)? — 4ze®*(4(22 + 1)) _ 4e2*(1 + 42?)
(2z 4+ 1)4 (2z+1)3
I fattori 4, e*® e 1 + 422 sono sempre positivi, pertanto il segno di N”(z) & dato
dal segno di (22 + 1)%, ovvero di 2z + 1. Quindi N(z) & concava in (—oo0, —3) e
convessa in (—3, +00).
Il grafico della funzione & rappresentato in figura.

Esercizio 2.2. Trova la funzione lineare e quella quadratica che meglio approssi-
mano nel punto x = 0 la sequente funzione:

f(z) = xsin(x).

Le migliori approssimazioni sono date dai polinomi di Taylor di primo e secondo
grado. Calcolando le derivate prime e seconde di f si ha:

f/(x) =sinz +zcosx, f"(x)=2cosz— wsinx.
Pertanto f'(0) =0, f”(0) = 2, per cui la migliore approssimazione lineare é:
Py ¢(x) = f(0) + f/(0)(z — 0) =0,

e la migliore approssimazione quadratica e

Pos(a) = 10) + 7O —0) + Z 0 (@ 02 = a2

Esercizio 2.3. Considera una variabile aleatoria X con funzione di distribuzione

0 set <0
t se0<t< 1
_ >t 3
PiX=t}= Lidl el <<
2 4 2 =>t>2

1 set>3

Trova:

(1) la densita di probabilita fx;
(2) la media (valor medio, valore atteso) E(X) di X;
(3) la varianza Var(X) di X.

(1) Densita di probabilita e funzione di distribuzionesono legate tra loro dalla
seguenti relazioni:

dP{X <t}

t
HXgﬂzl Ixtayde; fx = T
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Pertanto,

set <0

se 0 <t <3
1 3

se 5 <t<gjg

set> %

(2) Il valor medio di una variabile aleatoria ¢ dato da

+oo
E(X) :/ xfx(z)dr

— 00

1

Ifx(t) =

O = = O

Pertanto,

oo 3 1 22
E(X) :/ rfx(v)dx :/O xdz+[ rde = o
. ;

(3) La varianza di una variabile aleatoria ¢ data da

+oo
Var(X) = / (z — B(X))fx (2)dz

— 0o

3 2

e

Pertanto,

Var(X /;oo X)) fx(x )dx_/: <x—§>2d:c—|—/;

_ 592 31
3072 1927

N



