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1.L’ INSIEME DEI NUMERI NATURALI

Accettiamo qui una nozione intuitiva di numero make: quella che ci viene dall’esperienza di
contare oggetti. In altre parole i numeri naturali song:2] 3, ..eccetera. E’ chiaro a tutti cosa
significa quell’eccetera: anche se la nostra espea ci permette di contare solo un numero finito
di oggetti, fin dalle elementari abbiamo intuitoecfissato un numero naturale &€ sempre possibile
pensarne uno piu grande.

La nozione di numero naturale si puo fondare in enadoroso facendo ricorso agli assiomi di
Peano(analogamente a quanto si fa in geometria elememar fondare I'idea di punto, retta,
piano).

L’insieme dei numeri naturali € di solito indicaton il simboloN o anche con {1, 2, 3, ...}.

Osservazionell numero 0 € un numero naturale? Per alcuni matei si, per altri no (ed ogni
posizione ha delle giustificazioni sensate). Quaesdacanza di accordo non crea problemi, purché
venga esplicitata fin dall’'inizio la scelta chefaj e soprattutto purché ci si comporti poi in modo
coerente con tale scelta.

La scelta che faremo qui € di considerare O un noim&turale. Per noi quindi N ={0, 1, 2, 3, ...}.

1.1 Le operazioni nell'insieme dei numeri naturali:addizione e moltiplicazione
Nell'insieme N sono definite due operazioni: I'aalohe e la moltiplicazione.

Precisiamo cosa si intende per ‘operazione’ in ngieme A: € una legge che associa a due (0
eventualmente a piu) elementi dell'insieme un el@manch’esso dell'insieme A.

L’addizione e la moltiplicazione sono quindi opecaz nell’insieme N perché a due numeri
naturali associano un numero naturale (chiarsatomanel caso dell’addiziongrodottonel caso
della moltiplicazione) .

Consideriamo queste operazioni note a livello titai (anch’esse si potrebbero definire
rigorosamente a partire dagli assiomi di Peano).

L’ operazione di addizione gode delle seguenti pedé:
al) Proprieta commutativa

Per qualsiasim,nappartenenti &: m+n=n+m
Osservazioneal posto di ‘per qualsiasi’ o ‘per ogni’ si pudare il simbold] (detto_quantificatore
universalg
Osservazioneal posto di ‘appartenenti’ o ‘appartengono g0 usare il simbold].
a2) Proprieta associativa

O m,n,i/N: (m+n)+h=m+(n+h) .
Osservazionela proprieta associativa dell’addizione rendeestipe le parentesi quando si devono
addizionare diversi addendi.
a3) Esistenza dellemento neutra;ioe di un elemente con la proprieta che + e = e + a = alla
=N.
L'elemento neutro per I'addizione € il numero @atinper esso vale:

DalON a+0=0+a=a.

OsservazioneQuesta proprieta naturalmente si perde se sa fecélta di non considerare 0 un
elemento dell'insieme N.

L’ operazione di moltiplicazione gode delle segupnprieta:
m1) Proprieta commutativa:
Um,nJ/N: min=nim
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m2) Proprieta associativa:
Om,n,i7N: (mIn)[h=m[(nlh)
Osservazionela proprieta associativa della moltiplicazionede superflue le parentesi quando si
devono moltiplicare diversi fattori.
m3) Esistenza deklemento neutro.
L'elemento neutro per la moltiplicazione € il numér infatti per esso vale:
UalUN all=1la=a

C’e infine una proprieta — la propriadéstributiva— che lega moltiplicazione e addizione:
d) Proprieta distributiva della moltiplicaziorispetto all’addizione:
0 a,b,cEN: al(b+c)=alb+alc

1.2 L’ordinamento in N

Come sappiamo i numeri naturali si possono ordjraoe dati due numeri naturati e n diversi, o
m>n,on>m.

In altre parole I'insieme N e dotato di un ordinamue(o_relazione d’ordine Questo ordinamento Si
puo definire a partire dall'operazione di addiziovet modo seguente:

Definizione: Sianom,n N . Diremo chen< m se esist&k [N tale chem=n+k .

OsservazionePartendo dalla definizione data dipossiamo definire la relazione <.
Diciamo chea<b sea<b ea#Db.

Osservazionea < b significaa € minore oppure ugualeba

Quindi le seguenti disuguaglianze sono vere:

5<5

1<5

Presi due numeri naturat e n qualsiasi, si verifica una e una sola delle segwendizioni:

m=n

m>n

n>m

Si dice anche che I'insieme N é un insieme (totakeeordinatpcioé € un insieme in cui e definita
una_relazione d’ordine (totale)

Unarelazione d'ordindn un insieme A € una relazione che verifica lgusati proprieta:
1) a< a Ual A (proprieta' riflessiva)

2)sea<b eb<aalloraa=b (proprieta antisimmetrica)

3)sea<b eb<c alloraa < c (proprieta transitiva).

Se inoltre vale anche la proprieta:

4) Oa,b A vale una sola delle seguenti relazioni:

a<b; b<a; a=Db (tricotomia)

allora la relazione si dice di ordinetale

1.3 Sottrazione e divisione fra numeri naturali

Forse vi siete chiesti perché abbiamo parlato @& dperazioni soltanto, e abbiamo trascurato
sottrazione e divisione.
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Il fatto & che sottrazione e divisione si definisgoa partire da addizione e moltiplicazione: la
sottrazione com@perazione inversalell’addizione, la divisione comeperazione inversalella
moltiplicazione.

Piu precisamente:

A partire dall’addizione si pud definire kBottrazionefra due numerim e n (che si indica con |l
segno ‘ —') come I'operazione che ai numare n associa quel numero (dettodifferenzadi men)
tale che:

nN+x=m

Analogamente a partire dalla moltiplicazione di pigdinire ladivisionefra due numeri naturath e
n (che si indica con il segno * :*) come I'operazgoche ai numernn e n associa quel numerotale
che:

nix=m

A differenza dell’addizione e della moltiplicazignqueste operazioni non sono ‘interne’ a N,
perché in generale presi due numeri naturali gasilsion € possibile farne la sottrazione o la
divisione rimanendo dentro N (cioé avendo comdtasmancora numeri naturali).

Ad esempio sen=5 en= 7 non c’€ nessun humero naturalthe sommato a 7 dia 5.

Sem= 7 en= 2, non esiste nessun numg&noaturale tale ch@lx= 7

1.4 Divisibilita nell'insieme dei naturali
Quest’'ultimo esempio ci porta a definire un’altedazione d’ordineén N: quella didivisibilita.

Definizione: Sem en sono due numeri naturali per cui esikte N tale che:
ntk=m
si dice chem & multiplo din (o che h e divisore dim’, o che h dividem).

Osservazioneal posto di ‘esiste’ si pud usare il simbalgdetto quantificatore esistenziple

1.5 Potenze

A partire dalla moltiplicazione si definisce inivamente I'operazione giotenza di base il numero
naturale a ed esponente il numero naturale n>0:

a" —alala..[a
%/_J

n volte

Osservazionel 'operazione di elevamento a potenza non goddeati@ proprieta associativa né di
guella commutativa. (Dimostralo)

Proprieta delle potenze:
pl) OamnON: a"@"=a™"

p2) Sen>mea# Oa—m:a”’m
a

p3) Oa,mnON: (@m)" =a™
p4) Dalbln[l N (ab)n = a“bn
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1.6 Rappresentazione decimale dei numeri naturali

| numeri naturali sono di solito rappresentati da sequenza finita difre. Nella scrittura in base
dieci (o decimale) le cifre sono dieci: 0; 1; 2435; 6; 7; 8; 9.

La scrittura 2107, ad esempio, signifi@l0 + 1016 + ad16+ 71 1E.

La scrittura 217 significa invec@ (10" + 1010 + 7016.

Problemi:
1) Scrivete il numero la cui cifra delle unitgpgquella delle decine @ e quella delle centinaia
er.
2) Scrivete il numero la cui cifra delle unitipgquella delle decine @ e quella delle migliaia
r.
3) Scrivete il numero la cui cifra delle unitgpgquella dei decimi g e quella dei centesimire

4) Scrivete il piu grande numero di tre cifre conédgsenti caratteristiche: una delle tre cifre &
4 e la somma delle restanti cifre é 8.

5) Scrivete il piu grande numero di 4 cifre per cuislamma delle cifre delle unita e delle
decine sia il doppio della somma delle cifre deatinaia e delle migliaia.

6) E dato un numero inteno la cui rappresentazione in base dieci & di due.cifa somma
delle due cifre dp € 10, il numero ottenuto scambiando le cifre saipeti 36. Trovatep.

7) Che cosa succede se, nella stessa situazioneothtmma precedente, la somma delle cifre e
14 invece che 10?

8) E possibile che esista un numero di due gifréale che il numero ottenuto scambiando le
cifre sia il doppio dp?

1.7 Numeri primi

Definizione: Un intero positivo € dettprimo se ha esattamente 2 divisori positivi.

In altri termini, sono primi gli interi positivi @iersi da 1 e divisibili soltanto per sé stessielpe
Esempi

= 2 e primo perché ha esattamente 2 divisori positie 2.

= 0 non e primo perché non e positivo.

= 18 non e primo perché ha piu di 2 divisori posjtinfatti ne ha 6 (quali?).

E spesso utile rappresentare i numeri interi comoelgito di potenze di numeri primi. Questa
rappresentazione, dets@omposizione in fattori prime possibile in ogni caso, ed €& unica, come
assicurato dal teorema che segue.

TEOREMA FONDAMENTALE DELL 'ARITMETICA : Ogni intero positivo ha una e una sola
scomposizione in fattori primi.

Dimostrazione
Dimostriamo per assurdo:
immaginiamo che esistano dei numeri interi posittein due fattorizzazioni e sia m il minimo di talimeri interi:

m= p,0p, 0...0p, =6, (8, 1.0, (1)
in cuile p ele sono primi. Cambiando se necessario I'ordine dgllee delleq, possiamo supporre che
psp, <. <P e ¢ <0,=<...£Q,.
Ora P, non pud essere ugualeCh perché altrimenti si potrebbe semplificare dai chembri dell’'uguaglianza (1) il

primo fattore e si otterrebbero due scomposizieseazialmente diverse in fattori primi di un numeedurale intero
minore di m contro lipotesi che m sia I'intero piu piccolempcui questo € possibile.
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Quindio e P, <@, oppured, < p,.
Supponiamo; < g, ( per l'altro caso e sufficiente scambiare le lett e q in cio che segue). Formiamo il numero:

m=m - (p Lo, Ll..LY) (2

Sostituendo a m le due espressioni dell’'uguaglighbyai ottiene:

m=p, 0o, U...lpy - p L8, L[ = p( p, L[, — g, L8 (3)

m=q, [e, O....[a, - p &, 0.0 = (9, - p,) (0, [a, LL...L4,) (4)

Essendop, <}, segue dalla (4) che m’ & un numero intero posiiwalla (2) che m’ & minore di m.
Quindi la scomposizione in fattori primi di m’ deessere unica , a parte I'ordine dei fattori.
Ma dalla (3) risulta chep; € un fattore di m’ percio nella (4)0, deve comparire come un fattore o di

(=P 0 dg, Ldf; L1...Lo
(cio dalla supposta unicita della scomposiziongitori primi di m’).
Il secondo caso & impossibile perché tutt€|&ono maggiori dip; .

Quindi P, deve essere un fattore (i, — P,) , cosicché deve esistere un intdtoper cui che
(= p)=p,[h ovvero o = p(h+1).

Ma da questo risulta ch, € un fattore dig, contro l'ipotesi cheg, sia primo.
Questa contraddizione mostra I'assurdita delleggidhiziali e completa la dimostrazione del tecaem

Esempi
= 600 = 235
= 68=2017

Problemi:

1) Sono dati due numeri naturatiey. Si sa chg/=x+1 e chex, ysono entrambi primi. Trovate
Xey.
2) Sapendo ch& =37 (5" 7 (111* 019", rivete la scomposizione in fattori primi ili.
3) M é lo stesso del problema precedente. Secondo owoipare il fattore 2 nella
scomposizione in fattori primi di+17?
OsservazioneForse la definizione che ricordavi di numero prieta ‘Un numero si dice primo se
ha come divisori solo se stesso e 1'. Con talendmdine 1 risulterebbe essere un numero primo.
Questo creerebbe problemi sull'unicita della scosigione in fattori primi, perché potremmo
introdurre fra i fattori primi di un numero il numel con qualsiasi esponente. Per questo motivo si
preferisce non considerare il numero 1 come numérmo. Una definizione equivalente a quella
che abbiamo dato e piu simile a quella che probadite ricordavi e:

‘Un numero maggiore di 1 si dice primo se ha comesdri solo se stessoe 1'.

1.8 Massimo comun divisore e minimo comune multipldi due numeri naturali

Se due numeri naturadi e b sono entrambi divisibili per il numero natur&ediciamo chek € un
divisore comuneélia eb.

Ad esempio i numeri 108 e 144 hanno come divisamwni i numeri : 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36.
Siccome l'insieme dei divisori comuni di due numee b € un insieme finito (cioe ha un numero
finito di elementi) esiste il massimo di tale imaig cioé il piu grande dei divisori comuniale b:

tale numero si chiammassimo comun divisore (M.C.D.) dei numeri a e b. (In realta esiste anthe
minimo dell'insieme dei divisori comuni, ma e pdateressante. Perché?).
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In altre parole si ha la:

Definizione: Si dice massimo comun divisorgM.C.D.) di due numera e b il piu grande dei
divisori comuni dia eb.

Esempi: Il M.C.D. di 108 e 144 ¢é 36.
Si usa anche scrivere (108, 144) = 36.

Definizione: Se il M.C.D. di due numeda eb e 1 (cioé quando 1 € l'unico divisore comune @i
b), diciamo chea e b sonoprimi fra loro.

Esempio: 74 e 75 sono primi fra loro.

Se due numei e b hanno entrambi come multiplo un numenpsi dice chen e multiplo comune
dei due numeri. L'insieme dei multipli comuni diemumeri € un insieme infinito, che non ha
massimo, ma ha minimo (cioé esiste il numero pacgio dell’insieme). Tale numero si chiama
minimo comune multiplo (m.c.m.) dia eb.

In altre parole si ha la:

Definizione: Si dice minimo comune multiplo (m.c.m.) di due numer e b il piu piccolo dei
multipli comuni dia eb.

Problemi:
1) Dimostrare che la relazione di divisibilita éaurelazione d’ordine non totale.

Ricordiamo la definizione dielazione d’ordine totale

Unarelazione d'ordindn un insieme A € una relazione che verifica lgusati proprieta:
1) a< a Ual A (proprieta' riflessiva)
2)sea<b eb<aalloraa=b (proprieta antisimmetrica)

3)sea<b eb<c alloraa < c (proprieta transitiva).
Se inoltre vale anche la proprieta:
4) Oa,b [ A vale una sola delle seguenti relazioni:

a<b; b<a; a=Db (tricotomia)
allora la relazione si dice di ordinetale

2) Sea eb sono primi fra loro, qual € il loro m.c.m.?

Osservazione Si puo dimostrare che dati due numeri natwab, il numerom é minimo comune
multiplodi a eb se e solo se valgono le seguenti tre proprieta:

(i) adividem

(i) b dividem

(iif) ogni numeron che dividea e b divide ancheam.
Problemi:

1) Cosa vuol dire ‘se e solo se’?

2) Scrivi la proprieta (iii) usando il simbolismacatematico
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2.L’ INSIEME DEI NUMERI INTERI

Come abbiamo visto nell'insieme N dei humeri ndturan sempre é possibile fare la sottrazione.
Ad esempio 3 — 5 ‘non si puo fare’, nel senso ahe esiste nessun numero naturale che sommato a
5 dia 3.

Per poter eseguire tutte le sottrazioni possibikstende’ I'insieme N all'insieme dei numeri inte
relativi, indicato conZ, o anche {...,-2, -1, 0, 1, 2, ...}: l'insieme dei relativi si ottiene
dall'insieme dei naturali aggiungendo gli interegativi’ (questa costruzione si puo fare in modo
rigoroso, ma a noi qui non interessa).

Possiamo anche dire che per ogni numero naturaigroduciamo il suo ‘opposto’: il numero
negativo che indichiamo conn: In questo modo diventa possibile eseguire laaotine fra due
numeri interi qualunque.

Nell'insieme Z ogni numera ha unopposto se il numero € positivo (ad esempieb), 'opposto
sara negativo (-5); se il numero é negativo (adnesea= - 4) I'opposto sara positivo (4). In
generale I'opposto del numeacsi indica con- a

L’insieme Z contiene come sottoinsieme l'insiemeé demeri positivi (cioe {1, 2, ...}, che si
possono anche scrivere {+1, +2, ...}), cioe I'insiehe

Definizione: Si chiamavalore assolutpo modulq di un numero intera, e si indica con |a|, il
numero stesso see positivo o nullo, il suo opposto a& negativo.

Proprieta del valore assoluto:

1)[¥=0 0OxOZz [¥=0< x=0

2x3| =] OxyD2
3)|x+y|<[x+|y) OxyOZ (disuguaglianza triangolare)

(dimostrarlo)

Definizione: Due numeri interi, diversi dallo zero, si dicoooncordise sono entrambi positivi 0
entrambi negativi. In caso contrario si dicafiscordi

2.1 Operazioni fra numeri interi

Vogliamo ora definireaddizionee moltiplicazionenellinsieme Z, a partire dalle operazioni di
addizione e moltiplicazione definite in N.

Si tratta quindi di definire, presieb interi relativi:
-lasomma +b

- il prodottoab

Nel dare queste definizioni ci poniamo due vincoli:

1) vogliamo che queste operazioni, quando effedtdi@ i numeri interi positivi (cioe i ‘vecchi’
numeri naturali) diano lo stesso risultato che davia N.

Ad esempio vogliamo che 7+ (+5) =+ 12
e che:(+7)[(+5) =+ 35
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2) Vogliamo che I'addizione e la moltiplicazionedrngodano delle stesse proprieta di cui godevano
le analoghe operazioni in N, quindi:

- proprieta commutativa sia per I'addizione chelpanoltiplicazione
- proprieta associativa sia per I'addizione chelgenoltiplicazione
- proprieta distributiva dell’addizione rispettdaamoltiplicazione.

Si puo dimostrare che assumendo questi vincolinidm modo per definire addizione e
moltiplicazione fra numeri interi relativi € quellche hai imparato alla scuola media, e che
ricordiamo di seguito.

Addizione fra interi
- Per definire la somma+b di due numeri interi procediamo distinguendo @sic
1) Se almeno uno dei due numeri € 0, definiltdd=a ob+0=b

2) Sea e b sono entrambi positivi, li possiamo vedere commeti naturali, e definiama+b
come era definita nei naturali.

4) Sea e b sono entrambi negativia e —b sono positivi, quindi sappiamo quanto vala+(-b )
(vedi punto 2). Definiama +b come 'opposto del numero (positive)a+ (-b . )

3) Sea e positivo & e negativo (cio@ e b sono discordi), distinguiamo tre casi.

Sea (cioé il numero positivo) € quello con valore dsgn maggiore definiamo la sommea+b
come la differenzaa—|b|. Seb € quello con valore assoluto maggiore definiamsdiamaa +b

come I'opposto della differenza—|b) .

Analogamente sa € negativo & & negativo (Completa tu.).

Esempi:
+5+(-4)= +1 (in quale dei precedenti casi ricade?)

Moltiplicazione fra interi

Per la moltiplicazione si procede nel seguente modo

- il prodotto di due numeri intedoncordi a e b si definisce comé numero intero positivo ¢ che
ha per valore assoluto il prodotto dei valori aggali a e di b.

- il prodotto di due numeri intediscordi a e bsi definisce coméd numero intero negativo cche
ha per valore assoluto il prodotto dei valori aggali a e di b.

Ad esempio:
(-5)[(-4) =20
(+3)[(-2) =-6

Da quanto detto sopra risulta che il prodotto d@ dumeri entrambi positivi 0 entrambi negativi €
un numero positivo, e che il prodotto di due nunaérgui uno € positivo e l'altro € negativo & un
numero negativo. E’ la cosiddetta ‘regola dei segtie recita cosi “piu per piu fa piu; meno per
meno piu; piu per meno meno.”

Osservaziondi prodotto di un numero intero per 0 € 0. In satitb

OaldZ al0=0[a=0

Per dimostrarlo possiamo scrivere:
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alD=a(l-1 = all+al(-))=a-a=0

proprietadistributiva

Sottrazione di numeri interi

Per come ¢ stato definito I'insieme Z, € sempresibile eseguire la sottrazione fra due numeri
interiaeb.

Piu precisamente si definisce;

a-b=a+(-b), dove-bé I'opposto dib.

Osservazionell segno ‘- viene usato quindi per indicare lfmsto di un numero intero, ma anche
per indicare la sottrazione fra due numeri.

Problemi:
1) Perché ‘non si puo dividere per zero'?

(Suggerimento: Abbiamo definito tavisionefra due numerm en (che si indica con il segno * :)
come l'operazione che ai numaerie n associa quel numesotale che:

nix=m

Quindi dividere un numero m per 0 vorrebbe dir@dre un numero x tale che...)

2.2 L'ordinamento in Z
L'ordinamento di N si estende a Z:
.. <-4<-3<-2<-1<0<1<2<3<4<...

Anche in questo caso, analogamente a quanto efatetamell'insieme N, si puo definire la
relazione d’ordineisuale partendo dall'addizione.

Precisamente:

Definizione: Sianoa,bJZ . Diciamo chea<b se e solo secON:a+c=b.

Ad esempio-5< - 2Infatti € vero chd.cON :-5+c=- 2(Chi éc?)

Una definizione equivalente é:
Definizione: Sianoa,bdZ . Diciamo chea<b se e solosb—alN.

Diciamo poi chea<b sea<b ea#b.

Anche in Z valgono le seguenti proprieta:

1) a<aallZ (proprieta’ riflessiva)

2)sea<b eb<a alloraa=Db (proprieta antisimmetrica)
3)seas<b eb<c alloraa<c (proprieta transitiva).

4) Tricotomia

Oa,bZ vale una sola delle seguenti relazioni:

a<b;b<a; a=b

10



Numeri naturali e interi

Cioe la relazione che abbiamo definito € una retezid’ordine (prime tre proprieta) totale (quarta
proprieta).

2.4 L’elevamento a potenza fra numeri interi
Per estendere la definizione di elevamento a patér@z numeri interi si procede come abbiamo
fatto per 'addizione e la moltiplicazione. Ciod definire tale operazione ci poniamo due vincoli:
1) Vogliamo che questa operazione, quando effettfrati numeri interi positivi (cioé i ‘vecchi’
numeri naturali) dia lo stesso risultato che davians
Ad esempio vogliamo che (+¥f = +49.
2) Vogliamo che I'elevamento a potenza in Z godéedstesse proprieta di cui godeva I'analoga
operazione in N, quindi:
Proprieta delle potenze:
pl) OamnON: a"@"=a™"

n

p2) Sen>mea# Oa—m:a”’m
a

p3) Oa,mnON: (@m)" =a™
p4)Ja,b,nON (ab)" =a"b"
Si puo dimostrare che assumendo questi vincolinidm modo per definire I'operazione di

elevamento a potenza fra numeri interi relativi ellp che hai imparato alla scuola media, e
precisamente:

- Se la base a € un intero negativo, e n € un rmunaurale, si definisce ancora:
a"—alala...[d
%/_J

n volte

- Qualsiasi sia la basa diversa da zero (positiva 0 negativa) se I'espt;neme negativo, Si
definisce:
1
m _
T
- Inoltre si definisce:

a’=1

OsservazioneSi puo dimostrare che I'operazione cosi defigde delle proprieta elencate sopra.
Se nella p1) sostituiamo all'insieme N l'insieme Z

pl) OamnOzZ: a"@"=a™"

guesta comprende anche la proprieta p2). (Perché?)

OsservazioneNon avrebbe senso definire la potenza a esponentgerno negativo come

moltiplicazione ripetuta. Cosa vorrebbe dire @& ¢ il prodotto di -4 fattori uguali a 3?
OsservazioneSealdZ e nN, allora:

- se n e dispard" ha lo stesso segno di,
- se n e paria" & positivo, qualsiasi sia il segnoali
Perché?
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2.3 Divisione di numeri interi: la divisione con rato (divisione ‘euclidea’)
Come abbiamo visto nell’insieme dei numeri natyraidivisione si definisce come operazione
inversa della moltiplicazione.

Anche nel caso degli interi quindi si puo definigedivisionefra due numeri intera e b come
I'operazione che ai numegie b associa quel numersotale che:

bix=a
In generale presi due numeri interi qualsasib, non e detto che taleesista.
A esempio sa = -7 eb = 2, non esiste nessun numariatero tale che:

bix=a cioe tale cheix=- 7

Possiamo estendere all'insieme Z la relazioneidisibilita’ data in N.
Definizione: Sea eb sono due numeri interi per cui esigtél Z tale che:
blk=a

si dice chea € multiplo dib (o che b € divisore d&’, o che b dividea’).

In ogni caso e possibile fra due numeri interi ttffere la ‘divisione con resto’. Si tratta
semplicemente della divisione che ognuno di nanfizarato ad eseguire alla scuola elementare fra
un numero a — detto dividendo — e un numero b sovda 0- detto divisore- ottenendo un quoziente
e un resto.

In termini teorici, questo corrisponde al segudéatgema (di cui omettiamo la dimostrazione).

TEOREMA (DIVISIONE EUCLIDEA)
Per ogni coppia di intemn, n,con nz0, esistono e sono unici gli integj r tali chem=ng+r e

o<r<|n.

Esempi:

- Sen~19,n=5, allorag=3, r=4
Si puo scrivere:
19=3[(5+4

-Sem=-21,n=6, alloraq=-4,r =3
Si puo scrivere:

~21=6[(-4)+3

Problemi:

1) Nell’enunciato del teorema:

- quale lettera designadividend®

- quale lettera designadivisore?

- quale lettera designaquozient@

- quale lettera designarikstd?

2) Calcolate quoziente e resto della divisioneidaeal di 53 per 3
3) Calcolate quoziente e resto della divisioneideeal di-53 per 3
4) Calcolate quoziente e resto della divisioneideal di 53 pefr-3
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5) Perché e necessaria la condizion@? Che cosa potrebbe succedere se non fosse atxfic

6) Secondo te sarebbe meglio aggiungere la comdinem?

7) Che cosa succederse0?

8) Che cosa succederebbe se eliminassimo le dukzawm sur?

9) *Che cosa succederebbe se al posto delle comdiZir<n mettessimo r<r<0?

Definizione: Se, datim, nconnz0 si ottiener=0 come resto della divisione euclidea, cioe sstesi

un interoq tale chem=nIq, si dice chem & divisibile pem (o che ‘h & un divisore dm” o “n divide
m’ 0 “me un multiplo dn”).

Esempi
= 54 e divisibile per 6 perché il resto della divisgodi 54 per 6 e 0.
= —17 non e divisibile per 4 perché il resto delkasione di —17 per 4 & 3.

Attenzione!
La divisibilita € una relazione e da origine a fmanula, la divisione & un’operazione e da origine
un termine. Quindi “12 e divisibile per 3" e un’afmazione vera. “12 diviso 3 da 4 come quoziente

e resto 0” & un’altra affermazione vera. “12 divBonon e un’affermazione, pud essere un modo
alternativo di rappresentare il numero 4.

Osservazionell teorema precedente ci suggerisce modi per rapptare particolari classi di
numeri interi. Come possiamo rappresentare un geneumero dispari? Dato che i numeri dispari

sono tutti e soli quelli la cui divisione euclidpar 2 da come resto 1, possiamo rappresentare un

generico numero dispari con la scrittuta+®?, dovek puo variare negli interi. Analogamente, un
generico numero pari sara rappresentato dallaweri&k. Per sapere se un numero € pari o dispari
ci serve soltanto il suo resto nella divisione eled per 2, non il quoziente.

Problemi:
1) Quale scrittura potrebbe rappresentare un generidtiplo di 3?
2) La scrittura 1@ va bene per rappresentare un generico multipd® di
3) Qual é I'insieme descritto dall’espression& 3, al variare dk negli interi?

4) Tre studenti devono stabilire se e vero ch&® #0divisibile per 16%1. 11 primo studente

dice: “Non e vero perché i fattori primi di dbsono 2 e 5, mentre 4%1 non & multiplo né di 2
né di 5.” Il secondo studente dice: “E vero persbérovi con la calcolatrice ti da un risultato

esatto: 16°” Il terzo studente dice: “Non e possibile sapedono numeri troppo grandi”.
Secondo te, chi ha ragione? Perché? E possibilalchi@no tutti ragione? In caso contrario,
dove shagliano quelli che sbagliano?

5) Uno studente deve risolvere il problema:rnse= 3* [5* [(07*° (1.1° 019°, & vero cham5 &
multiplo di 10? Lo studente pensa: “Sicuramentef@presentazione in base diechdha un 5
come cifra delle unita.” Secondo te, & vero quelle pensa lo studente? E utile per rispondere
al problema?

6) Di un numero intero si sa che é divisibile per 7 ed é divisibile peBBpud concludere che
n e divisibile per 637

7) Di un numero inter& si sa che e divisibile per 4 ed e divisibile pe66pud concludere che
e divisibile per 24?
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3.NOTE

3.1 Il linguaggio matematico: espressioni simboliah
Finora abbiamo utilizzato espressioni matematiemza pensarci troppo sopra. Adesso proviamo a
guardarle un po’ meglio. Le espressioni (tradiziovemte denominate ‘algebriche’ nel caso
contengano lettere) si dividono in due categonielle che rappresentano oggetti o funzioni (dette
anchetermini) e quelle che esprimono proprieta o relazionitédahchdormulé. | termini sono il
corripondente simbolico dei nomi, o delle costruziche nel linguaggio verbale svolgono le
funzioni dei nomi. Le formule sono il corrispondersimbolico dellgproposizioni(o enunciat). In
matematica si usano espressioni sia simbolicheesizali, a volte anche mescolate insieme.

Esempi
Le seguenti espressioni sono termini
: R : : 18
o T7+2 Questa scrittura € equivalente a scrittureecdn 2+7; ?; at9-a
o 74X Questa scrittura al variare xinegli interi rappresenta un numero intero.
e 10'- 7 Questa scrittura rappresenta un numero intero.reStg scriverne una

rappresentazione in base dieci senza l'aiuto delleolatrice?

Le seguenti espressioni sono formule

e T7+42=9 Questa é una formula vera.

e 8-3=6 Questa € una formula falsa

 5a=15 Questa e una formula veraes®, falsa in tutti gli altri casi.
o 0<x%+1 Questa & una formula vera per ogni valore rdiate

Uso delle Parentesi

Per scrivere espressioni algebriche si usano alconeenzioni che riguardano la precedenza degli
operatori. Una formula come 3+7-5 senza un critdritettura potrebbe essere interpretata come
(3+7)-5 oppure come 3+(7-5). Nella scuola mediaaafd imparato che la seconda interpretazione
e quella adottata universalmente in matematicarireipali convenzioni sono:

a-b+c si legge comealb)+c [e nona:(b+c)]
—at+b si legge come-a)+b [e non —a+b)]
a/b-c si legge comealb)-c [e nona/(b-c)]
a/b+c si legge comealb)+c [e nona/(b+c)]
a-b® si legge coma: (b°) [e non &-b)9]

a+hC si legge come+(b°) [e non &+b)C|

Si usa anche dire che in mancanza di parentesblifpiicazione ha la precedenza sull’addizione, e
I'elevamento a potenza ha la precedenza sull’adidéze sulla moltiplicazione.
Inoltre:

a® sta peal)

C
[e non per(ab) che equivale @°°]
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3.2Verifiche e dimostrazioni

Abbiamo visto che una formula puo essere verifigaatutti, alcuni o nessun valore delle lettere
che vi compaiono. Il modo piu immediato per vesfie se una formula & vera per un certo valore di
una certa lettera e di fare la sostituzione. S® pegliamo sapere se una formula vale per un
insieme infinito di valori, come ad esempio petitubumeri naturali, non & possibile eseguiregutt
le sostituzioni necessarie. Occorre trovare altdmVediamo qualche esempio.

Esempi

Considerate la proprieta “La somma di un numer@atiscol numero dispari seguente € un
multiplo di 4”. Facciamo qualche prova: 1+3=4; 3858+7=12; 7+9=16, ... Possiamo essere
certi che la proprieta vale in generale? In base stdle prove eseguite, no. Possiamo pero
ragionare come segue. Un numero dispari generiocepsere rappresentato de-2, doven e

un intero. Il dispari seguente pud essere rapptaseda 2+3. La loro somma emnd4 che é
certamente un multiplo di 4, indipendentementevd&ire din. Infatti 4n+4 = 4fi+1).

La congettura di Goldbaclfformulata nel 1742) afferma che ogni numero paaggiore di 2
puo essere rappresentato come somma di due nunmeti in tutte le prove fatte finora, anche
con calcolatori di grande potenza, per tutti i ndnpari testati si € sempre trovata una
rappresentazione come somma di due primi. Tuttiviaongettura di Goldbach non € un
teorema perché non c’e una dimostrazione che yegéutti gli infiniti numeri pari maggiori di
2. Quindi, per quanto ne sappiamo o0ggi, un giornalauno potrebbe trovare un numero pari
(molto grande, evidentemente) che non e la somndaeliprimi, oppure qualcun altro potrebbe
trovare una dimostrazione generale della congettrasformandola in teorema.

E vero che, al variare di nei naturali, 'espressioné+x+5 rappresenta un numero primo?
L’affermazione e verificata pet=0, x=1, x=2, x=3. Uno studente pigro potrebbe accontentarsi
di queste verifiche e dire “... e cosi via”. Inveas p=4 si ottiene 25, che non & primo. Quindi
I'affermazione non e vera in generale.

Problemi

1) Secondo voi € vera o no la proprieta: “Per ogni emamnaturalex il numero naturale
X>-x+11 & primo.”?

2) Secondo voi e vera 0 no la proprieta: “Per ogni enamnaturalex il numero naturale
xX>+x+41 & primo.”?

3) Sapete trovare un valore interoxdper il quale il valore dell’espressiom@x*+x+47 & un
numero primo? E uno per cui il valore dell’espressie un numero non primo?
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