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Teorema della regolarita ellittica.
Parte II. Regolarita al bordo - un caso particolare

Siano Bp la palla di raggio R e centro 0 in R?. Useremo la notazione
Bl i={z=(2',24) ER" xR : x € Bg, x4 > 0},
Bl :={(2/,0) e R¥"™' xR : |2/| < R}.
Dimostreremo il teorema seguente:
Teorema 1. Siano f € L?(B}) ed u € HY(B}). Se u ¢ una soluzione debole di
—Au=f in Bg
e seu =0 on By, allora w € H'(B;}}) per ogni r < R.

Lemma 2. Sia u € H'(B}). Seu=0 on Bj, allora la funzione

., . u(a’,xq) se xq >0,
u(x' xg) =
—u(z’, —x4) se x4 <0.

¢ in HY(BR) e le sue derivate deboli sono:
~ Ou(zr,x se xg >0,
oyile! ag) = | O ‘
—0ju(z’, —xzq) se xq <0,
perognij=1,....d—1ce
~ Oqu(z’, x se xg>0
dau(z’, xq) = ¢ (, 4 @
Oqu(z’, —xq) se xq <0.
Proof. Sia ¢ € C°(Bpr). Osserviamo che possiamo scrivere ¢ = @eyen + @Podd cOmMe

7, xq) +o(x', —x4
even (¥, 2q) = il ) 2(’0( ) e Podd(x',xq) =

e(@' xa) — p(a’, —q)
5 .

Osserviamo che:

e per le derivate parziali di @eyen abbiamo:
OjPeven (@', 2q) = 0jPeven(®’, —xq) perogni j=1,...,d—1;

8d<peven(x,7 $d) = _adweven(x/7 _de);
e le derivate parziali di ¢,qq soddisfano
joda(®’,xq) = —0jpoaa(x’, —x4) perogni j=1,....d—1;
Oapoda(t’, xa) = Oapoaa(z’, —xa).
Riassumendo, per j =1,...,d — 1,
o U, 0jU, Podd, OdPeven, OjPodd sono funzioni dispari (rispetto alla variabile z4);

® O, Yeven, OdPodd, OjPeven SONO funzioni pari (rispetto alla variabile z4).
Di conseguenza valgono:

/ ﬂ(x/a xd)ajcpeven (xla xd) =0 € aja(xly xd)@even (:E/» xd) = Oa
BR BR

/ ﬂ(m/7xd)ad@even(-r/7$d) = 2/ U(xl7xd)ad<peven($lyxd)7
Br B},

ada<xla xd)@even (xlv .'I?d) =2 aalu(x/a xd)‘peven(x/a .’L’d).
Br B}
Mentre, per ¢,qq abbiamo
/ u(z', 2q)0apodd(x’,xq) =0 e Oqu(z’, xq)Poda(x’, xq) = 0,
Br

Br
1



+
Br

/ ﬂ(x/7$d)8j@odd($/axd):2/ w(@',24)0;oda(x, xq),
Br

0u(x’, xa)poaal(r’, xq) = 2/ Oju(x’, xq)poaal(r’, xq).

Bt

Br =

Quindi, e sufficiente mostrare che

)
I,

R

uw(z', 24)0joda(x’, xq) + / ) dju(z’, xa)poda(x’, xq) = 0,
BR

u(xlv l'd)ad@even(x/a xd) + / 4 adu(x/a xd)@even(x/; xd) =0.
BR

Ora, siccome u = 0 in BY, esiste una successione di funzioni v,, € C'(Bg) tale che
Yn — 0 in  L*(Bj)

e tale che v, — u fortemente in H'(Bgr) per n — +o00. Ora, siccome

/ l/fn(x'axd)aj%dd(fﬂlywd)Jr/ i (2, 24) Poda (', T a) =/ 9; (ﬂfn(wlvffd)@odd(w/,xd)) =0,
B B B

/ lﬁn(xlaxd)ad@even(x/ymd) + / adwn(x/axd)@even(xlymd) / ad (¢n($l,$d)<ﬁeven(ﬂf/,$d)>
BY B} B,

R
=— U (2',0)pepen(z’,0) da’,
Br
passando al limite per n — 400 otteniamo la tesi. O
Lemma 3. Siano f € L*(B},) ed u € H'(B}). Se u ¢ una soluzione debole di
—Au=f in BE,
e se u=0 on BY, allora la funzione

., o ) se xgq >0,
u(a',xq) =
—u(z’, —xq) se x4 <0.

¢ una soluzione debole di

dove
. { fl@ xq) se xq >0,
f

’ o
(@ wa): —f(a',—zq) se x4 <0.

Proof. Data una funzione test ¢ € C°(Bg), scriviamo ¢ = @epen + Podd come nel lemma precedente. Usando
la notazione j =1,...,d — 1, abbiamo che:

° f, 05U, Vodds OdPeven, 0jPodd sono funzioni dispari (rispetto alla variabile z4);
® 04U, Yeven, OdPodd, 0jPeven sono funzioni pari (rispetto alla variabile z4).
Di conseguenza
Vi - Vepen =0 e feven =0,
Br Br
mentre

Vi - Vodd = 2/ Vu - Voda e FPoda =2 fPoda-
Br B} .

Ora, osserviamo che per costruzione @,qq € H& (BE) e quindi
/ Vu - Voqq = fpodd-
B+
R
Di conseguenza, otteniamo:

V-V = Vi - Vpodd = Fodd = feo. O
Br Br Br Br



