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CAMBI DI COORDINATE CONFORMI

Funzioni olomorfe

Una funzione
h=p+ip.: Q2 — R,
con parte reale ¢ e parte immaginaria 1, & olomorfa se e solo se
0:h =0
OVVEro se
0= (0, +10,) (p+ i) = (0o — 0y8) +i(y9 + 020),

che ¢ equivalente a

Oup = Oytp

{ayw = —0.¢.

Di conseguenza, lo jacobiano di h & dato da
dup O w) (8 o - @)
Jh , — x X — x Yy ,
(x y) (ay@ 3@;1/1 ay@ O

1 . . 1 ) .
0:h = 5 (0. = 0,) (0 + ) = 5 (Ouo + 0y8) + 5 (= By + 0av0) = Ouip — 0y

mentre

In particolare, si ha che
|0:h] =/ (02¢0)* + (0yp)* = [V &

6w§0 8ac'¢> (8190 —6 <P> 2 2
det = det Y = |V = |0, h|*.
e (&M ) = (370 <9l = o

Mappe conformi

Siano 2 e € due aperti in R?. Diciamo che una mappa
h=p+ip:Q—

¢ conforme se h & olomorfa, continua, con inversa olomorfa. Siccome h & invertibile si ha che in ogni punto
zp € )

—+o0
h(zo + z) = Z anz",
n=0

con ay # 0. Siccome vale I'uguaglianza a; = 9,h(zg) si ottiene che:
se h: Q@ — Q' & invertibile, allora |0,h| # 0 su Q.

In particolare, siccome

det Jh = |Vp|? = |0,h|?,

= (32 9) — (e )
Oy Oy Oyp Oz )’
& invertibile. E immediato dedurre che

-1 _ 1 O 6y90 _ 1 t
(Jh) IRVZE <—8y<p Ortp _detJh(‘]h)'

otteniamo che la matrice




Cambi di coordinate conformi
Proposizione 1. Siano Q e ' due aperti in R? e sia h = ¢ + it : Q — Q' una mappa conforme. Siano
fe L) eue HY(Q) una soluzione debole di
—Au=f in .
Allora, la funzione
v: Q=R u(zy) = ule(z,y),v(z,y)),
e soluzione debole di

Proof. Osserviamo che il gradiente di v ¢ dato da

_ afv _ azsaalu(@vw)+azw82u(@vw) _ 5'm90 5z1/1 al“(@ﬂﬁ) _
Ve = (8) - (aysaaluww) +3y1/fazu(907¢)) - (aysa aw) (azu«o,w)) = JIVule )

Analogamente, per ogni funzione test
T € C(QY)
definiamo
S:Q—=R, Sx,y) =T(e(z,y),9v(2,y)),
e calcoliamo
VS(z,y) = JANT (p,v).
Siccome u ¢ soluzione debole in €' abbiamo che

Vu- VT = / Tf.
9% Q
Cambiando le coordinate otteniamo

/Q Vu(p, ) - VT(o, )

che possiamo scrivere come

/ (Jh) " [Vo] - (Jh) "1V S]|det(Th)| = / S (o) Vigl?.
Q Q

am@ Ot _
det <8y<p ayw)‘ = /QT(%w)f(%lb)

det
¢ (ay‘P oY

Ora, siccome

/ (TR)"1 Vo] - (Jh) [V S]] det(Jh)| = /
Q

1 t B
| Taemy M Vel (T THVS] det(Th)

= [ n)[©s)

_ / (B~ (Jh)'[Vo] - VS
Q

:/VU~VS,
Q

/Qw-vsz /QSf«o,wnvw%

il che conclude la dimostrazione. O

otteniamo

Esistenza di mappe conformi in domini O

Proposizione 2. Sia Q C R? ’insieme aperto
Q = {(xay) HERS (_17 1)7 77(‘7:) < Yy < n(x) + 1}3
dove n: (=1,1) ¢ una funzione di classe CH*. Allora, esiste una mappa
h:QUT — R?

di classe CH su QUT, olomorfa in Q ed invertibile in un intorno di (0,1(0)).



