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Teorema della regolarita ellittica.
Parte I. Regolarita interna

Lo spazio H?(Q)

Definizione 1. Sia Q un aperto in R:. Diremo che u € H*(Q), se u € HY(Q) e Oju € HY(Q) per ogni
j=1,...,d. In particolare, se u € H*(Q), allora il laplaciano

f
Au = Z 0ju
j=1

¢ una funzione in L*(£2).
Proposizione 2. Siano Q un aperto in R? e u € H?(2). Allora
Ojju = Oju per ogni 1 <1 <j <d.

Proof. Sia ¢ € C°(Q) una funzione data. Siccome u; € H'(Q) e u € H(Q), abbiamo che

/Rd Oiju(z)p(x)de = — Oju(z)0;p(z) dz

Rd
= ou(x)0jp(z) de.
Rd
D’altra parte, siccome u; € H1(Q2) e u € H(2), si ha

/ Ojiu(z =— Oiu(z)0j¢(z) dz
Rd R4
= Ou(x)0ijp(z) de.
Ra
Siccome ¢ ¢ regolare, abbiamo che 0;;¢ = 0;;¢0. Di conseguenza
/ Oiju(z)p(x) dx 7/ Ojiu(z)p(x)dr per ogni ¢ € C°(Q).
Rd
Siccome C2°(€) ¢ denso in L?(£2) abbiamo la tesi. O

SOLUZIONI FORTI
Proposizione 3. Siano Q un aperto in R? ed f € L*(Q2). Sia v € HY () una soluzione debole di
—Au=f in Q.
Seu € H?(R), allora Au € L?(Q) e
—Au(z) = f(x) per Lebesque quasi-ogni x € €.
Proof. Sia ¢ € C(). Siccome u € H? abbiamo che

/ djju(x)p(x) = — [ du(x)d;e(x) da.
R4 Rd

Sommando su j = 1,...,d otteniamo
Au(z)p(z) = — Vu(z) - V(z) de
R4 Rd
Ora, siccome u ¢ oluzione debole abbiamo che
Vu(z) - Ve(z)de = | f(z)e(z)de
Rd Rd
Di conseguenza

/]Rd (Au(x) + f(x))W(iv) dr = 0.
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Siccome p € C1(Q) ¢ arbitraria e siccome C}(Q) ¢ denso in L?(Q), otteniamo che

Au(z) 4+ f(z) =0 per Lebesgue quasi-ogni = € Q.

O
L’EQUAZIONE PER LE DERIVATE DEBOLI
Proposizione 4. Siano Q un aperto in R? ed f € L*(Q2). Sia u € H' () una soluzione debole di
—Au=f in Q.
Seuwe H?(Q) ed f € HY(Q), allora per ogni j =1,...,d la funzione d;u € H' () & soluzione debole di
—A(@Qu) = 3]f mn Q.
Proof. Sia ¢ € C>(R2). Siccome d;u € H'(2) abbiamo che
d
/ V(9ju) - Vodz = Z/ 0iju(z)0;p(z) da
R4 1 Jra
d
= Z /Rd 0j:u(x)0;p(z) dz (qui abbiamo usato che 0;;u = 0;;u)
i=1 )
d
=— Z/ O;u(x)0j;p(x) do (qui abbiamo usato che d;u € H(Q))
=1 R4
d
= Z/ Oiiu(x)0jp(x) de (qui abbiamo usato che d;u € H(Q))
=1 R4
= / Au(z)0;p(x) dx
Rd
= 7/ f(2)0;0(z) dz (abbiamo usato che —Au = f)
R
= /Rd 0;f(z)p(z) dx (abbiamo usato che f € H'(Q)).
U

TEOREMA DELLA REGOLARITA ELLITTICA

Teorema 5 (Regolarita ellittica). Siano Q un aperto in R, f € L?(Q) e u € HY () una soluzione debole di
—Au=f in Q.

Allora uw € H*(D) per ogni D € Q.
Proof. Dato un insieme aperto D con D C  esiste una funzione ¢ € C2°(Q) tale che

p=1 su D e 0<p<1l su Q.
Fissiamo y € R%, con |y| abbastanza piccolo, e consideriamo la funzione

o) Mot y) — (o),

[yl
Osserviamo che

_Av = Fl/'(f(:z:ﬂLy) —f(x))

in senso debole H! in un intorno del supporto di ¢. Quindi possiamo usare la funzione ¢?v come funzione test:

/VU~V(<p2v)dac:/|—;|<f(x+y)—f(x))w%dx.



Ora, calcoliamo

/|V v |2dx*/V"u V(vyp) dx+/|Vg0\21)2dm

Osserviamo che

‘/é(f(x+y)

s <x+y> ) () - MDD s )

/; (x+y) — f(x))¢2vdm+/|v¢|2v2dx
/\11/ (v +y)— (x))%(u(x—f—y)—u(x))w(x) dx+/|V<p\2v2 .

e >)‘ (e + ) — u(@) (@) de|

(0 — y) — ule — )¢ (@ — y) — u(z + y)¢*(2) + ul@)p* (@) ) da

lyl |yl

< ||f||L2||V(v¢2)HLz

Quindi,

/ IV (00) 2 der < || fl]22 IV (062 | 2 + / Vp[20? da.

Questa disuguaglianza implica che

IVvll2(py < [V(v9)llL20) < C,

dove C' & una costante che dipende da €2, f e ¢. Usando la definizione di v otteniamo che

dju € H'(D) perogni j=1,...,d.

Proposizione 6. Supponiamo che Q0 sia un aperto in R e che v € H'(Q) sia una soluzione debole di

Allora u € C(9Q).
Proof. Data una palla Br(zo) € Q mostreremo che u € H*(Bg/a(z0)) per ogni k > 1.

REGOLARITA INTERNA DELLE SOLUZIONI

—Au=A\u mn Q.

successione decrescente di raggi

rn=(142"")R per n>0.

Osserviamo che se v & una soluzione di

—Av =X in B, (zg),

allora per il teorema della regolarita ellittica, le derivate deboli

e sono soluzioni deboli di

O1v,...,04v € Hl(BTnH(aco)),

A(Ojv) = Xjv in B, (o).

Di conseguenza, otteniamo che u € H "H(BT (x0)) e che tutte le derivate deboli di ordine n,

sono soluzioni di

Infine, siccome

n

v:=20;0;,...0;u
—Av=XMv in B, ().

Bprj2(wo) C By, (z0) per ogni n,

otteniamo che u € H"(Bpg/2(x0)) per ogni n. Questo implica che u € C*°(BR).

Proposizione 7. Supponiamo che Q sia un aperto in R? e che u € H'(Q) sia una soluzione debole di

—Au=f n Q,

dove f € C>®(Q). Allora u € H*(Q) per ogni k € N. In particolare, u € C=(Q).

Consideriamo la
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