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DUE LEMMI SULLE FUNZIONI DI SOBOLEV

Funzioni di Sobolev con gradiente debole continuo
Lemma 1. Siano B CR% ey € H& (Br). Se le derivate deboli O1u,. . .,04u sono funzioni continue, allora u
¢ una funzione differenziabile di classe C' e le sue derivate parziali sono proprio Oiu, . .., Oqu.

Proof. Consideramo una funzione ¢ € C>°(R?) con le proprieta seguenti:

$>0 su R?, $=0 in R\ B, o(x)de =1,
Rd

e tale che
¢(z) = p(—x) per ogni z € R%
Per ogni € > 0 definiamo la funzione

6e(a) 1= 0(/e),

ed osserviamo che ¢.(z) = ¢.(—x) e che
P € C(R?), 6. >0 su R?, . =0 in R\ B., /Rd¢5(x)da:: 1.
Consideriamo la convoluzione
weo RISR. woa) = [ ole—yu)dn

Per £ > 0 fissato si ha che:

e la funzione u * ¢. : RY — R & continua (per il teorema della convergenza dominata);
e la funzione u * ¢, : RY — R & differenziabile e 9; (u * ¢.) = u* 0;¢. = (J;u) * ¢..

Per ¢ — 0 si ha che:

e siccome u € H'(R?),
u * ¢ converge a u fortemente in H'(R?), per ¢ — 0.
e siccome 0;u € C¢(Bar),
(O;ju) * ¢ converge a Oju uniformemente su Bap.

Come conseguenza del secondo punto, abbiamo che la famiglia (u * ¢¢)e>0 € equicontinua ed equilimitata su
Bsgr. In conclusione, siccome lo spazio C!, & uno spazio di Banach, abbiamo che u € C* e che il suo gradiente
¢ proprio il gradiente debole Vu. O

Proposizione 2. Siano Br C R? e u € H™(Bg) per un qualche m € N. Se le derivate deboli
8j1“_jmu :Br — R

sono funzioni continue su Br per ogni ji,...,Jjm € {1,...,d} allora u é una funzione di classe C™ su Bg.

Le funzioni in H* per ogni k > 1 sono C®

Proposizione 3. Siano Br C R? e w € H™(BRr) per ogni m € N. Allora u ¢ di classe C*™ su Bp.

Proof. Ricordiamo i seguenti risultati validi per ogni funzione di Sobolev u € H*(Bg):

pd
d—p’

(1) se u € WHP(Bg) for some p < d, then u € L(Bpg) for

(2) se u € WLP(Bg) for some p > d, then u € C(Bg).
1



2

Siccome per ogni p vale che

pd P’
= > _
i—p PYap 7Pty
otteniamo che se
¢ € H™(RY)
con m tale che A
m
24+ —— >d,
+d72

allora ¢ € C(BR). Prendendo al posto di ¢ le derivate parziali deboli di u e usando Lemma 1, otteniamo la
tesi. O



