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UNA CARATTERIZZAZIONE DELLO SPAZIO W1P(R?)

Lemma 1. Data una funzione u € LP(R?) con p € (1,400), sono equivalenti:
(1) ue Whe(RY);

(2) esiste una costante C' > 0 tale che:

< Oll@llpamay perogni j=1,...,d e perogni ¢ € CHRY),

/Rd u(x)0jo(x) dx

dove g = z%'
Dimostrazione. Dimostriamo che (2) implica (1). Per ogni j € {1,...,d}, consideriamo il funzionale
T;: CHRY - R, T(p) = /u(x)ajgp(m) dx per ogni ¢ € CLRY).
I

Osserviamo che C(R9) & un sottoinsieme denso di L4(R?) e che (per ipotesi) il funzionale T} & limitato
su C1(RY) rispetto alla norma || - || La(Rd); OVVEro:

Tj()] < CllellLasy  perogni o€ CHRY).

Per il teorema di Hahn-Banach, esiste un funzionale lineare
S;: LYRY) — R

tale che S; = T su CL(R?) e

15j(#)] < CllellLagay  perogni @€ LIRY).
Esiste quindi una funzione v; € LP(R?) tale che

Si(e) = / vj(x)p(z) dx per ogni ¢ € LY(RY).
Rd
In particolare, siccome Sj = T} su C} (RY),
/Rd u(z)0;0(x) de = Tj(p) = S;(p) = /]Rd vj(x)e(z) dx per ogni @ € CHRY).

Quindi, u € WHP(R?) ed il suo gradiente debole ¢ dato da

Vu = (O1u, O2u, . ..,0qu) = (—v1, —v2, ..., —q).

Teorema 2. Data una funzione u € LP(R?) con p € (1,+00).

(i) Seu € WYP(RY), allora per ogni vettore unitario e € OBy vale la disuguaglianza
|u(z + he) — u(@)||Lp@e) < C|h|  per ogni h €R,

dove
C= ||VU||LP(]R<d)-

1



(ii) Sia e; una delle direzioni principali in RY. Se esiste una costante C; > 0 tale che
|u(z + hej) — w(@)|| o ey < Cjlh|  per ogni h € R,
allora esiste una funzione v; € LP(R?) tale che
/Rd u(z)0jp(z) de = — /Rd vi(z)p(x)dz per ogni p € CX°(RY).
In particolare, se esiste una costante C' > 0 tale che
|u(z + hej) —w(z)||pray < Clh| perogni j=1,....d eperogni heR,

allora u € WP (RY).

Dimostrazione. Dimostriamo (i). Per ogni funzione ¢ € C2°(R?) e per ogni h > 0 abbiamo

z+h 1
o(x +eh) —p(z) = / e-Vop(w+te)dt = h/ e Vo(x + she) ds.
T 0

Quindi,
1 1
oo+ eh) — @) < Bl [ e Vil + she)lds < il [ [Vepl(o + she) ds.
0 0

dove
1/2

Vel = (@r9)? +--+ (@u0)?) "

Siccome la misura di Lebesgue su [0, 1] ¢ una misura di probabilita, abbiamo
1
lo(x + eh) — p(z)P < |h|p/ |VolP(x + she) ds .
0
Integrando nella variabile z € R¢ otteniamo
1
/ lp(x + eh) — @(z)|P dx < / ]h]p/ \VolP(x + she) ds dx
R4 R4 0
1
= ]h]p/ / \VolP(x + she)|dx ds
0 Jrd
1
—p [ [ 1vepe)dods
0 Jrd
P [ VP do.
R4
Abbiamo dimostrato che per ogni funzione ¢ € C°(R?) si ha
[l +eh) = epds <P [ [Vel?(a)da.
RY R4
Siccome C2°(R?) & denso in W1P(R?), otteniamo che per ogni u € WP (R9) vale la disuguaglianza
/ |u(z + eh) — u(z)|P dx < |h]p/ |VulP(z) dx .
R4 R4
Dimostriamo (ii). Data una funzione ¢ € C}(R?) e dato un vettore unitario e; € R%, osserviamo che
/ (u(x + hej) — u(x))gp(a?) dx = / u(x) (go(ac — hej) — Lp(af)) dx.
R4 R4
Siccome,

< [lu(z + hej) = u(@)l| gz eyl Lagay < Cjlhlll@ll Ly

/Rd (u(az + hej) — u(az))gp(x) dx



otteniamo che

/Rd u(x) (go(:v — hej) — gp(:c)) dx

Siccome, ¢ € C}(R%), abbiamo che

< CJ’W”@HL(I(M)-

p(x — hej) — p(x)
h

— —0jp(x)

uniformemente in R%, per h — 0. Quindi, passando al limite, abbiamo

/ u(x)0jo(x) dx
Rd

< Cjlell Lamay-

La conclusione segue dal Lemma [T}



