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Introduzione

La tesi ha l'obiettivo di presentare il campionamento di Gibbs, un algoritmo appartenente alla
classe dei metodi Markov Chain Monte Carlo (MCMC), introdotto nel 1984 dai fratelli Geman.
Il primo capitolo € un’introduzione alla teoria delle catene di Markov realizzato seguendo il libro
di G. Modica e L. Poggiolini ([2]). Viene trattato in particolar modo il concetto di distribuzione
invariante, e ne viene data una caratterizzazione grazie ad un teorema di convergenza. Nel libro si
dimostra la convergenza delle potenze di una matrice di transizione finita e regolare utilizzando il
teorema di Perron-Frobenius, ma del quale & omessa la dimostrazione. Invece, alla fine del primo
capitolo di questo lavoro, si arrivera allo stesso risultato, ma evitando il teorema.

Nel secondo capitolo, basato sugli articoli di Roberts e Smith ([3]) e di Gelfand ([I]), viene illustrato
il campionamento di Gibbs, ed inoltre & descritto 1'algoritmo di Metropolis-Hastings, uno dei piu
noti metodi MCMC. Nell’articolo di Roberts e Smith sono discusse le condizioni sufficienti per la
convergenza degli algoritmi. In questo elaborato viene riportato il tutto semplificato al caso in
cui lo spazio degli stati del processo e discreto. Inoltre ¢ presente un’applicazione del metodo di
Gibbs, incluso il codice in MATLAB usato per 'implementazione e alcuni grafici che ne mostrano
la convergenza.

L’ultima parte e dedicata al metodo di Gibbs applicato a densita gaussiane multivariate. Nel
caso bidimensionale si possono trovare delle formule esplicite per gli errori di approssimazione
dell’algoritmo, utili a stimare la velocita di convergenza. Nel caso d-dimensionale, con d > 2,
sono riportate alcune simulazioni a supporto di una congettura che estende il risultato rigoroso di
convergenza bidimensionale.



Capitolo 1

Catene di Markov a tempi discreti

1.1 Processi stocastici

Definizione 1.1. Un processo stocastico & una famiglia di variabili aleatorie (X;):er sullo spazio
di probabilita (2,€,P) e tutte a valori in uno stesso spazio misurabile (S,S). T C R & detto
insieme dei tempi, e S € 'insieme degli stati.

Fissato w € Q, la traiettoria o cammino di w & la funzione ¢t — X;(w).

Un processo stocastico si puo interpretare anche come una variabile aleatoria a valori nelle tra-
iettorie, cioe X : Q — ST, dove ST & I'insieme delle funzioni da 7" in S, munito della o-algebra
prodotto (eventualmente infinito) S®7.

Infine, si pud pensare al processo come una mappa X : T x Q — S tale che X (t,w) = X;(w) per
ogniteT ewe (.

Il processo si dice a tempi discreti se T e discreto, mentre si dice a tempi continui se T & un
intervallo (anche illimitato). Inoltre se S ¢ finito o numerabile, allora il processo si dice discreto o
a stati discreti, altrimenti ¢ detto a stati continui.

In questo lavoro verranno considerati soltanto processi stocastici a tempi discreti, e in questo ca-
pitolo viene posta 'attenzione sui processi a stati discreti.

Si pud assumere, senza perdita di generalith, T =No T ={1,...,d}, e S =N o S = Z, oppure,
nel caso finito, S = {1,...,N}.

Sia { X}, }nen un processo stocastico discreto con S 'insieme degli stati.

Definizione 1.2. Per ogni n > 1 la matrice P(n) = (P(n)}); jes definita da

. [P(Xn = Xu1=0) seP(Xp_i=i)>0
P(n)] = 5 . — 5 —
i se P(X,,_1=14)=0

¢ detta matrice di transizione del processo {X,,} al passo n.

P(n) & una matrice stocastica, ovvero una matrice quadrata (eventualmente con infinite righe e
colonne E[) con tutte le entrate maggiori o uguali a zero e tale per cui la somma degli elementi in
ogni riga € uguale a uno.

Infatti, & chiaro che P(n) > 0. Inoltre, se P(X,,_; =14) = 0, allora

> P(n)i =45 =1,

JjES

n questo caso le regole per le operazioni tra matrici rimangono le stesse del caso finito, 1’unica differenza & che
le somme diventano serie.



invece se P(X,,_1 = i) > 0, usando la legge delle probabilita totali, si ha

; ) ) P(X,=4X,—1=14) P(X,_1=1)
E P(n)EZE IP(Xn:J‘Xn—lzl)ZE — = — =1
ey o=y s P(X,,—1=1) P(X,,—1=1)

Rappresentiamo le densita marginali del processo con dei vettori riga 7(n) = (w(n););cs tali che
w(n); = P(X, =1).

La matrice P(n + 1) mette in relazione le leggi (marginali) di X,, e di X,,+1. Infatti,
mn+1); =Y P(Xnp1=j| X0 =)P(X, =i) =Y _7(n)P(n+1)
icS €S

ovvero

m(n+1)=nm(n)P(n+1). (1.1)
Iterando la si ottiene
mn+k)=nk)P(k+1)P(k+2)---P(k+n) Vn,k>0. (1.2)

Definizione 1.3. Un processo stocastico {X,,} discreto a valori in S si dice omogeneo se esiste
una matrice stocastica P = (P}); jes tale che per ogni n € N e per ogni i,j € S, se P(X,, =) > 0,
allora 4

P(Xpp1 = j | Xn = i) = P

In altre parole, un processo stocastico € omogeneo se le sue matrici di transizione non dipendono
da n.

Se {X,,} & omogeneo, la (1.2 diventa
mn+k)=n(k)P" Vn,k>0. (1.3)

1.2 Catene di Markov

Notazione. Data una funzione tra spazi misurabili X : (E,€) — (F,F), indichiamo con o(X) la
o-algebra generata da X, cioe la piu piccola o-algebra in F che rende X misurabile.

Definizione 1.4. Sia (X;):cr un processo a valori in S, T C R. Indicando con (Fi)ier = (0(X; |
i < t))ier lasua filtrazione naturale, si dice che (X;) € un processo di Markov se per ogni ¢ : S — R
misurabile limitata e per ogni t,t’ € T, t' > t,vale

E[o(Xy) | Fi] = E[p(Xy) | Xi] (1.4)
La relazione (|1.4) si chiama proprieta di Markov.

Se il processo € a tempi e stati discreti, allora la proprieta di Markov si puo riformulare in questo
modo: per ogni n >k > 0 e per ogni iy, ...,i,+1 €5 vale

P(Xnt1 = tn+1 | Xn =iny oo, Xpp1 = thg1, Xip = i) = P(Xnp1 = int1 | X = i) (1.5)
sotto lipotesi P(X,, = ipn,..., Xkt1 = tk+1, X = @x) > 0. In questo caso il processo si chiama
catena di Markov.

Dalla (1.5)) segue la proprieta pit generale data dal teorema:

Teorema 1.1. Sia {X,} un processo stocastico discreto a valori in S. {X,} & una catena di
Markov se e solo se per ognir,n,k € N con 0 <r <n <n+k, e per ogni G € o((Xo,..., X)), F €
o((Xrt1,-- 5 Xn)), B € 0(Xns1, ..., Xnsr)), se P(FNG) >0, si ha

P(E|FNG)=P(E|F). (1.6)

Inoltre,
P(ENF|G)=P(E|F)P(F|G). (1.7)



Dimostrazione. Che la (1.6 implichi la proprieta di Markov (|1.5)) & ovvio, scegliendo opportuni
E, F,G. Dimostriamo il viceversa. Per ogni n > 0, dato i,, € S sia

Ap i ={we Q| Xp(w) =in}.

Preso B € 0(Xy,...,Xn—1) tale che P(A, N B) > 0, ricordando che B si puo scrivere come unione
disgiunta di eventi della forma {X,,_1 = iy_1,...,Xo = ig}, dalla legge delle probabilita totali e
dalla proprieta di Markov, si ottiene

P(Ap41 | AN B)=P(A,11 | Ay). (1.8)
Dal fatto che P(ENF | G) =P(E | FNG)P(F | G) e applicando la (1.8]) si pud scrivere

P(Ant14x0--NAi1 | AN B)
=P(Ant14+k | Anse N NA, NB)P(ApikN---NAp1 | An N B)
:]P(An+1+k | An+k)]P(An+k n---N An+1 | An N B)

Con un semplice argomento induttivo si puo concludere che vale

k+n
P(Aniip NN A | Aa 01 B) = [] P51 | 4y). (1.9)
j=n

Da quest’ultima uguaglianza e dalla legge delle probabilita totali, segue l'uguaglianza (|1.6) della
tesi. Infine la (1.7]) & conseguenza di (1.6)), infatti

P(ENF|G)=P(E|FNGP(FNG|G)
=P(E|FNG)P(F|G)=P(E| F)P(F|G).

O

La proprieta di Markov, spesso chiamata anche “assenza di memoria”, esprime il fatto che la
previsione statistica dello stato futuro della catena dipende solo dallo stato presente. Questo
semplifica notevolmente lo studio del processo stocastico. Infatti, in generale, per calcolare la
probabilitd di eventi individuati dalle {X,,} serve conoscere le probabilitd congiunte P(X,, =
in,..-,Xo = ip) al variare di n e degli stati ig,...,i,, € questo ¢ un problema difficile, se non
si hanno altre ipotesi, come l'indipendenza delle variabili. Invece, per una catena di Markov
basta conoscere le diverse probabilita di transizione P(X, 1 = j | X,, = ). Infatti per qualsiasi
i, .. i, € S, ogni volta che {X,4x—1 =ik_1,..., X, =40} € non trascurabile, vale

P(Xpih = iy oy X1 = i1, Xn = i)
=P(Xntr =ik | Xnth-1=tp—1,- -, Xn = 00)P(Xpyh—1 = ip—1,..., Xn = io)
=P(Xpir =ik | Xngr—1 =ik 1)P(Xpnyr-1 =ip—1,..., Xn = io)

e, iterando, si ottiene

]P(Xn_;’_k = ik, e 7Xn+1 = il,Xn == 'LO)
k—1

= HIP(Xn+j+1 =ijy1 | Xntj = i5)P(Xn = o) (1.10)
=0

=m(n);,P(n+ 1)?1) P(n+ k):ézfl
Se la catena ¢ omogenea, ¢ chiaro che la complessita si riduce ulteriormente, infatti la -1.10 diventa

IP(Xn+k = ik, . ,Xn+1 = il,Xn = Zo) = W(n)ioP;? s Pzi_l. (111)
Inoltre, sempre nell’ipotesi di omogeneita, se P(X,, = ip) = P(Xo = i), allora
P(Xpik =ik, Xny1 =41 | Xy = i0)

. : . (1.12)
:IP(Xk :’Lk7...,X1 =1 | XO :Zo).



La (1.12) si chiama proprieta di rinnovo della catena.

La seguente proposizione, che si dimostra facilmente per induzione, mostra la relazione tra le
probabilita condizionate P(X,, 11 = j | Xx =) e matrici di transizione.

Proposizione 1.1. Sia {P(n)} la sequenza delle matrici di transizione di una catena di Markov
discreta {X,} a valori in S. Per ogni i,j € S e n,k > 0 vale

P(Xpik=j| Xp=1i) = (P(k+1)---P(k+n)). (1.13)
Se la catena é omogenea, cioé¢ P(n) =P ¥n € N, allora
P(X k= | X =1i) = (P"); (1.14)

Dimostriamo ora che data una variabile aleatoria X, e una matrice stocastica P, si puo costruire
una catena di Markov che ha Xy come variabile iniziale e P come matrice di transizione. Questo
garantisce lesistenza della probabilita condizionata rispetto a Xg, infatti condizionare per { Xy = i}
(quando P(X(y = i) > 0) equivale a considerare la catena che al tempo zero si trova nello stato ¢
con probabilita 1.

Teorema 1.2. Sia Xy variabile aleatoria sullo spazio (Q,E,P) a valori nell’insieme discreto S.
Sia {£,} una sequenza di variabili &, : Q — RY indipendenti e identicamente distribuite (i.i.d.),
tutte indipendenti da Xo. Se f : S x RN — S ¢ una funzione misurabile, allora la sequenza di
variabili {X,} tale che X,, : QQ — S e

Xpi1(w) = f(Xn(w), &n(w)) YweQ Yn>0
e una catena di Markov omogenea con matrice di trasizione

P} =P(f(i,&) =) Vi,j€S.

Dimostrazione. Per ogni n > 0 la variabile &, & indipendente da (Xy, ..., X,), in quanto ogni X}
¢ funzione di Xy, &1, ..., &k—1, che sono tutte indipendenti da &,,. Allora, dalla definizione di X, 41,
per ogni j,%,%,—1,...,5 € S, si ottiene

P(Xpn1 =7 Xn=%4Xn1=ln1,..., X0 =10)

:P(f(717§n) = ] | XTL = Z‘7 X’I’L*l = in717 LR 7X0 = ZU) (115)
=P(f(i,&n) = J).
dove l'ultima uguaglianza & dovuta al fatto che anche f(i,&,) & indipendente da (Xo, ..., X,).

Inoltre, dalla (1.15) si pud notare che la probabilita condizionata non dipende dai valori assunti
da X,,_1,...,Xp, quindi

PXp1=J | Xn=0,Xn1=tp_1,..., X0 =ip) =P(Xpp1 =7 | X0 =),

cioe {X,,} & una catena di Markov. Dato che le variabili £, sono identicamente distribuite, la
probabilita di transizione P(f(¢,&,) = j) non dipende da n, quindi la catena & omogenea. O

Teorema 1.3. Siano S un insieme finito o numerabile, P una matrice stocastica e Xg : 2 — S
variabile aleatoria sullo spazio di probabilita (Q, E,P). Allora esiste una catena di Markov omogenea
{Xn}n>0 con insieme degli stati S e matrice di transizione P.

Dimostrazione. Sia {&,}, &, : € — [0,1], una successione di variabili i.i.d. con distribuzione
uniforme, indipendenti da Xy (la cui esistenza & garantita dall’esistenza della misura prodotto
infinito numerabile). Sia f: S x R — S tale che

f(i,8) := min {j‘ ZJ:P}L > s}

h=1



Sia {X,,}, con X, : Q@ — S, la sequenza definita da
Xnt1(w) = f(Xn(w),&n(w)) YweQ VYn>0.

Per il teorema {X,} ¢ una catena di Markov omogenea con probabilita di transizione dallo
stato 7 allo stato j uguale a P(f(i,&,) = j). Inoltre, f(i,&,(w)) = j se e solo se

Jj—1 J
Y Pl <&w) <D P,
h=1 h=1

quindi, poiche le &, sono distribuite uniformemente, si ha

:IP( P;<§H§ZP;)
h=1 h=1
J ' j—1
=Y P,-> P, =P
h=1 h=1

O

Un modo utile per rappresentare una catena di Markov (ma in generale un processo stocastico a
tempi e stati discreti) & usare i grafi orientati pesati. Se P & la matrice di transizione al passo
k della catena {X,,} con insieme degli stati S, si puo considerare il grafo pesato che ha S come
insieme dei nodi, e per ogni i, j € S un arco diretto da i verso j con peso P;-, ogni volta che P;- > 0.

Esempio 1.1 (Random walk). Ad ogni istante n € N una persona si trova in una posizione k € Z.
All’istante successivo si pud muovere in posizione k + 1 con probabilita p, o in posizione k — 1 con
probabilita 1 — p. Sia X, la variabile aleatoria che indica la posizione all’istante n. Allora {X,,} ¢
una catena di Markov omogenea con matrice di transizione

P= 1-p 0 P
0 1-p O

Il grafo che rappresenta P &
p p p p p p
1-p 1-p 1—-p 1-p 1-p 1-p

1.3 Classificazione degli stati e parametri caratteristici

Consideriamo una catena di Markov omogenea sullo spazio (2, £,P) con insieme degli stati discreto

g;) le entrate della matrice

S e matrice di transizione P = (p;;). Per ogni n > 1 indichiamo con p
P

Dato C C S, si dice che w € Q wvisita C al passo k se Xi(w) € C, e piu in generale w € Q visita C
se esiste n > 1 tale che X, (w) € C. Inoltre, se i,j € S, si dice che i visita j, e si scrive ¢ — j, se
esiste n > 1 tale che pl(;) > 0. Sei— jej—1i,siscrive i <> j.

Introduciamo una variabile aleatoria tc a valori in {1,2,...} U {400} tale che per ogni w €

fo(w) = —+o0 se Xp(w)¢ C Yn>1
e min{n > 1| X,(w) € C} altrimenti.



to(w) indica il passo in cui w visita per la prima volta C.

Per ogni i € S, purche P(Xy =) > 0, si pud introdurre il parametro fi(g)7 che indica la probabilita
di entrare in C al passo k partendo dallo stato i, definito da
FE =P(te = k| Xo = i)
=P(X,eC,X,_1¢C,....,X;: ¢ C| Xo=1).

Inoltre, chiamiamo f;- la probabilita di visitare C' partendo da i. Questa, dato che gli eventi
{w € Q| tc(w) =k} sono disgiunti, vale

+o0 foo
fic =P(te < +oo| Xo=i)=Y Pltc=k|Xo=i)=>_ fi&.
k=1 k=1

Se C' = {j}, scriviamo t;, fi(]k) e fij. Sei=j, f](jk) e f;; si dicono probabilita di ritorno in j al

passo k e probabilita di ritorno in j.

E utile calcolare il numero medio di passi che i cammini che partono da i impiegano per visitare C,
ovvero il valore atteso della variabile t¢ rispetto alla misura di probabilita condizionata P;(+) :=
IP(- ‘ X[) = Z)

1
E;[tc] = / to(w)dP;(w) = 7/ to(w) dPP(w
reli= Jytet) P(Xo = 1) Jixomn )

IE;[tc] si chiama anche tempo medio di attesa per entrare in C' partendo da i. Quando C' = {j} e
i = j, E,[tc] si chiama piu propriamente tempo medio di ritorno allo stato j e si denota con T'j;.

Dal teorema di Beppo Levi segue che

E,[t]_ +00 SeIP(tc:+oo‘X0:i)>()
e ;;.01 kP(tc =k | Xo =1) altrimenti.

Dalla definizione di f;c si ha che P(tc = +o00 | Xo =) > 0 se e solo se f;c < 1, quindi

+oo se fic <1
Eifte] = § (~toc (1.16)
{ ISSRAE se fio =1

In particolare,

= {+OO se fjj <1 (117)

i3 — 0o k
" $:1 kfg(j) se fi; =1

Infine, introduciamo le variabili VC(,") e Vo che indicano rispettivamente il numero di visite in C
nei primi n passi e il numero totale di visite in C. Considerati gli eventi E,, = {X,, € C}, tali

variabili sono definite da . -
Vén)ZZﬂEk e VC:Z]IEK-'
k=1 k=1

Se C' = {j}, si scrive pill brevemente Vj(”) e Vj.
Il numero medio di visite in j partendo da ¢ ¢ definito come il valore atteso di Vj rispetto alla
misura di probabilita P;(+):
=1
—_— Vi(w) dP(w
IP(XO :Z) (Xo=i} ]( ) ( )

Proposizione 1.2. Valgono le sequenti formule:

Ei[V;] =

E V] = pl (1.18)
n=0
+oo  se fjj=1
1—fj5 33



Dimostrazione. Dal teorema di Beppo Levi si ha

E; [ i ]lEn} = fj Eilg,],

allora, usando la proprieta (1.14)), si dimostra la prima uguaglianza:

=Y Eillp] =) P(X.=j|Xo=i)= p
n=0 n=0 n=0
Per dimostrare la seconda uguaglianza, usiamo la formula di Cavalieri e scriviamo
=> P(V; > k| Xo = ).
k=0
Osserviamo che
P(V; > k| Xo=1i) = fisf}; " (1.20)
Infatti, se k = 1, dal fatto che Vj(w) > 1 se e solo se t;(w) < oo,
P(V; >1|Xo=1)=P(t; <oo| Xg=1) = fi.
Assumiamo k > 2, e per ogni h > 1 consideriamo R; = Z;ih 41 1g, la variabile che conta il
numero di visite in j dopo il passo h. In questo modo
{V; >k} = | J{Bn > k—1,t; = h}.
h=1
Allora, grazie alla proprieta di rinnovo (1.12)) e all’lomogeneita della catena, si ottiene
P(R,>k—1,t;=h| Xo=1)
P(Rh>k—1|t —h Xo—Z) (tj:h|X0=i)
P(Rh>k—1|Xh—j)IP(t'—h|X0:i)
=P(V; > k—1| Xo=j)f".
Quindi,

P(V; 2 k| Xo=i) = P(Ry=k—1t;=h|Xo=1i)
h=1

:(i Zi;)]P(ijk:—l\onj)

h=1
=fi;P(V; > k—1] X0 =j).
Induttivamente si conclude che
P(V; > k| Xo=14) = fifj;

A questo punto, si ottiene la tesi:

E;[V;] :i]?(vj >k | Xo = 1)

k=1
:ifw k1_{+?0 se fj; =1
i fij
k=1 —f; S¢ fii <1



Le formule precedenti servono a dare una caratterizzazione degli stati di una catena di Markov.

Deﬁn1z1one 1.5. Uno stato j € S si dice ricorrente se Zk 1p( )

i = +o0, si dice transiente se
S 1p” < 400

Proposizione 1.3. Sono equivalenti:
1. j e ricorrente;
2. i cammini che partono da j tornano in j con probabilita 1, cioe fj; = 1;
8. 1 cammini che partono da j visitano j infinite volte con probabilita 1.

Inoltre, la probabilita che un cammino che parte da i passi infinite volte per j & fi;. Infine, se j ¢
ricorrente e j <> 1, allora i cammini che partono da i visitano j con probabilita 1, cioé f;; = 1.

Dimostrazione. L’equivalenza tra 1 e 2 segue immediatamente dalla proposizione E ovvio che
da 3 segua 2. Infine, supponendo f;; =1 e applicando la (|1.20))

P(V;=too| Xo=i)= lim P(V;>k|Xo=d)= lim fi;ff;" = fi.

cioe 3, se i = j. Infine, supponiamo j — i e sia k > 0 tale che p( )s 0. 11 prodotto p( )(1 — fij)
indica la probabilita che un cammino che parte da j passi per @ al passo k e non torni piu in j (si
puo dimostare usando la formula (1.7))), e 1 — f;; indica la probabilita di non ritorno in j. Allora

pglf)( — fij) <1—fj;, ese f;; =1, anche f;; = 1. O
Proposizione 1.4. Sono equivalenti:

1. j é transiente;

2. i cammini che partono da j tornano in j con probabilita minore di 1, cioé f;; < 1;

3. la probabilita che i cammini che partono da j wvisitino j infinite volte ¢ 0;

4. i cammini che partono da j visitano j un numero finito di volte con probabilita 1.

Dimostrazione. 1 e 2 sono equivalenti per la proposizione Inoltre,

P(V; =400 | Xo=j) = lim P(V;>k|Xo=3)= lm_ff.

k—+o00

Percio 2 & equivalente a 3 perche P(V; = 400 | Xo = j) = 0 se e solo se f;; < 1. Se j & transiente,

si ha P(V; = 400 | X = j) = 0, altrimenti ), 1p(k) = E,;[V;] = 4+o0. Infine, 'equivalenza tra 3
e 4 ¢ ovvia. O

Da questa caratterizzazione degli stati e da si osserva che il tempo medio di ritorno allo stato
J puo essere ﬁnito solo se j ¢ ricorrente. Pil precisamente, 1';; ¢ finito se e solo se j ¢ ricorrente e

la serie Z 1k f] ; converge.

Dimostriamo una formula che tornera utile in seguito.

Proposizione 1.5. Per ogni n > 1, per ogni coppia di stati i, j, vale

n k n— k)
Y = Zf( plnh, (1.21)
Dimostrazione. Fissato n > 1, per ogni k € {1,...,n} si consideri l'evento
Fn:{Xl#.]v Xk 1#]7Xk?_]7 _.]}
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Siano, inoltre,

E:={X,=j},
F = {Xk :]‘,kal 7&]7X1 #]}7
G = {Xoil}

Osservando che Fy , = ENF, applicando la (1.7) e usando l'ipotesi di omogeneita, si ottiene

P(Fk’n ‘ Xo = Z)
_P(E | F)P(F | G)
=P(X, =7 | Xpe =j))P(Xp =4, Xp-1#J,....,. X1 #Jj | Xo=1)

—p(nh) p 8

,
Gli eventi {F}, ,,}}_, partizionano l'insieme {w € Q| X,,(w) = j}, quindi si ha la tesi:

n . . . k n—k
) =P(Xy = j | Xo=i) =Y P(Frn | Xo=i) =3 £5p5; ",
k=1 k=1

1.4 Distribuzioni invarianti

Definizione 1.6. Data una catena di Markov omogenea a valori in S con matrice di transizione
P, un vettore stocastico (o vettore di probabilita) 7 = (;),cg, cioé tale che m; > 0 per ogni j € S
e ZjeS m; =1, si chiama distribuzione invariante per la catena se vale 7P = 7.

Osservazione 1.1. Dalla relazione 7(n + 1) = n(n)P si ottengono due importanti osservazioni:

1. 7 & una distribuzione invariante se e solo se ogni volta che la catena ha densita marginale 7
al tempo iniziale, allora anche le densita marginali agli istanti successivi sono uguali a 7;

2. se la successione {m(n)},en converge ad un vettore stocastico m, allora 7 & un distribuzione
invariante.

Teorema 1.4. Sia {X,,} una catena di Markov omogenea. Se linsieme degli stati S ¢ finito, allora
esiste una distribuzione invariante .

Dimostrazione. Siano P la matrice di transizione del processo e 7(0) = (7(0);)ies il vettore che

rappresenta la densita marginale della catena al tempo n = 0. Per ogni n > 0 sia
n
w(n) ==Y m(0)P*.

k=1

S|

Ogni 7(n) & un vettore stocastico, in quanto media aritmetica di vettori stocastici (cfr. (1.3])).
Per il teorema di Bolzano-Weierstrass nel caso vettoriale, esiste una sottosuccessione {7 (ng)}x che
converge ad un certo 7,.. Poiche l'insieme dei vettori stocastici

S|

z; >0e Zwizl}

{x e RIS
i=1

11



& chiuso in RISI, grazie al fatto che S & finito, allora anche 7o, & un vettore di probabilita. Tale
T € la distribuzione invariante cercata. Infatti, per ogni n > 0 vale

1 n
= Tr(O)Pk) P
n
k=1

1 n

= k+1
- > (0P
k=1

LS w0 + Lm0~ n(p)

n

7(n)P

Il
/N

= 7(n) + —(x(0)P"+! — 7(0)P).

3=

1l termine (7 (0)P" ™! —7(0)P) tende a 0 per n — 400, poiche le componenti del vettore 7(0)P" !
sono limitate per ogni n. Passando al limite per ny — 400, 'identita di sopra, con nj al posto di
n, permette di concludere che TP = 7. O

Osservazione 1.2. Nel teorema di esistenza l'ipotesi di S finito ¢ fondamentale. Si consideri il
caso della passeggiata aleatoria nell’esempio |1.1) con p = 1. Poiche la matrice di transizione &

cococo:
coor:
coro:
oc~oco:

una distribuzione invariante deve essere tale che m; 11 = m; per ogni ¢ € Z, cioe deve essere una
distribuzione uniforme. Dato che gli stati sono infiniti, tale distribuzione non esiste.

Definizione 1.7. Una matrice di transizione P = (p;;) su un insieme di stati S si dice irriducibile
(n) o)
, >0

se per ogni ¢, € S esiste n > 1 tale che p;;

per ogni i,j € S.

> 0; si dice regolare se esiste ng > 1 tale che p;7

Lemma 1.1. Se P ¢é una matrice di transizione irriducibile sull’insieme di stati S finito, ed esiste
h € S tale che ppp, > 0, allora P é regolare.

Dimostrazione. Per ogni i,j € S sia n(i,j) > 1 per cui p?j(i’j)
Allora, per ogni i,j € S, preso q := ko — n(i, h) — n(h,i), vale

> 0. Sia ng := 2max; ;n(i,j) + 1.

ik k.j ih h,j ih h.j
pl(;zo) _ Zpgg(l ”p;ﬁ'ﬁpé’}( 7)) > pEZ( ))péqh)pgz( 7)) > pgz( ))(phh)qug( 7)) > 0.
kes

O

Teorema 1.5. Sia P matrice di transizione regolare sull’insieme finito di stati S. Allora esiste
un’unica distribuzione invariante.

Dimostrazione. Sia ng > 0 per cui tutte le entrate di P™ sono non nulle. Siano 7 e 7 due
distribuzioni invarianti per P (ne esiste almeno una per il teorema [1.4)). Chiaramente 7 e 7 sono
distribuzioni invarianti anche per le potenze di P, che sono ancora matrici stocastiche, quindi si

12



puo scrivere:

Z | — | = Z ‘ ZWJP(M) JPE?U)

i€S €S jES

_Z‘Z _ijﬂ)

€S jeSs

< ZZ |mj — 7; ‘p(no

€S jeS

- Z |mj — 7] Zp("‘))

JjES i€S

=D Im = 7l.

jES

Ma allora vale I'uguaglianza

S S = el | = Sy o,

€S jeSs €S jeSs

ed in particolare

Sy = 7508 | = s — A0

JES JES

E un fatto noto che la disuguaglianza triangolare tra numeri reali ¢ un’uguaglianza se e solo se
tutti i numeri sono concordi, quindi si puo supporre

(7; —W])pgzlo) >0 Vjes.

Dividendo per pgf“’)

,, che e positivo, si ottiene
Uy Z ﬁj Vj S 57

e ricordando che si tratta di vettori stocastici, si ha

Y omp=1=) i

JES JjES
percio deve valere
T = T, VjeS.

O

Osservazione 1.3. La distribuzione invariante ¢ unica anche se la matrice di transizione P
¢ irriducibile. Nella dimostrazione del teorema di unicita basta sostituire P™ con la matrice
% o022 "P"™, che & anch’essa di transizione e con tutte le entrate non nulle.

1.5 Teorema di convergenza

Sia {X,,} una catena di Markov omogenea con insieme degli stati finito o numerabile S e matrice
di transizione P = (p;;). Per ogni i,j € S siano T;; € RU {400} il tempo medio di ritorno allo
stato j e f;; la probabilita di visitare j partendo da :.

Teorema 1.6. Se p(n) — wj, allora

(n)

wj = e p;j = fijw; (1.22)

1
Tj;

(assumiamo w; =0 quando Tj; = +00).
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Dimostrazione. Per ogni n,k > 1, sia @, (k) := ]l{l,_“’n}(k)fz(j )pZL ¥) . Allora la (1.21) si puo
scrivere come

Y Zf(k) k) = Z@n

Nello spazio misurabile (N,P(N)) dotato della “misura che conta i punti”, si pud applicare il
teorema di convergenza dominata alla successione {¢, }, che & dominata dalla funzione k — fi(f).

Poiche, fissato k, lim, . ¢©n(k) = fi(f)wj, si ottiene

N (N,
Jim v = JE%OZ% =3 Jim nh) = (3157 s = i
k=1 k=1
Per dimostrare che w; = T distinguiamo due casi:
JJ

e se _] ¢ transiente, allora Y~ 1p§?) < 400, quindi pg-?) — 0 = w;. Inoltre f;; < 1, allora dalla

si ha T;j; = 4o0;

S = k
e se j & ricorrente, allora fj; = 1 e da (L17) Ty = > pos kf( ),
Usiamo il seguente lemma riguardante le successioni di numeri reali non negativi:

Lemma. Siano {a,} e {b,} sequenze di numeri non negativi tali che ap =1, > ;o b; =1 ¢
an =Y 5 bjan—j per ognin > 1. Se a, — a € Ry U {+oo}, allora

o1 —
GZE’ dove B::];kbk.

Dal fatto che pj =St (k)p]? k) per ogni n > 1 e che > 27, fj(]k) = fj; = 1, si pud

applicare il lemma con a,, := p§-j) e by = f](f), ottenendo la tesi.
O

Osservazione 1.4. Se j ¢ transiente, allora w; = 0 = f;;w;. Se j ¢ ricorrente e j < 4 allora
fij =1 (cfr. Proposizione e fijw; = w;. Quindi il teorema mostra che il calcolo dei tempi
medi di ritorno permette di trovare l'unica distribuzione invariante w, nel caso in cui § sia finito
e P regolare (o irriducibile). Infatti, in queste ipotesi e quelle del teorema,

m(n); = > w(0)iply) =3 w(0)ifisw; = Y w(0)iw; = w;.
€S €S €S

Invece, se S ¢ infinito, per quanto visto nella sezione precedente, non e garantito che il limite sia
una distribuzione di probabilita.

Dimostriamo che se P & regolare e S finito, P™ converge per n — 0o, quindi vale il teorema sulla
convergenza, e il limite di P™ & la matrice che ha in ogni riga I'unica distribuzione invariante.

Teorema 1.7. Se P ¢ regolare, l'autovalore 1 ha molteplicita geometrica uguale a 1.

Dimostrazione. Sia ng > 1 tale che P™° abbia tutte le entrate non nulle. Sia 7 I'unica distribuzione
invariante per P. Per ogni i € S m = 3 ;¢ 7ij§-?°), e poiche esiste j € S con 7; > 0, anche
m > 0. Sia v € RISl un altro autovettore relativo a 1. Visto che le entrate di 7 sono tutte

strettamente positive, esiste € > 0 per cui v := <7T’::)”1> ¢ un vettore di probabilita. Dall’unicita
della distribuzione invariante segue che T = 7, quindi v € Span{r}. O

Teorema 1.8. Se P ¢ regolare, ogni autovalore A\ # 1 ¢ tale che |A| < 1.
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Dimostrazione. Consideriamo k > 1 per cui pgf) > 0 per ogni ¢ € S. Applicando il primo teorema

di Gershgorin si puo affermare che lo spettro di P* & contenuto in |J;cg Ki, con K; = {z € C |
|z — pgf)| <1- pff)} Da questo si ottiene che ogni autovalore di P* diverso da 1 ha modulo

strettamente minore di 1. E noto che, data una matrice A, Sp(A) = {\1,..., A} se e solo se
Sp(AF) = {\F,...,\E}. Allora per ogni A € Sp(P), A # 1, da |\¥| < 1si ha |\ < 1. O

Dai teoremi precedenti si ottiene che la forma canonica di Jordan di una matrice di transizione
regolare P & della forma

1 0 0 0
0 Jy 0 ... 0
J=10 0 J2 ... O 7
oo o0 ... J,
dove J,...,J, sono blocchi di Jordan relativi agli autovalori diversi da 1. Poiche
1 0 0 ... 0
0o Jy 0 ... O
jgo—|0 0 Jy ... 0
0 0 0 Jy
si ha che J" converge a
10 0
0 0 0
K := .
0 0 0

Sia S una matrice tale che ST'PS = J, allora da P = SJ"S~! si ottiene la convergenza di P a
SKS—!.
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Capitolo 2

Metodi Markov Chain Monte
Carlo

I metodi Markov Chain Monte Carlo (MCMC) rappresentano una classe di algoritmi usati per il
campionamento di variabili aleatorie, ovvero, data una densita di probabilita (discreta o continua)
7 su R?, i metodi permettono di costruire una sequenza {X;}?, di variabili i.i.d. con densita
m. Lo scopo & calcolare lintegrale [y, f(x)m(2)dx, che corrisponde al valore atteso di f(X;), con
f : R4 — R boreliana limitata, e che quindi puo essere approssimato con % S f(XG) (per lalegge
forte dei grandi numeri). L’idea alla base di questi algoritmi & costruire una catena di Markov che
ha 7 come distribuzione invariante. In questo modo, dopo un numero sufficiente di passi, cioe¢ dopo
un periodo di “burn-in” abbastanza lungo, si otterra un campione da una densita che approssima
.

In questo capitolo vengono presentati due algoritmi MCMC: P'algoritmo di Metropolis-Hastings e
il campionamento di Gibbs.

Consideriamo il caso in cui S := {z € R? | n(x) > 0} & discreto.

2.1 Algoritmo di Metropolis-Hastings

Sia ™ = (7, )zes la densita dalla quale si deve estrarre il campione, chiamata anche densita target.
Siano Q = (quy)x.yes una matrice stocastica, e (%) un qualsiasi elemento in S. Se 2 = z, z(++1)
viene generato come segue. Si estrae y € S dalla densitd (¢,).cs, che viene considerato come
candidato per 2(**1). Si costruisce un’altra funzione di probabilita o : .S x S — [0,1]

3 24z
alz, 2) = mm{mqu , 1} S€ TpQry > 0 .
1 se TeQe, =0
Infine si accetta y, ponendo z(*t1) =y, con probabilita a(z,y), altrimenti si rimane nello stato x,
ponendo z(**+1Y) = z con probabilita 1 — a(z,y). Notiamo che a(x,x) = 1, quindi se viene estratto
x come candidato, lo stato corrente non cambia, pur avendo accettato.
La catena di Markov omogenea {X (t)}tZO che viene creata in questo modo ha matrice di transizione
P = (pay) tale che
Doy = qua(x, Y) sex #y
oy = .
Y lfzz;ﬁxqma(x,z) sex =y
Questo algoritmo € una generalizzazione dell’algoritmo di Metropolis, che richiede che Q sia
simmetrica.
Proposizione 2.1. La distribuzione target w & invariante per { X1},

Dimostrazione. Per verificare che 7P = m, & sufficiente dimostare che per ogni xz,y € S vale
DayTz = DyaTy. Infatti, in tal caso, si avrebbe

(WP)I = Z TyPyx = Z TePry = Ta mey = Tg.

yeS yeS yeS
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Nel caso 3¢5y > 0, a(z,y) si puo riscrivere come

a(xv y) = min{ﬂyQyma qu:by}'

TxQzry

Supponendo min{my,qyz, Teqey} > 0, € © # y, si ha

TaxPry = Wwaya(wv y) = min{ﬂ-yQyI) ﬂ-a:qu} = 7"'yq‘yacO‘(ya I) = TyDyzx

Nel caso min{m,qyqs, Tx¢sy} = 0, senza perdita di generalitd si pud supporre myg,, = 0. Se
Tqzy = 0, I'uguaglianza ¢ ovvia, se m,qs, > 0, allora a(z,y) = 0, quindi pyym, = pyamy, =0. O

Osservazione 2.1. Supponiamo {X®} definita sullo spazio (€, &,P). Per ogni x € S, definiamo
r(z) = Z#I gzz(x, z) la probabilitd di cambiare stato, quando lo stato corrente ¢ z. Sia K =
(Kpy)z,yes la matrice substocastica (cioe con tutte le entrate positive o nulle e tale che la somma
sulle righe sia minore o uguale a 1) definita da:

K. : {a(x, Y)zy SETFHY
Ty
0 se r =y.

Quando z # y, K, rappresenta la probabilita di passare dallo stato z allo stato y. Notiamo che

K a(cé,) ¢ la probabilita di passare da x a y in ¢ passi, cambiando almeno una volta stato. Nel caso di
Metropolis-Hastings, con queste definizioni si ha, per t > 1,

(t) pgg se x #y
P — (1 —r(2) sex=y.

Dati z,y € S, sia A(z,y,t) = {w € Q| XO(w) =y, XO(w) = 2,353z : 1 < s < t, 2 #
z, X©)(w) = 2} I'insieme dei punti le cui traiettorie sono non costanti e partono da z e al tempo
t si trovano in y. Per definizione,

P(A(z,y,t) | Xo =) = K{).

A(z,y,t) si pud scrivere come unione disgiunta degli insiemi By, Ba C 2, dove B; @ U'insieme delle
traiettorie da x a y passanti per z € S\ {z} al tempo ¢t — 1, By & l'insieme della traiettorie non
costanti che passano in x al tempo ¢t — 1 e al tempo ¢t si spostano in y. Con queste definizioni si ha

P(By | XO =2) =) P(XD =y | XV =2)P(XOD =2 | XO =)
z#x

szyK(t 1)

z#x

zziz Ko K8 + (1= r(y)KS Y sexsy
ol z y
2751 szKﬂg’tZ Y sexr =y

1
pwypgftx ) sex #y

PeeP(A(z,z,t —1) | X =2) sexz=y

{pz K;; Yot oy —r(2))! sex#y

P(By | X© =2) =

tl)
P sex =y

K 1)+ny(14( NI sex Ay
t 1)

sex =1y

Poiche I'unione & disgiunta,

P(A(z,y, 1) | X =2) =) P(B; | X© = ).
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Allora, se x # y, usando la definizione di K e il fatto che Ky, = 0 per ogni y € S, si puo scrivere

K =3 Koy KD + (L= r(y)KS + Koy KV + Koy (1 - r(2)"!

z#x
27y

—EDKWK“1*+< r(y)) K8 + Koy (1 —r(x)

Se x =y,

K8 =3 K, K& + (1 —r(@)KEY
z#x
=Y K, KD + (1= (@)K + Koo(1— r(x)) !

Allora si ottiene la seguente formula iterativa per le potenze di K:

Kl = S Ky KUY+ (L= r ) Ky 4 Ky (L= o)™

Teorema 2.1. Supponiamo g, = 0 se e solo se ¢y = 0. Se Q ¢ irriducibile, allora P ¢é irriducibile;
se Q e regolare, allora P ¢ regolare.

Dimostrazione. L’ipotesi ¢, = 0 se e solo se gy, = 0 implica che a(x y) > 0 per ogni x,y € S.
Definiamo, per ogni ¢t > 1, Ul = {ye S| p; >0} e V( ) = ={yes| q ) > 0}. Si pud dimostrare
per induzione che V ® Ux(t), e infine, da questo fatto si puo dedurre che 1’1rr1du(31b1hta di Q
implica l'irriducibilita di P, e la regolarita di Q implica la regolarita di P. Se y € VT , Y #
allora pgy = gzya(z,y) > 0. Sex € 1748 ), allora

Pra = 1- mez = quz(l - OZ(IZT,Z)) + Qzz > 0.
z2#T z#x
Supponiamo V(t) - Uét) e consideriamo y € Vx(tﬂ). Poiche q(Hl) =D .es q;tz)qu > 0, esiste

z € S tale che qu)qzy > 0, cioe z € Vgc(t) ey € Vz(l) C Uz(l). Allora per ipotesi z € Uét), quindi

pgctjl) = ZZES pgftz)pzy > 0, ovvero y € Uétﬂ). OJ

2.2 Campionamento di Gibbs

Consideriamo ogni elemento di R? partizionato in r blocchi, cioe x = (z1,...,,), dove per ogni
i€ {l,...,r} xi = (Ti1, ..., Tingy), n(4) > Len(l)+---4n(r) = d, con z;; € R. Data 7 la densita
da approssimare, denotiamo con

7T(.13|§3 7 7 jj ): 7T(£1,...,ii_1,mi,i‘i+1,...,x,.)
4 TyeeosLi—1,Tidly-y Ty ZyeR"(i)7r((f17,,,,Ei,hy,fi+1,...,xr)

la densita condizionale di x; dati i valori z; € R™) delle altre componenti.

L’algoritmo parte da un generico z(9) = (xgo), e ,xS.O)) € S. Alla (t + 1)-esima iterazione viene
generato il campione z**t1) come segue:

si estrae $§t+1) da (x| :z:(t) cee St));

si estrae mgﬂ) da m(zq | x&tﬂ), xét)7 . ,xg.t));

si estrae 1:§»t+1) da m(z; | :ngtﬂ), . ,as;il),xﬂl, o ,xff));

si estrae 27V da (x| x(ltH), e ,wi@ll)).
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Il vantaggio ¢ che, anche quando d ¢ molto grande, si campiona da densita in dimensioni minori.
La sequenza {z(®) 2 .. ® 1 &una traiettoria di una catena di Markov omogenea {X® 1,5
(Pestrazione di z*1) non dipende da (=1 ... ,x(o)) definita in un certo spazio di probabilita
(Q,&,P) e con matrice di transizione P = (pgy )z yes definita da

r
Poy = [ [ 7w | gis i <1, 25,5 > 1)
=1
Infatti,
Pay =P(XW =y [ XO =2)
=P(xXO =y | XV =y, XY =y, XO =) P =g | X =4, XO =)
=7(Yr | Y1, Yr—1,2r) T (Y2 | Y1, T35« s Te)T(Y1 | T2y - 20).
Proposizione 2.2. La distribuzione © ¢ invariante per {X®}.

Dimostrazione. Consideriamo la catena di Markov (non necessariamente omogenea) {Z*)};5o
definita in questo modo:

700) . x(0).

200 1= (0, {0, X0,

Z(Z) = (Xfl)a Xél)va)(’O)a s 7X7£0))§

70 = (xM, . xW)y=xW,
r 2 1
204 = (X XP | xO),

Supponiamo che Z(*¥) = (X{Hl), ... ,Xl(it1)7 Xl(t), ceey XT(-t)) abbia densita . Siano z = (z1,...,2,) €
Re e 2y g = (21, s 211, %, 2141, - - -, 2r) ERE conl € {1,...,7} e x € R™0),

]P(Z(k+1) = Z) = ZIP(Z(IH_I) =z | Z(k) = Z:J:l)IP(Z(k) = zw,l)
x
(t+1) (t+1) , 0 )
:ZIP(XZ =z |X; =2, 1 <1, X;7 =25, j > D)m(2z,)
x

= (e ] 2z, § # D(ze)

= 7ﬂ-(2) (2. =Tz
- ;Zyﬂ(zy,l) ( w,l) ( )?

ovvero anche Z*t1) ha densita 7. Quindi, se X(© & distribuita secondo 7, anche Z(*) lo & per
ogni k, ed in particolare X® per ogni t. Di conseguenza, 7 ¢ una distribuzione invariante per

{(x®1, O

Lemma 2.1. Se S ¢ finito e P é irriducibile, allora é anche regolare.

Dimostrazione. Per ogni x € S e per ognil € {1,...,r}, w(x; | x;,7 # 1) > 0 per definizione di S,
quindi pg, = [, 7(2; | 24,4 # 1) > 0. Allora dal lemma segue la tesi. O

Da questo lemma e da quanto dimostrato nel capitolo 1, segue che nel caso in cui S & finito e
P irriducibile, le densita marginali della catena convergono a 7, quindi il metodo € convergente.
Nella pratica spesso si considera S con una struttura a reticolo. In questo modo, la matrice di
transizione non ha entrate nulle, quindi & regolare.
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Per produrre un campione da 7 di taglia n, cio¢ n campioni indipendenti, si puo far partire
I’algoritmo n volte, generando n catene di Markov con variabili iniziali indipendenti. Un altro
modo & fissare un k£ opportuno e, dopo il periodo di “burn-in”, considerare un campione ogni k
iterazioni del metodo.

2.3 Esempio di applicazione del metodo di Gibbs

Consideriamo un’urna contentente N palline rosse e blu. Sia X la variabile a valori in {%} §=0,....N
che rappresenta la frazione di palline rosse nell'urna. Fissati due parametri a, 8 > 0, scegliamo X
con densita discreta mx tale che per ogni z € {4 }j—0,...~

mx(x) = ca,p P a:)ﬁ_l,

dove

=[2G 0=

¢ la costante di normalizzazione. In questo modo wx € una discretizzazione della distribuzione
continua Beta(w, ().

Fissato n € N, sia K la variabile che conta il numero di palline rosse estratte in n estrazioni con
rimpiazzo.

Usiamo il metodo di Gibbs per campionare (X, K). La densitd condizionata di K rispetto a
{X =z} & una binomiale di parametri n e x, ciog

n _
x| 0) = () (1 -2,
Invece, usando la formula di Bayes, la densita di X sapendo {K = k} ¢ definita da

7TK|X(’€ | 2)mx ()
Z;v:oﬂmx(k? \ %)WX(%)
(Z)xk(l —z)"Feq g1 —x)Pt
S ()R = ) hea p(F)o1 (1 = £)P
a+k71(1 _ x)ﬁJrnfkfl7

x|k (| k) =

= Ca+k,B+n—k T

che & una discretizzazione della distribuzione Beta(a + k, 5+ n — k).
Si puo calcolare anche la densita discreta di K, 7, in questo modo:

i (k) = Zﬁqu(k | z)mx (2)
= Z (Z) xk(l — x)"*kcaﬁxo‘*l(l — x)ﬁfl

n -1
= k cané)corkk,ﬂ#»nfk'

Di seguito il codice in MATLAB usato per implementare il metodo. La funzione prende in input i
parametri N,n,a e 3, il numero di campioni da estrarre npoints, il numero di iterazioni it per il
periodo di “burn-in” e un numero m. Se m < 0 la funzione genera i campioni da catene di Markov
diverse, facendo ripartire I’algoritmo tante volte quante il numero di punti da generare. Se m > 0,
dopo il periodo di “burn-in”, i campioni vengono selezionati dalla stessa catena di Markov ogni m
passi. La funzione restituisce una matrice che in ogni riga ha un campione.
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function [z] = betabin(N,n,alpha,beta,npoints,it,m)
S = [0:N]./N;
if (m<=0)
for np = 1l:npoints
x = alpha/(alpha+beta);
k = floor(n*alpha/(alpha+beta));

for i = 1:it

for j=0:N
W(j+1) = (j/N)~(alpha+k-1)*(1-j/N) " (beta+n-k-1);

end
W = W./sum(W);
x = randsample(S,1,true,W);
k = binornd(n,x);

end

z(np,:) = [x,k];

end
else

x = alpha/(alpha+beta);
k = floor(n*alpha/(alpha+beta));
for i = 1:it
for j=0:N
W(j+1) = (j/N)~(alpha+k-1)*(1-j/N) ~(beta+n-k-1);

W = W./sum(W);
x = randsample(S,1,true,W);
k = binornd(n,x);

end
for np = 1l:npoints
z(np,:) = [x,k];
i = 0;
for i = 1:m
for j=0:N
W(j+1) = (j/N)"(alpha+k-1)*(1-j/N)"(beta+n-k-1);
end
W= W./sum(W);
x = randsample(S,1,true,W);
k = binormnd(n,x);
end
end
end
end

Listing 2.1: Metodo di Gibbs per la densita di (X, K)

Riportiamo i grafici a barre delle densita marginali a confronto con le approssimazioni di queste
date dall’algoritmo, con periodo di “burn-in” di 10 iterazioni. Sono stati generati 10000 campioni
considerando N = 15 e n = 10, chiamando la funzione betabin con m = 0 e m = 10. Per le figure

[2.1) e [2.2] sono stati scelti « = 2 e 8 =5, per le figure 2.3] e 2.4 a = 50 e 3 = 100.
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Figura 2.1: Grafici a barre della densita (marginale) di K e delle sue approssi-
mazioni ottenute con il metodo di Gibbs, con N =15, n =10, a =2, § = 5.
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Figura 2.2: Grafici a barre della densita (marginale) di X e delle sue approssi-
magzioni ottenute con il metodo di Gibbs, con N =15, n =10, a =2, 8 = 5.
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Figura 2.3: Grafici a barre della densita (marginale) di K e delle sue approssi-
mazioni ottenute con il metodo di Gibbs, con N = 15, n = 10, a = 50, 5 = 100.
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Figura 2.4: Grafici a barre della densita (marginale) di X e delle sue approssi-
magzioni ottenute con il metodo di Gibbs, con N = 15, n = 10, a = 50, 8 = 100.

23



Capitolo 3

Il metodo di Gibbs per densita
gaussiane multivariate

I concetti esposti nel capitolo precedente si possono generalizzare al caso di densita continue
([]). In questo capitolo vediamo come si applica il campionamento di Gibbs a densita gaussiane
multivariate.

Definizione 3.1. Un vettore aleatorio X = (X1, ..., X ) a valori in R? & un vettore gaussiano se
per ogni u = (uy, ..., uq) € R? si ha che (X, u) = Z?Zl u; X; € una variabile gaussiana.

1l vettore delle medie m = (E[X1],...,E[X,]) € R?, e la matrice delle covarianze @ € R¥*¢ con
(Q)ij = Cov(X;, X;), identificano la legge di X, e si scrive X ~ N (m, Q).

Notazione. Dati due vettori aleatori X,Y a valori in R™ e R" rispettivamente, indichiamo con
Cov(X,Y) € R™*™ la matrice tale che (Cov(X,Y));; = Cov(X;,Y;). In accordo alla notazione
usata per variabili unidimensionali, indichiamo Cov(X, X) con Var(X).

Proposizione 3.1. Sia (X,Y) ~ N(m,Q) vettore gaussiano a valori in R?, con X a valori in

R™ eY a valori in R™, e Q = (;T g) , AeRmxm B e R™*™ C e R™ ™. Allora la legge di X

condizionata a {Y =y} ¢ una distribuzione gaussiana a valori in R™ di media E[X]+ BC~1(y —
E[Y]) e varianza A — BC~'BT. Notiamo che la varianza non dipende da y.

Dimostrazione. Cerchiamo K € R™*" tale che Z := X + KY sia indipendente da Y. Poiche (Z,Y)
¢ un vettore gaussiano, Z e Y sono indipendenti se e solo se Cov(Z,Y) = 0 € R™*™. Sfruttando
le proprieta della matrice delle covarianze, si puo scrivere

Cov(Z,Y)=Cov(X,Y)+Cov(KY,Y) =B+ KVar(Y) =B+ KC,

da cui,
Cov(Z,Y)=0+= K =-BC™".

Poiche E[X | Y] & o(Y)-misurabile, per il lemma di Doob esiste g : R™ — R™ misurabile tale che
E[X | Y] = g(Y). Indichiamo E[X | Y = y] := g(y). Per la varianza condizionale usiamo una
notazione analoga. Ricordando che se X = ¢(Y, Z), con Y e Z variabili indipendenti e ¢ boreliana
limitata, vale E[X | Y = y] = E[¢(y, Z)], si ha

E[X |Y =y|=E[Z-KY |Y =y| =E[Z - Ky| = E[Z] - Ky
= E[X]+ KE[Y] - Ky = E[X] + BC~(y — E[Y]),
Var(X |Y =y)=Var(Z-KY |Y =y) =Var(Z — ky)
=Var(Z)=Var(X+ KY) =Var(X)+ Var(KY) + Cov(X,KY) + Cov(KY, X)
=Var(X) + KVar(Y)KT + Cov(X, KY)T 4+ Cov(KY, X)
=Var(X)+ KVar(Y)KT + 2KCov(Y, X)
=A+BCc'cc'BT —2BC'BT = A- BC'B".
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Osservazione 3.1. Se ) = ( 4 B), allora A — BC~'BT & il complemento di Schur di C in Q.

BT C
Dalla relazione di congruenza tra matrici, si ha che @ ¢ definita positiva se e solo se A — BC~'BT
e C sono definite positive, infatti,

() D6 T
3.1 Caso d=2

b ¢

R2%2, Per ogni k > 0 sia X*) = (Xl(k)7 Xz(k)) la varibile ottenuta alla fine della k-esima iterazione
(k) (k)

Y1 - Y120} Supponiamo
(k) (k)
Vi2® Vg

Sia X = (X1, X2) ~ N(m, Q) gaussiana bidimensionale, con m = (my,mz) € R?, Q = (a b) €

del metodo di Gibbs, con media m®*) = (m(lk), mék)) e varianza Q%) = (

che X £0) e XQ(O) siano gaussiane (anche costanti) indipendenti. La matrice @ ¢ semidefinita positiva,
b2

ac”

quindi in particolare det Q = ac — b > 0, da cui Z—ZC <1. Sia é :=

Teorema 3.1. Se Q) ¢é invertibile, gli errori di approssimazione della media, varianza e covarianza
dovuti all’algoritmo convergono a zero esponenzialmente. Piu precisamente,

[m{® —mi| = 8*m{” — m|

im$ —mo| = 6% |mS”

) g = 5400 -

_m2|
|v

al (3.1)

§ — | = 0%l — ¢f

|v
k bl (0
[ors) = b = 6% ol —al

Inoltre, anche nel caso in cui det Q = 0, se le densita marginali di X sono note, considerando

X ~ N((ml,mg), <8 2) ), lalgoritmo converge in un passo.

Per dimostare il teorema, vediamo nel dettaglio come agisce il metodo per campionare X.
Sia (xgk), xgk)) il valore assunto da X *). Dalla proposizione si deduce che

b b?
X§k+1) ~N<m1 + E(Cﬂék) — ’ITLQ),(Z — ?)

b b2
X2(k+1) ~ N(mz + a(.’ﬂgk—i_l) — m1)7c — ;)

Si dimostrano le seguenti proposizioni.

Proposizione 3.2. Per ogni k > 0 valgono le formule iterative:

D = g+ B — ) 63
m{ D — 4 g(mgk-&-l) — )
oY = (0P fa - (3.3)
Uékﬂ) _ (g)gv§k+1) fe— % .
kb &
oy =~y (3.4)

Inolire, sei € {1,2}, X¥ ha densita gaussiana N'(m™ ™).
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. . . 2
Dimostrazione. Definiamo r := %7 5= b , V1 = a— % e vy := ¢ — =. Per individuare la legge di

Xi(k) basta calcolare la funzione caratterlstlca ¥ ), ricordando che la funzione caratteristica di
una gaussiana di media p e varianza o & ¢(t) = exp(itp — $t%c?).

Procediamo per induzione. Dato che XV ~ N'(my + r(28” — my), v1), si ha
; 1
Bl | X0 = o) = exp(it(my + r(al” = ma)) - Stw),
allora 1
. 1
B4 | X{) = exp(it(mi + (X" —ma)) = St*01)
Quindi si ottiene

o (t) = Bl = BR[| X))

= BElexp(it(my + (X3 —my)) — %t%l)]

1
= exp(it(m; — rmeo) — Zt20)E exp itrX(O)
2 2

1 1
= exp(it(m1 — rmz) — 5t 20;) exp(itrmy) — 2152 r2pl”)

1
= exp(it(my — rmg + rm( )) §t (r 2 (0) +v1)),

cioe X( ) N./\/(m1 — Mo —i—rmgo),r%g ) + ).

Tnvece, X5V ~ N(ma + s(a”) = my), v2), quindi
it x (D . 1
E[e”X21 | Xl(l)] = exp(it(maq + S(Xl(l) —my)) — §t2v2).

Allora si ha

itx (D itx (D
xo(t) = E[™ ] = E[E["*¥2 | X{V]

= Elexp(it(ma + s(XM —my)) — %t%z)]

1
= exp(tt(mg — smq) — Zt209)E exp itsX(l)
B 1

1 1
= exp(it(me — smy) — *1521}2 exp itsm(l) — ftzszv(l)
2 2 !

1
= exp(it(mq — smq + smgl)) 2t (s vg ) + v2)),

ovvero, X5 ~ N(mg — smy + sm{V | 20l 4 vy).

Infine calcoliamo vg) :

oy = Cov(X“) XMy =Ex Vx5V - mPmd
E[E[X 1)X(1) IX H _m(l)m( )
BB | X)) miYmg!
[1Ww+dﬁ> m1))] — mims)

= mg )mg + SE[(X( )) |- Smlmgl) — (l)mg)

Ot 30+ () — sy~ )
= svgl) gl)(mQ —smy + smgl) — mgl)) = svgl)
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Nel passo induttivo, supponiamo X{k) ~ N(m(lk),vgk)) e XQ(k) ~ N(m(zk),vék)). Si procede
esattamente come nel passo base:

. (k1) -y (k1)
QDkaJrl)(t) _ E[etil ] _ E[E[etil | Xg(k)H
) 1
= Elexp(it(m1 + r(X3" —ma)) = 5t701)]
1
= exp(it(my — rma) — §t2v1)E[exp(itrX§’“>)}

1 1
= exp(it(m1 — rmsg) — §t2v1) exp(itrmék) — §t2r2v£k))

(k)

1
= exp(it(m1 —rmg +1rmy ') — 7t2(r2vék) +v1)),

2
(k1) (k1)
Pxgern (t) = B[] = E[E[™ | X177V
1
= Elexp(it(mg + (X" —m1)) = St*0)]

1
= exp(it(mg — smy) — §t2vg)E[exp(itsX1(k+l))]

L 1
= exp(it(mg — smy) — §t2U2) exp(itsmgkﬂ) - §t252v§k+1))

1
= exp(it(mq — smq + smgkﬂ)) - §t2(s2v§k+l) + v9)),
ovvero kaﬂ) ~ N (mq—rmg —H“mgc), r2v£k)+v1) e XQ(kH) ~ N (mg—smy —|—sm§k+1), 82U§k+1)+’l}2).
Inoltre,

oD = Cop(x D x (FHD) = pLx (B x (FED) g (B0 (R4 1)

_ E[E[Xl(kJrl)XékJrl) | X£k+1)]] _ mgk+l)mék+1)

_ E[Xl(kJrl)E[XékJrl) | Xl(k+1)]] B m§k+1)mék+1)

_ ]E[Xl(k+1)(m2 n S<X1(k+1) — )] — mgk+1)mék+1)

= mgkﬂ)mg + SE[(X{]CH))Q] - smlmgkﬂ) - mgkﬂ)mgkﬂ)

_ mgk+l)m2 + S(U§k+1) + (mngrl))Q) o Smlmngrl) - mgk+1)mgk+1)

_ Svgk-i-l) T mgk+1)(m2 —smy + Smgkﬂ) _ mékJrl)) Sv§k+1)

Proposizione 3.3. Per ogni k>0 X% = (X:Ek),Xék)) ¢ un vettore gaussiano.

Dimostrazione. Sia t = (t1,t2) € R2. Calcoliamo la funzione caratteristica del vettore aleatorio
X®),

Oxm(t) = E[6i<t,x(k>>]

_ E[ei(tlek)-s-tzxgk))]

_ E[eitlek)E[eithék) |X§k)]]

— Blexp(it X 4 ity (ma + s(X® — my)) — %t%m)]

— Elexp(i(ts + st2) X )] exp(ita(ms — sm1) — %t%vg)

= exp(i(ty + sta)m{® — %(t1 + st2)?0l") 4 ity (mo — smy) — %t%vg)

= exp(i(tlm(lk) + to(me + smgk) —smq)) — l(t%vgk) + 2t1t25v§k) + t§(52v§k) + v2)))

2
‘ 1 , 1
= exp(i(tym{™ + tom{F) — 5(@5’” +2t1t2088) + 20()) = exp(i(t, m™) — §<tQ(k), ).
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Allora X®) ~ N (m®), Q(F)), -
Applicando una sostituzione, le formule (3.2)) e (3.4)) si possono riscrivere come

mgkﬂ) =(1-=06m+ (5m§k)
my ) = (1= 8§)ma + 6m?,

v§k+1) =(1-6%a+ 52v§k)
vékH) =(1-6*)c+ 52v§k).

Da queste si ricavano induttivamente le formule del teoremal[3.1] per gli errori alla k-esima iterazione:

|m§k+1) —my| = 5|m(1k) | == 5k+1|m§0) —
Y —my| = 8lm® — ma| = - - = 8+ mY — my|
D g = 62pl®) — g = ... = g2+ D0 g
D o) = 2B | = ... = gD RO g
=127 ] = 4 - Mo
Supponiamo di aver estratto i campioni {x(l)a ‘e ’x(n)} usando Dalgoritmo. Per verificare la

convergenza del metodo, si possono considerare la media campionaria m € R? definita da
PO I
m:= — E )
n
k=1

e la matrice delle covarianze empirica @ € R?*2 definita da

n

~ 1 N ~
(Q)ij = ) Z(xl(.k) - mi)(:cgk) — m;).

k=1

Se i campioni sono distribuiti approssimativamente secondo la distribuzione normale N (m, @), le
quantita ||m — ml|2 e H@ — Q|| tendono a zero al crescere di n (per la legge forte dei grandi
numeri).

Le figure e mostrano la relazione tra & e || — ml|2 e [|Q — Q||oe. Il metodo compie 3
iterazioni, partendo dal vettore nullo z(9) = (0, 0), ed estraendo 500 campioni da diverse catene di
Markov. L’algoritmo ¢ stato eseguito 500 volte per campionare le densita target N (m, @), con m e
@ scelti in modo casuale. In particolare, m e stato scelto con coefficienti presi da una distribuzione
N(5,1), e Q = AAT, con A matrice con entrate scelte da una distribuzione normale standar(ﬂ (in
questo modo, A & invertibile quasi certamente e AAT & definita positiva).

Dalle figure si deduce che al crescere di 4, piu precisamente se § > 0.3 per la media, e 6 > 0.6
per la matrice delle covarianze, diventano necessarie piu di 3 iterazioni per ottenere una buona
approssimazione di m e Q.

Tn MATLAB si puo usare il comando normrnd(u, o, [n,m]) che genera una matrice n x m con coefficienti presi
dalla distribuzione A (u, 02).
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Figura 3.1: Relazione tra ¢ e ||m — m/||2 in scala logaritmica
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Figura 3.2: Relazione tra § e ||Q — Q||s in scala logaritmica

Infine, riportiamo dei grafici che mostrano "andamento degli errori ||[m® —m||; e [|Q®) — Q|| al
variare di k. Per approssimare m(*) e Q%) sono state considerate la media campionaria e la matrice
di covarianza empirica di 500 punti estratti con k iterazioni. m e @ sono casuali con coefficienti
scelti dalla distribuzione N'(5,1).

Dal teorema [3.1] si ottiene [[m®) — m|ls = 6*[|m©@ — m]|z e [|Q®) — Q|| = 6°*M, dove M =

max{(1 + E)of” — af, [of” — of + LJp{®” -

= al}. In questo caso, dato che z(®) & sempre il vettore
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nullo, m® = (0,0) e v§0) = véo) =0, quindi M = ||Q||s. L’andamento di ||[m®*) — m||5 si pud
quindi confrontare con il grafico della funzione f(k) = §||m||> (figura , e [|Q™) — Ql|s Puod
essere confrontato con la funzione g(k) = 62*(|Q||o (figura . Le piccole oscillazioni dei punti
sono dovute all’errore generato dall’approssimazione di m*) e Q) con la media e la covarianza
empiriche.

Im®-mi|,

Figura 3.3: Andamento di ||m(k) —m||2 in funzione di k € {1,...,50} confron-
tato con la funzione f(k) = 6*||m/|2.
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Figura 3.4: Andamento di ||Q™) — Q|| in funzione di k € {1,...,50} confron-
tato con la funzione g(k) = 62*(|Q||co-
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3.2 Caso d>2

Sia X ~ N(m,Q) la variabile da campionare, con m € R%, Q = (Q;;) € R?*? definita positiva.
Supponiamo d > 2. Se X(¥) & 1a variabile ottenuta alla fine della k-esima iterazione dell’algoritmo
di Gibbs, si puo dimostrare, come nella sezione precedente, che ha densita gaussiana. Per ogni
i € {1,...,d} indichiamo con @; la sottomatrice di @ di taglia d — 1 ottenuta eliminando 1’i-esima
riga e l’i-esima colonna, e con B; 1’i-esima riga di () senza ’elemento ();;. Consideriamo

1

(Si =
Qii

B;Q; 'BF

0 := maxd;.

Osservazione 3.2. Poiche 0 < §; < 1 per ogni i € {1,...,d}, si ha 0 < § < 1. Infatti, sia
v, = Qi — BiQ; 1BZ-T il complemento di Schur di @; in ). Per ipotesi ) ¢ definita positiva, quindi
dall’osservazione si ottiene v; > 0, ovvero ¢; < 1. Inoltre, essendo @; definita positiva e quindi
anche Q;l, si ha BiQleiT > 0, da cui segue §; > 0.

Ripetiamo le simulazioni fatte nel caso bidimensionale, per verificare se esiste una correlazione tra
la velocita di convergenza del metodo e §. Applichiamo il metodo di Gibbs considerando le densita
condizionali unidimensionali. R

Come nella sezione precedente indichiamo con m la media campionaria e Q la matrice delle cova-
rianze empirica. Le seguenti figure mostrano la relazione tra d e ||m—m||2 e ||Q — Q|| Il metodo
parte dal vettore nullo, ed estrae 500 campioni da diverse catene di Markov. L’algoritmo e stato
eseguito 500 volte per campionare le densita target N (m, @), scegliendo in modo casuale m e Q.
Nelle figure [3.5]e[3.6] si ha d = 3 e I’algoritmo compie 5 iterazioni. Nelle figure [3.7] ¢ [3.8]si ha d = 5
con 10 iterazioni del metodo.

Si puo osservare che in entrambi i casi al crescere di § crescono anche gli errori.
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Figura 3.5: Relazione tra d e ||m — m||2 in scala logaritmica, con d = 3.
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Infine, confrontiamo 'errore di approssimazione della media al variare del numero di iterazioni con
la funzione f(k) = 6*||m(® — m||s, e Verrore di approssimazione della matrice delle covarianze
con la funzione g(k) = 62*||Q® — Q||oo. Come in precedenza, I’algoritmo genera 500 campioni,
partendo da z(9) = 0 € R?, quindi si pud supporre m® =0 e R e Q(®) =0 € R¥*4,

Dalle figure e sembra che l'errore converga a zero piu velocemente di f(k) = §%||m||..
Considerando anche I’errore dovuto all’approssimazione di Q¥ le ﬁgure sembrano
suggerire che l'errore sulle covarianze segua 'andamento di g(k). Lo studio teorico di questo
andamento e lasciato aperto ad indagini future.
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Figura 3.9: Andamento di ||m®) —m||5 in funzione di k € {1,...,50} confron-
tato con la funzione f(k) = 6*||m||2, con d = 3.

[m®-mi|,

Figura 3.10: Andamento di ||m®*) — m||y in funzione di k € {1,
frontato con la funzione f(k) = 6*||m/||2, con d = 3.
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Figura 3.11: Andamento di ||m® — m||y in funzione di k € {1,...,50} con-
frontato con la funzione f(k) = 6*||m/||2, con d = 5.
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Figura 3.12: Andamento di ||[Q®) — Q||s in funzione di k € {1,...,50} con-
frontato con la funzione g(k) = 6%*||Q||s0, con d = 3.
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Figura 3.13: Andamento di ||Q*) — Q|| in funzione di k € {1,...,50} con-
frontato con la funzione g(k) = 6%*||Q||s0, con d = 3.
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Figura 3.14: Andamento di ||[Q®®) — Q||s in funzione di k € {1,...,50} con-
frontato con la funzione g(k) = 6%*||Q||s0, con d = 5.
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