Teorema di Nyquist

Supponiamo che z : ® — R sia una funzione continua, che Z sia la sua trasformata
di Fourier e che |Z(£)| = 0 per || > v/2. Supponiamo di campionare z a frequenza v
ottenendo una successione di valori x,. Allora dai valori campionati si puo ricostruire
esattamente la funzione e la sua trasformata di Fourier. Precisamente:

Dimostrazione:

In questo teorema usiamo la seguente definizione di trasformata di Fourier e di anti-
trasformata:
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Ricordiamo che, essendo x reale, abbiamo
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ovvero esplicitamente:

{ Re(2(§)) = +Re(2(=£))
Im(&(§)) = —Im(&(=E))

Poiche 2 ¢ nulla fuori dall’intervallo [—%, ], possiamo prolungarla per periodicita,
ottenendo una funzione ® di periodo v e coincidente con Z su [-%, 5]:
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Essendo periodica la si puo esprimere come serie di Fourier, che scriviamo in questa forma:s:
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Mostriamo ora che ®,, =z, /v.
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Quindi abbiamo la:
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La parte tra le parentesi graffe si calcola e vale esattamente:
— e Zmis(n=vb/v gin(r(n — vt)

v 2mi(n—uvt)/v  w(n—uvt)

e2mis (n—vt)/v

Si ottiene cosi la formula per z(t). Per la & basta ricordare che
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alias:

Se y ¢ una funzione reale con spettro ¢ non necessariamente nullo fuori [—%, ], posto

n=-4oo
®E) = D §E+nw)
e preso £(§) = ®(§) in [, 5] e 0 fuori, e detta = la funzione corrispondente, i dati

campionati z,, e sono identici. Le frequenze comprese tra [0, £] che corrispondono a
n n )2

frequenze dello spettro originale di y che cadevano fuori dall’intervallo sono dette le loro
"alias”.
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