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can introduction to Galois modula Structure .

The case of tome extensions (I. Del corso)

1 Definizioni di base : G-moduli , basi normali( intere),
reticoli

,
modulo indica

,discriminante
.

Estensioni linearmente
e automaticamente disgiunte

2 % ammette NIB ⇒ LIK è torna

HK torna ⇒ tratta ) = Ok

3 Il teorema di Hilbert-Speiser : Llqtameeabelnama
⇒↳ammette NIB

4 Il caso dei campi p - adeci : 4k Torna + Galois
è

4K ammette
NIB

.

Ref :

H .Johnston : Notes on Galois madreles (personal web page)



C-
gruppo , M gruppo aboliamo -

M si dice G-modulo se c'è un' azione di G- su M parendomi.

Cioè se I q G → EndM ormoniorfismo

Eqniv . , posto ktes-tgzf.gg/ageZ}
G. modulo = 2[E] -modulo

M è un modulo di Galois se G- = Gae (4k ) e

l' azione di G è quella di Galois

Esempi : 4k di Galois G- = Gal#

• L è un K[GJ - modulo

a. 0
,
è che[GI - modulo

. Clck) è 0
,
[G- J - modulo

• Of Z [GJ - modulo

Teorema della base normale

4k Gal(4k) - G ⇒ L è un KEGJ - modulo libero dirtela

[ = KEGJ mi { tecno}
,,

è una K- base al L

↳ BASE NORMALE



Se Lip sono NF a p- andra
'

.
ll è viola] modulo

µ è un % IGJ modulo LIBERO ? base
normale

~

Jae 9 tale che Oilfield , { raffineria
NIB

In generale la risposta è NO

Ù
,
non è necessariamente libero sulla

E se 0
,
è PID ? non basta !

Esempi : ① K =① (e) Itis non ha NIB su 2 .

G-= dvd
,
o } torrent rv = atib

KLEIN =L a latebra la- eb) / A.µ c- E }

1 e 7L [GJ me (Atm) a-1{ la -µ) b- o ⇒ b- o v a-µ

✓

ELGIN =L[G)ah

L

21 a =L no so! in2
.

2 K = Cfs ) HER ["¥ ]
,

O,=I[GJ "II

Luanda CI è libero sudate] ?
Se sì

,
riesco a determinarne un generatore ?



Reticoli
. R dominio noetheriano

, Keanpo deiquozienti RFK

✓ K spazio vettoriale di din fanta

MCV R - modulo si dice R -reticolo ( R - lattice ) di ✓

(si dice libero se lo è come R-modulo . )

se KM = spargeMeV (⇒ M contiene una K- base der )

Esempi :L 1k NF .

O
,
è un reticolo

,
non necessari .am libera

Notazione: K NF Ok , Pc 0h max

Kp , % completamenti rispetto alla val Radica

M 0
,
- modulo ⇒ Mp ÷ M 00,4

✓ K-sp.net ⇒ Vp = V ⑦
¢
Kp

Lemma : M
,
N reticoli inv ⇒ Mp - Np per quasi tutti i P .

Modulo indice a discriminante .

M N Ò - Reticoli di V liberi

Bri ha, - →a. 3 Pan =L p. . - p . )
a v → v

[ M : N] = detta ] ai → pi =
E @ iati

A- = tono }



b Vxv → K f- L .

SCM ) = denti = dèi ( { bcdi.si Tr ( a. g) →Tre, g)

SCN ) = [ M : NJ
'

SCM ) *

Se Ne N non sono liberi → Np Np de DVR
.

d. ( Np) GCMP) [Mp : Np]

§ (M ) = l' unico ideale frazionano di 0 Toledo

GCMJP = SCMP ) ftp.enescmpkop
per quasi tutti , p )

[ M : N ] = l' umico cd from and tua

[ M :NJP = [ Mp : Np ]

La formula * è vera in generale

Teorema: % e. di nuovi o p - eolico

PCO
, ramifica in 9 ⇐ PISCLIK) = {(9)

Tr

Def : L
,
K estensioni finite di F ↳ K chef)

(
µ
"

Le K si dicono linearmente

{v. mi K\ / disgiunti se (⑦
*

KE LE
tre)

e
n turf

« ⑦ g.→ Xy



K >Fca)IF LK= Lcd ) E TÉ

4¥ ' gia,
" la

KE e ⑤ Mite
↳D

Le K sono l
. disgiunti snf ⇒ µ ,

resta invio int

⇒ [ K : F) = [ LK :L ] [ L : FJ = [ 1K : F) [L'F)
Akira) i
/ 4 [kif]

Alfa) ② ( fitta) non sono l . dispari.

\ /
a

Def : L
,
K sono aritmeticamente disgiunti snf

se (1) Sono l
. disgiunti

ca ) (SCLIF) , SCKIF ) ) =L

TEOREMA

F NF o p - aah • ,

L
,
K animi

. drsopsnf LK

⇒ eri 99,1 99
.

+ I
L

k

Dim QQ.EC?.= si
F



Per mostrare l' = basta vedere [% : 0,0
,] - 0¥

Se per assurdo
PC OK f) [9 , :O, ha]

[% : EHI :S ( l'%)
"

Mogoro )
Letta l'

7, _

I.⑦ io,

t.IQ)%
( SCLIF)

,
scelte)) =L posso supporre di

PXSCLIF)

pt [% :O.⑦ E)Italia)
"

{Iato

(⇒ PI { ( lire )

Oss : F
p - adeco ↳ K antnn disgiunti

(a) Uno ha Lip e Klf è non ramificato ( L )

(2) ( [L : FJ , [ K
"""

: FI ) Of



Teorema LK
g

H
p a

F c
.
oh h

. o panatica HXG

L ap K
(a) Le K lin disgiunti suf ni, / N' BP

a H

(2) Che di Galois E {⇒q GEGÈ
F

i

(3) OLIO
,
[G) a

(4) KIF è di Galois H

Ore OÉHJP



Proposizione : LIF NF op - andrei di Galois .

K campo intermedio di Galois 5nF

a genera una NIB delle ⇒ Tranfa) genera base intera di ¥
Dim : C-= Gal (Lte ) K =L

"
HOG Gae CHAE GI

NIB
L % Ve [G ] ×

× HA G
i

G
K=L"

ttxe di se = E aggcna.ge?
1) tre,#

gea
NIB

F- scelti, hoc = » A LEH

ha -- ¥. aghgcai-gfzag.jgcai-sc-Igef.gg"
{ gia , } Of - base = vale

Ag = agig
tth

Ho

⇐si eoeff di ac sono costanti sulle classi lattina

⇐ ⇐
↳
ora:*?!!.in?oII.Yt-EErtIia

=p 4<=4 [ GIH ) triaca )
13



Carovana se LI,
ha NIB ⇒ Tre

,⇐
(9) =D, KK

FCKCL

In particolare Tra#(G)
= Of

H
Dim tre

#
(Ot) coi K=L HE G

scelta a =? ar [ hrcn = Èntrano)

=
Tr ( Farra)) e tra (G)

(
"
K

Ietf
- o
-

Lff Conn PCI ha nannfee . TANE in L

se poi = Q! - -È lei
,
chan -0¥ )=L

Llf è tana se HP c. Of Pha ramifica Tameinl
.

Teorema % di Galois di Cohn op -andrai

4k è tana ⇒ tv (9) =D,
4k

Disse: truffo) è un ideale della

•
mostriamo che PCI Pltr,# (G)⇐ P ha uannfec

Weld in L .

Poi. la
.
. .
.at b. = li -- ¥

Qi

tra = e trai,É ' × aereo
Hotel

P wild ⇒ p le ⇒ tre, a) EO CP ) pltr (G)
LIK



Viceversa Try
,

(9) CP

Trey
,

è sergente .
I p, e al tono tre

,#È ) ¥ O

peo f.=p, ⇒{
per ca.) Haier

Tr
⇒ (f)

⇐ e tre.jp. ) ⇒ c P) ⇒ e⇒ Cp)
Wild .

Corollario

Se 4K ammette una NIB ⇒ µ tane
.

Il teorema di Hilbert -Speiser

Proposizione .

n libero da quadrati a sua Kc@ (In)

Allora klq ha una NIB e traSn) è un gen .
Dim :

•
Basta mostrare che [ è un generatore pane NIB oh ② (E)

" = Pt . . - Pr per induzione sur
②(Sen)

} 1

"=p primo Gp gemma N' B tu@ (Sp) K

| ITL5 )
E. [ 5
,
] 1,5 , - - it

'

,
5 unità ⇒ q

{oh = 15,3? . . JF
'

} a-base III.]



n = pm ( m , p )
et

/
④Bn) . (Sp) e ② (Im) sono antm
\ disgiunti

⑥Kid
, µ" Acsm) ⇒ 5,3in è un guanto di unIp ④
/ In

NIB

[ radice hanno panino del

Teorema di Hilbert -Speiser

Ogni estensione Giana t-ara da ammette una NIB

Dim
.

• % aboliamo TANE ÈÌ kè contenute in una
estensione ciclotimici Tana

di Q

• ② ( gu) è tonno (⇒ h è libero daI

• Tra (5) è un generatore di me NIB di%,

teorema (GRRS 99 ) ④ è l' unico e.ounmen
'

per il quale vale A. S
.

MARTINET 70 C- = Dp p primo per ⇒Hq NIB
Gaeta)

"

MARTINET 71 F- = ① ( B
,
Fu) ↳ = F ( Tm ) NIB

m = 51¥ .
altre ↳= F (Fi) No
z NIB

Gae (Lila) ± 08



Estensioni fame di campi p -andrei

Estensioni non ramificate :

4K finita anou ramificato padre ⇒ 4K ammette NB.

Dim PO
,
=Q [ L : KJ = [ k

,

:b
,
]

4k è di Galois G-Gol (Life) e Gae ( balia) =È

Per il Tdeha base normale ke la
#

[È] è

Claim LI = LIEGI a em

>

È = Kitekat = ! --¥ =%
.

O Ma poi
t'È q=D

Estensioni totalmente ramificate tane

4h di Galois di grado e Totrountaene .⇒↳ ammette NIB

Più precisamente ,
suo ITL E L uniformizzantetch

IT
,
← unefif di K . Allora tt scelta di no, . .,ue.FI!

E- I

4 = [ a.Ti
<

1=0

genera una NIB oh%

Sappiamo che ogni est tot ramificata etano



è del tipo ( = KÌTÉ) pane opportune

eta cp ) Xeit
,

nnef -Thou t

% di Galois ⇐ Ka Ie e Gall è acheo

TETTI, TLEL nette) = I

⇒ LI = % [ Il ] t.tl , - site
"

base intera
.

Per dire che { gca)) gag
è uno NIB

basta dimostri che è una base

<Haifa
,

c'È >
o

= K

[ 9 : e casta? = OK

{ di} → Igea)} applicazione Keenan
è invertibile imita

Gal ( 4¥) = cos title ft .

oicn.ae?iuioiei-- Èui È
un

A- = { nifii } f è invertibile in 0k
data attui detti 5

"} = Tuit ( si-5
' )

← Vendemmia NÉ D



Caso generale

( le finitedi Galois di campi p - andra
'

4K ammette MIB ⇐ Che è tarme .

Dim :(⇒ già disto

=D La villetta =
L ( / Totzame = µ oca)

G
UN

=⑦ ⑤ far oca)

p ( / unranf r il #
*

K
. / unum

VEL

/ L

L

"fu
/

e le
U

• K /
X

fila
K

T ri

e Ha
K


