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Parte I

Teoria






Anelli

In questo capitolo introdurremo le nozioni base per lo studio della teoria
generale degli anelli commutativi con identita. Nel secondo capitolo ci soffer-
meremo sugli anelli dei polinomi che forniscono al contempo una interessante
fonte di esempi e una importante motivazione geometrica per lo studio dell’al-
gebra commutativa, come si capira meglio dallo studio delle varieta algebriche
affini, che affronteremo nel terzo capitolo.

1.1 Anelli e ideali

In questa sezione ricorderemo le definizioni principali e le prime proprieta
degli anelli commutativi con identita e dei loro elementi; introdurremo gli
omomorfismi di anelli e i teoremi di omomorfismo, gli ideali e le operazioni
comunemente definite su essi. E utile tenere presente che molte definizioni e
proprieta degli anelli commutativi sono state introdotte e studiate pensando
agli esempi fondamentali di Z e dell’anello dei polinomi K [x] a coefficienti in
un campo K, dotati delle usuali operazioni di somma e prodotto. Ad esempio,
si pensi alla definizione e le proprieta dei domini a fattorizzazione unica, cf.
Sezione 1.6.

Un anello (A,+,-) € un gruppo abeliano (A, +) dotato di un’operazione
prodotto A x A — A, (a,b) — ab, tale che per ogni a,b,c € A valgono

i) (ab)c = a(bc);
ii) (a4 b)c = ac + be;
iii) a(b+ c) = ab + ac.



12 1 Anelli

Un anello € commutativo se il prodotto ¢ commutativo. Un anello si dice
unitario o con identita se esiste un elemento neutro del prodotto, indicato
con 1 o 14; se tale elemento esiste e facile verificare che esso € unico.

Esempio 1.1. Sia n un intero positivo e K un campo. Gli insiemi Z, Z/(n),
Kz], K[xy,...,z,] e K|z,: n € N], con le operazioni di somma e prodotto
usuali, sono anelli commutativi con identita. L’insieme M, (K) delle matri-
ci quadrate di ordine n a coefficienti in K € un anello con identita, non
commutativo se n > 1, il gruppo nZ ¢ un anello commutativo senza identita.

Osserviamo che si puo avere 1 = 0, ma in questo caso A = 0, poiché, per ogni
a€A,sihaa=1-a=0-a=0.

Nel seguito considereremo sempre anelli commutativi con identita, diversi da
0, a meno che non venga specificato il contrario.

Un sottoinsieme B C A si dice sottoanello di A se B e un sottogruppo del
gruppo additivo di 4, & chiuso rispetto al prodotto di A e 15 = 14. E immedia-
to verificare che l'intersezione di una qualsiasi famiglia {B;};c; di sottoanelli
di A e un sottoanello.

Alcuni elementi speciali di un anello A

a € A si dice invertibile se esiste b € A tale che ab = 1.
Denotiamo 'insieme degli elementi invertibili di A con A*.

- a € A si dice divisore di zero o zero divisore se esiste un elemento
be A, b+# 0, tale che ab = 0.

Denotiamo 'insieme dei divisori di zero di A con D(A).

a € A si dice nilpotente se esiste n € N, tale che a” = 0.

Denotiamo l'insieme degli elementi nilpotenti di A con N (A).

a € A si dice idempotente se a® = a.

Osserviamo che, dalle definizioni, si ha subito che N (A) C D(A).

Un anello per cui ogni elemento non nullo & invertibile, i.e. A* = A\ {0}, si
dice campo.

Se D(A) = {0} allora 'anello A si dice dominio di integrita o piu semplice-
mente dominio.
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L’insieme N (A) si chiama il nilradicale di A. Un anello tale che N'(A) = (0)
si dice ridotto.
Un anello A si dice booleano se tutti i suoi elementi sono idempotenti.

Esempio 1.2. Consideriamo A = Z/(12), allora A* = {m € A: gcd(m,12) =
1}, D(A) ={m € A: ged(m,12) # 1}, N(A) = {0,6} e gli idempotenti sono
{0,1,4,9}. Notiamo che N(A) C D(A), D(A)NA* =0 e A= A*UD(A).

Ricordiamo infine che, se A # 0, vale sempre che D(A) N A* = ().
T. 1. Sia A un anello finito; allora A = A* LU D(A).

Dimostrazione T. 1 Proviamo che se a € D(A) allora a € A*. Consideria-
mo la mappa di moltiplicazione per a, m, : A — A data da m,(b) = ab. La
mappa m, € iniettiva, dal momento che se m,(b) = m,(c) allora a(b—c¢) =0
e quindi b — ¢ = 0 dato che a ¢ D(A). Dal momento che A ¢ finito, m, ¢
anche surgettiva e quindi esiste a’ € A tale che 1 = m,(a’) = ad’, cioe a € A*.

In particolare, un dominio finito ¢ un campo.
Un sottoinsieme non vuoto I C A € un ideale di A se

i) (I,+) € un sottogruppo di A, ossia 0 € [ ese a,b € [ alloraa—0b € [;
ii) per ogni a € A e per ognii € I, ai € I.

Un ideale si dice proprio se € un sottoinsieme proprio di A.
Segue dalla definizione che un ideale & proprio se e solo se 1 &€ I, cioe se e
solo se A*N I =10.

Siano A un anello e S C A un sottoinsieme non vuoto; allora I'insieme

n
{Z%’Sii a; € A, s; € S}
i=1

costituito da tutte le combinazioni lineari finite di elementi di S a coefficienti
in A & un ideale, che denotiamo con (S) e chiamiamo 'ideale generato da
S; e il piu piccolo ideale di A che contiene S. Gli elementi di S si chiamano
generatori di (S). Se esistono un numero finito di elementi sy,...,s, che
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generano un ideale I, allora I si dice finitamente generato. Se in particolare
S = {s} allora l'ideale ({s}), che denotiamo semplicemente con (s), si dice
principale.

Un anello A si dice ad ideali principali, abbreviato PIR, se ogni suo ideale
e principale. Quando A € un dominio, diremo che A € un dominio ad ideali
principali, abbreviato PID.

Ogni anello contiene sempre gli ideali (0) e (1) = A, ma non solo, come
mostra il seguente risultato, che discende dal Lemma di Zorn.

Sia (X, <) un poset, ovvero un insieme non vuoto e parzialmente ordinato
con una relazione d’ordine riflessiva, transitiva, antisimmetrica <. Una catena
di 2 e un sottoinsieme totalmente ordinato di .

Lemma di Zorn

Sia (X, <) un poset tale che ogni catena e superiormente limitata in X;
allora esistono elementi di 2’ massimali rispetto a <.

T. 2.Sia A # 0 un anello.

1. A possiede almeno un ideale m massimale rispetto all’inclusione.
2. Dato I ideale proprio di A, esiste un ideale massimale m O I.

3. Ogni elemento non invertibile di A e contenuto in un ideale massimale.

Dimostrazione T. 2 1. Usiamo il Lemma di Zorn. Consideriamo l’'insieme
degli ideali propri di A

Y ={IC A: [ideale di A}

ordinato tramite C. Allora, X # () dato che (0) € X. Consideriamo una
catena C = {[; C L, C ...I, C...: h € H} di elementi di X e proviamo

che I = |J I & un maggiorante per C. L’insieme I & un ideale di A: infatti
heH
se a,b € I, esistono ¢, tali che a € I; e b € I;; dato che C ¢ totalmente

ordinato, senza perdita di generalita sia I; C ;. Allora, a,b € I; e dunque
a+b e I; C I. Analogamente, se c € A e a € I allora a € I; per qualche
J e quindi ca € I; C I. Inoltre, I C A dato che 1 € I; per ogni ¢. Possiamo
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allora concludere che ogni catena ammette un maggiorante in )’ e quindi, per
il Lemma di Zorn, esistono elementi massimali in 2/, ossia ideali massimali in
A.

2. Possiamo ripetere la dimostrazione del punto precedente considerando
I'insieme Xy ={J C A: J ideale di A, I C J}.

3. Se a € A non ¢ un elemento invertibile, allora (a) # (1) € un ideale proprio,
per cui basta applicare il punto precedente.

Operazioni fra ideali

- Intersezione. Data una famiglia qualunque {I;},epy di ideali di A,
I'intersezione (), I, € un ideale di A.

- Somma. Data una famiglia qualunque {I;},epy di ideali di A, I'ideale
generato dall’insieme | ;. I, si chiama ideale somma degli ideali Ij,. Esso
viene denotato con ,_ I.

In particolare, se I,.J C A sono ideali di A, si ha

I+J={i+j:iel,jeJ}.

- Prodotto. Data una famiglia finita I, ..., [; di ideali di A, l'ideale
generato da tutti i prodotti ¢; - - - 4, con i; € I;, si chiama ideale prodotto
di I1, ..., 1. Esso viene denotato con Hle I;.

In particolare, si possono considerare le potenze I", n € N.
- Quoziente e annullatore. Dati I e J ideali di A, si definisce quoziente
di I per J l'insieme [: J = {a € A: aJ C I}.

In particolare, se I = 0 allora il quoziente 0 : J si chiama I’annullatore
di J e si indica anche con Anny J o semplicemente Ann J.

- Radicale di un ideale. Sia I un ideale di A. Definiamo il radicale di
I, indicato con v/I, come l'insieme {a € A: a™ € I per qualche n € N}.

Osserviamo che I D I2 D I3 D ... D I" D .... Inoltre & possibile che
I = I?, per esempio (2) = (4) in Z/(6).

T. 3. Siano I, J ideali di un anello A; allora il quoziente I : J e il radicale
V/T sono ideali.
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Dimostrazione T. 3 Siano a,b € [ : J; allora per ogni j € J si ha
aj,bj € I e, dato che I & un ideale, si ha (a +b)j = aj + bj € I, ossia
a+bel:J. Analogamente, se aj € I per ogni j € J allora, per ogni ¢ € A,
si ha che c¢(aj) € [ e quindi ca € I : J. Infine 0 € [ : J.

E ovvio che \/Z = A, quindi supponiamo I C A in modo che a" € I
implichi n > 0. E chiaro che 0 € V1. Se a € \/7, allora esiste n € N tale
che a” € I e quindi per ogni ¢ € A si ha (ca)” € I ossia ca € /1. Siano

ora a,b € V/I; allora esistono n,m € N tali che ", " € I. Consideriamo

(a + b)n+m—1 _ Z;rg%—l (n+21f1)akbn+m—1—k — pm k_O (n+rkr:zf1)akbn—1—k +

a Yot (et gkengnim=1-k - Ogserviamo che sia il primo che il secondo
addendo appartengono ad I, da cui (a +b)"*™ ! € I, ossia a + b € V1.

In particolare I'insieme degli elementi nilpotenti di un anello, N'(A) = 1/(0)
¢ un ideale. Osserviamo che invece D(A) in generale non ¢ un ideale. Per
esempio, se consideriamo 2,3 € Z/(6), si ha 2,3 € D(Z/(6)) ma2+3 =5 €
(Z/(6))".

Segue immediatamente dalle definizioni che, se I, J sono ideali di un anello
A, allora I.J C I N J. In generale questa inclusione e propria ma

[+J=1)=1J=1INnJ

Infatti, in questo caso, dal momento che esistono ¢+ € I e 57 € J tali che
i+7 =1, per ogni elementoa € INJ valea=1-a = (i+j)a =ia+ja € 1J.

Se gli ideali I e J sono tali che I+.J = (1) diremo che I e J sono comassimali
0 coprima.

T. 4. Siano [y,..., 1, ideali di A tali che I; + I; = (1) per ogni i # j; allora
ﬂ ] _Hz 1I

Dimostrazione T. j Per induzione sul numero degli ideali n. Abbiamo
gia verificato il caso n = 2. Supponiamo dunque che [ = ﬂ;:ll I = H?:_ll I;.
Dato che I,, + I; = (1) per ogni j < n, esistono elementi a; € I,, e b; € I; tali
che a; + b; = 1. Quindi 1 = Hn 1(a3 +bj))=a+b---b,_; €I, + 1. Allora,
M L=11" 0L L =IL,=Inl, =N,
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Valgono anche le seguenti relazioni:

T. 5. Siano I, J, H ideali di un anello A; allora
I.(I+J)H=1IH+ JH;

2.(I+)(InNnJ)C1J,
3.IN(J+H)DUINJ)+(INH);

4. [Legge modulare] se I O J oppure [ O H, allora

IN(J+H)=UNnJ)+({INH).

Dimostrazione T. 5 Ricordiamo che la somma di due ideali [ 4 J e per
definizione il piu piccolo ideale che contiene I e J.

1. E ovvio che (I+J)H C IH+JH; dato che TH C (I+J)H e JH C (I+J)H
si ha anche ITH + JH C (I + J)H.

2. Dalsegueche (I+J)INJ)=IINJ)+JUINJ)CIJ+1J=1J.

3. Dal momento che JJH C J+ H sihache INJINH CIN(J+ H)e
quindi (/NJ)+(INH)CIN(J+ H).

4. Per il punto precedente basta dimostrare che se I O J allora IN(J+ H) C
J+ (INH): possiamo scrivere i € IN(J+H) comei = j+h,coni €[, jeJ
e h € H. Avremo allorache h=1—j € INH,edunque: =j+h e J+INH.

Osservazione 1.3. Un’altra relazione utile e
I+JHC(I+J)Nn({I+H).

L’uguaglianza non vale in generale: basta prendere A = Z, [ = (2°) e J =
H = (2). In alternativa si consideri A = K[z, y], con K campo, I = (z + y),
J = (x) e H = (y); questo fornisce un controesempio anche per 'uguaglianza
in T.5.3, infatti

IN(J+H)=IN(z,y)=Te(INJ)+(INH) = (2*+ay)+ (zy +y*) # 1.

E possibile trovare un controesempio all’'uguaglianza nel punto 3 con A = Z7?
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Proprieta del radicale
T. 6. Siano A un anello e I, J, H ideali di A:

1l.se I C J, allora VI C \/j;

2.1CVI e VVI=VT:
3NVIT=vINJ=VINVJ;

4.4/T" = /T per ogni intero positivo n;
5.1 = (1) se esolose I =(1);

6. VTT7 = VT4 V7

TNVI+JH=VI+JNVI+H.

Dimostrazione T. 6 1,2 e 4 seguono immediatamente dalla definizione.
3. Proviamo che VIJ CVINJ C VINVJ C VIJ. Dato che IJ C I1nNJ,
la prima inclusione segue dal punto 1 e la seconda e di verifica immediata.
Infine, dato a € /I N+/J, avremo che, per qualche m,n, ™ € I e a" € J,
e dunque a™*" = a™a™ € I.J, e abbiamo concluso.
5.1=1"€ Iseesolosel e VI.
6. Certamente I + J C v/ T+ +/J el inclusione “C” segue da 1.

Per Daltra inclusione, se a € /v/I 4 +/J, allora esistono i € VI e j € /J
tali che a’ = i + j, per qualche t. Se inoltre n,m € N sono tali che i" € I e
g™ e J, allora

n—1 n+m—1
I (”“ZL— 1) b mino1ok Z (n+m )ikjn+m—l—k

k=0

sta in [ 4+ J; dunque a € I + J.
7. L’inclusione “C” segueda I + JH C (I +J)N (I + H) e da 3.

Per l'altra inclusione, sia a € VI + J NI+ H; allora a" = i; +j e
a™ = 19 + h per qualche n,m € N, i1,29 € I, 7 € J e h € H. Dunque
a”+m:2122—|—11h—|—22]—|—]h cel+JHeacI+ JH.
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Ideali speciali /1
Siano A un anello e I C A un ideale proprio; allora I si dice

- massimale, se non esiste un ideale proprio di A che contiene [
strettamente;

- primo, se vale ab€ I = a € I oppure b € I;

- radicale, se I =T,

- primario, se vale abe [ = a € I oppure b € VI;

- irriducibile, se vale [ =11 NIy = I = I; oppure [ = Is.

Denotiamo 'insieme degli ideali primi e degli ideali massimali di un anello A
con Spec A e Max A rispettivamente.

Il seguente risultato sara piu volte utile nel seguito.
T. 7. Sia I un ideale proprio di A:

1.se I & primario, allora v/ & primo;
2.se VI =m ¢ massimale, allora I & primario.

Dimostrazione T. 7 1. Sia ab € \/I; allora esiste m € N tale che (ab)™ €
I. Dal momento che I e primario si ha allora che o a™ € I oppure esiste
n € N tale che b € I, ossia a € VI oppure b € /1.

2. Proviamo che, se ab € [ e b ¢ m, allora a € I. Dato che m ¢ un ideale
massimale, (b) +m = (1), quindi esistono ¢ € A e m € m tali che 1 = cb+m.
Sia ora n > 1 un intero tale che m" € I; allora avremo anche che 1 = 1" =
(cb+m)™ € (b) + I. Moltiplicando per a, otteniamo che a € (ab) + I C I,
come volevamo.

Dato un anello A introduciamo il concetto di dimensione per misurarne la
“erandezza’.
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Dimensione di Krull
Sia A un anello. Chiamiamo dimensione di Krull di A la quantita

sup{k: esiste pg C p1 S ... C pg, con p; € Spec A},

che denotiamo con dim A.

Dalla definizione discende immediatamente che se A e un campo allora
dimA = 0 e se A ¢ un PID ma non un campo allora dim A = 1, cf. E.56.
Inoltre, se A = K|x1,...,x,], usando la catena (0) € (z1) € (x1,29)... C
(x1,...,x,), deduciamo subito che dim A > n, mentre & pit complesso di-
mostrare che dim A = n, ma non tratteremo qui lo studio della teoria della

dimensione. Diciamo che un ideale I in un anello A e zero dimensionale se
dim A/I = 0.

1.2 Omomorfismi e quozienti

Dato un anello A, un qualsiasi ideale I di A € un sottogruppo normale di A e
si puo dunque considerare il gruppo quoziente A/I. Dato un elemento a € A,
denotiamo con @ la classe di resto di a modulo I, i.e. a + I; si ha dunque
che @ = b se e solo se a —b € I. Dotiamo A/I di una struttura di anello
ponendo @+b=a-+b e ab=ab. L’ancllo A/I si chiama I’anello quoziente
di A modulo 1.

T. 8. La moltiplicazione in A/I sopra descritta ¢ ben definita.

Dimostrazione T. 8 Bisogna provare che se @ =¢, b =d in A/I allora
ab = cd, ovvero che se a — ¢, b —d € I, allora ab — c¢d € I. L’elemento
ab—cd =ab—ad —cd+ ad = a(b— d) + d(a — ¢) sta in I, poiché entrambi i
suoi addendi sono elementi di I.

Siano A e B anelli. Un’applicazione f : A — B ¢ un omomorfismo di anelli
se vale che, per ogni a,b € A,

i) fa+b) = fla) + F(B);
i) f(ab) = f(a) F(D);
i) f(14) = 15
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Osservazione 1.4. f = 0 non e un omomorfismo di anelli, a meno che B = 0.

Dato un omomorfismo di anelli f, ricordiamo che il nucleo di f e definito
come Ker f = {a € A: f(a) = 0} = f71((0)), l"immagine di f ¢ l'insieme
Imf={be B: b= f(a) per qualche a € A} = f(A).

Dalla definizione di omomorfismo di anelli segue immediatamente che

1. Ker f € un ideale di A;
2. Im f e un sottoanello di B.

Pit in generale, e utile tenere a mente che, dato f : A — B un omomorfismo
di anelli e I, J ideali di A e B rispettivamente,

1. f74(J) ¢ un ideale di A;
2. se f e surgettivo, f(I) ¢ un ideale di B,

ct. Sezione 1.4.

Un omomorfismo bigettivo di anelli ¢ detto isomorfismo di anelli. Se esiste
un isomorfismo f : A — B, allora A e B si dicono isomorfi e si scrive
A ~ B. Osserviamo che la composizione di omomorfismi ¢ un omomorfismo
e che l'inverso di un isomorfismo e un isomorfismo, quindi ~ definisce una
relazione di equivalenza fra anelli.

Sia f: A — B un omomorfismo di anelli e sia I C A un ideale di A. Se
I C Ker f allora f induce un unico omomorfismo f: A/I — B tale che il
seguente diagramma commuti

A % B
.'-.ﬁ

AT
dove la mappa 7: A — A/I & 'omomorfismo definito da a — @, ovvero la
proiezione canonica di A su A/I; essa e chiaramente surgettiva.
E chiaro che, affinché il diagramma commuti, f deve essere definita come
f(@) = f(a); questa & una buona definizione. Infatti, se @ = b allora a — b €
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I C Ker f; quindi 0 = f(a —b) = f(a) — f(b), da cui segue che f@ = f(b).
Inoltre, che f sia un omomorfismo segue immediatamente dal fatto che f lo
e.

Teoremi di omomorfismo di anelli.
T. 9. Siano A e B anelli.

I Un omomorfismo f: A — B induce un isomorfismo
A/ Ker(f) ~Im f.

IT Siano I, J C A ideali e sia I C J; allora J/I ¢ un ideale di A/ e
(A/D)/(J/T) = A[J.

III Sia I C A un ideale e sia B C A un sottoanello; allora
a)B+I1={b+i:be B,i €I} CA e un sottoanello;
b) I & un ideale di B + I ;
c) I N B ¢ un ideale di B.

Infine,
B+1/I~B/(BNI).

Dimostrazione T. 9 1. Per dimostrare il primo teorema, in virtu della
precedente discussione, basta dapprima restringere il codominio di f a Im f,
rendendola surgettiva; la funzione indotta f: A/Ker f — Im f risultera
essere un omomorfismo iniettivo e surgettivo per costruzione.

IT. Consideriamo elementi j1,50 € J/I ={j : j € J} ea € A/I; avremo
allora che j1 + jo = j1 + J2, conji + jo € J e che @j; = ajj, con aj; € J.
Quindi J/I ¢ un ideale di A/I ed ha pertanto senso considerare l’anello
quoziente.

Consideriamo ora la mappa 7: A/l — A/J, ove @ — a. Essa ¢ ben definita:

se @ = b alloraa—b e I C J, epertanto @ = b. Chiaramente, 7 & un
omomorfismo surgettivo e J/I C Ker . Sia allora @ € Kerm, cioe 0 = 7(a) =
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@; questo vuol dire che a € J e dunque J/I = Kerm. La tesi ora segue dal
primo teorema di omomorfismo.

ITI. a), b), ¢) sono semplici verifiche, necessarie affinché I'ultimo isomorfismo

abbia senso. Consideriamo la mappa f: B — B+ 1 — B+ 1 /1, definita
come composizione della mappa di inclusione di B in B+ I e la proiezione sul
quoziente. In quanto tale, € un omomorfismo, che risulta essere surgettivo:
ogni elemento b+ ¢ ¢ immagine di b € B. Inoltre, se b € B ¢ tale che b = 0,
avremo che b € I, e dunque b € BN I. Il nucleo di f ¢ BN, da cui segue la
tesi per il primo teorema di omomorfismo.

T. 10. Vi ¢ una corrispondenza biunivoca fra gli ideali di A che contengo-
no I e gli ideali di A/I; inoltre, in questa corrispondenza, gli ideali primi
corrispondono ad ideali primi e gli ideali massimali ad ideali massimali.

Dimostrazione T. 10 Sia J un ideale di A che contiene I; dato che la
proiezione ¢ surgettiva, 7(J) & un ideale di A/I. Viceversa, dato un ideale
H in A/I, la sua controimmagine ¢ un ideale di A; esso contiene I poiché
m(I) =0 C H. Che la corrispondenza sia 1 : 1 sugli ideali massimali discende
subito dalla definizione di ideale massimale. La controimmagine di un ideale
primo e sempre un ideale primo, cf. T.17.7. Per il viceversa, supponiamo che
p sia un ideale primo di A che contiene I, e sia ab € 7(p). Allora esiste ¢ € p
tale che ¢ = ab, da cui segue che ¢ —ab € I C p, quindi ab € p, e la tesi segue
dalla primalita di p.

Come conseguenza dei teoremi di omomorfismo otteniamo le seguenti carat-
terizzazioni delle proprieta degli ideali in termini dell’anello quoziente.

Ideali speciali /II
T. 11. Sia I un ideale di un anello A; allora
1. I & proprio se e solo se A/I # 0;
2. I € massimale se e solo se A/I ¢ un campo;

3.1 & primo se e solo se A/I & un dominio;

4. I e radicale se e solo se A/I & un anello ridotto;
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5. I ¢ primario se e solo se N(A/I)=D(A/I);
6. I massimale = [ primo;
7. I primo = [ radicale;

8. I primo = [ primario.

Dimeostrazione T. 11 1. L’anello quoziente A/I & non banale se e solo se
1+#0 in A/I seesolosel ¢ I, cioe esattamente quando I & proprio.

2. A/I & un campo se e solo se gli unici suoi ideali sono 0 e 1. Per la corri-
spondenza biunivoca tra gli ideali di A/I e gli ideali di A che contengono I,
cio vuol dire che gli unici ideali che contengono I sono A e I stesso, i.e. I &
massimale.

3. A/I & un dominio se e solo se, per ogni coppia di elementi @,b # 0 di A/I,
il prodotto ab # 0. Quindi A/I ¢ un dominio se e solo se, per ogni coppia di
elementi a,b € A\ I si ha che ab & I, ovvero quando [ & un ideale primo di

A.

4. A/I & un anello ridotto se e solo se N'(A/I) = 0, i.e. se vale che @* =0
implica @ = 0. Quindi A/I & ridotto se e solo se vale che a* € I implica a € I,
cioe se e solo se v/I C I, ovvero se e solo se I ¢ radicale.
5. Sia D(A/I) C N(A/I) e dimostriamo che I & un ideale primario di A.
Dobbiamo mostrare che se a,b € sono tali che a ¢ I e ab € I allora b" € [
per qualche intero n. Infatti, in A/I, 0 # @ e @b = 0 implicano b € D(A/I) C
N(A/I), cioe b = b" = 0 per qualche n e b € v/I.

Il viceversa si ottiene invertendo le implicazioni.
6. Se A/I & un campo allora A/l ¢ un dominio.

7. Se A/I & un dominio allora N'(A/I) C D(A/I) = 0; in questo caso allora
A/I ¢ ridotto e la conclusione segue dal punto 4.

8. Dato che N(A/I) = D(A/I) =0, la tesi segue applicando il punto 5.

Gli ideali primi soddisfano le seguenti importanti proprieta rispetto all’inter-
sezione e all’'unione di ideali; ricordiamo che quest’ultima in generale non e
un ideale!
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T. 12. 1. [Lemma di scansamento] Siano pi,...,p, ideali primi e sia [
un ideale tale che I C U;‘L:1 p;; allora esiste jy tale che I C pj,.

2. Siano I,...,1I, ideali e sia p un ideale primo tale che ﬂ?zl I; C p;
allora esiste jp tale che I;, C p. Inoltre, se ﬂ?zl I; = p allora esiste jo
tale che I;, = p.

Dimostrazione T. 12 1. Proviamo, per induzione su n, che se I € p; per
ogni 1 < j < nallora I € U}_,p;, ovvero dimostriamo che se I “scansa” tutti
i primi allora I “scansa” anche la loro unione. Certamente 1’affermazione e
vera se n = 1.

Se n > 1 e I’affermazione e vera per n— 1, allora, considerando tutti i possibili
sottoinsiemi di {pi,...,p,} costituiti da n — 1 elementi, otteniamo che per

n
ogni ¢ esiste un elemento a; € I tale che a; ¢ |J p;. Se per almeno uno
=1, j#i
di questi elementi si ha a; € p; allora I € U’_;p;. In caso contrario, si ha

n n

che a; € p; per ogni i e quindi elemento b = > [] a;j € I mab & p,
i=1j=1, j#i

per ogni ¢ perché tutti i suoi addendi tranne uno sono in p;, da cui segue che

I' & Uj_p;.
2. Dimostriamo per assurdo e supponiamo che p 2 I; per ogni 7. In questo
caso allora per ogni i esiste almeno un elemento a; € I; \ p, quindi si ha
[lieiai € Nj1 ;e [lioya € p, dal momento che p & un ideale primo.
Quindi p 2 ﬂ?zl I;.

Infine se ();_; I; = p allora esiste jo tale che p = (\;_; I; C [;, C p, da cui
p = Ijo .

Come corollario, otteniamo il seguente risultato.

T. 13. Ogni ideale primo ¢ irriducibile.

Dimostrazione T. 13 Siano I C A un ideale primo e I = J N K una
decomposizione di I; allora I = J oppure I = K per T.12.2, ovvero la
decomposizione e banale, cioe la tesi.
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1.3 Il nilradicale e il radicale di Jacobson. Anelli locali

Abbiamo osservato che dalle definizioni discende che 1/(0) = N(A). Per co-
struzione, I'anello A/N(A) e ridotto: se @* = 0, vuol dire che a* & nilpotente,
quindi a lo &, e dunque @ = 0. Vale inoltre la seguente proposizione.

T. 14. [Caratterizzazione del radicale di un ideale]

1.
N(A) = ﬂ p.

pESpec A

2.Sia I C A un ideale; allora

Vi- (e

pESpec A
poI

Dimostrazione T. 1/ 1. Verifichiamo dapprima che un elemento nilpo-
tente a appartiene ad ogni ideale primo di A: se a” = 0 per qualche n € N,
avremo che a” € p per ogni primo p, da cui discende che a € p per ogni p.
Il viceversa e un’altra applicazione del Lemma di Zorn. Dimostriamo che se
a & N(A), allora esiste un primo p tale che a € p. A tal scopo, consideriamo
la famiglia X = {J C A: a" ¢ J per ogni n € N}, ordinata tramite “C”.
Essa non e vuota poiché (0) € X', dato che per ipotesi a non e nilpotente. E
facile verificare che 1'unione degli ideali in una catena di X' ¢ un elemento di
2. Vogliamo mostrare che un elemento massimale I di Y, che esiste per il
lemma di Zorn, e un ideale primo; dato che non contiene a e l'ideale primo
cercato. Supponiamo allora che esistano elementi x,y ¢ [ tali che xy € I;
allora l'ideale I : x contiene propriamente I e dunque, per la massimalita di
I, non e un elemento di X; ne segue che esiste un intero n tale che a” € I : z.
Pertanto I C (I,x) C I :a" ¢ X, ed esiste un intero m tale che a™ € I : a",
cosicché a"* € I, che ¢ la contraddizione cercata.

2. Basta considerare I'anello A/I. Il suo nilradicale corrisponde in A proprio
a VI, e si decompone come intersezione dei primi di A/I per il punto pre-
cedente. A questo punto la conclusione segue dalla corrispondenza 1:1 tra i
primi di A/ e i primi di A che contengono I, cf. T.10.
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Quanto visto sopra caratterizza il nilradicale di un anello A come intersezione
di tutti gli ideali primi di A.

1 radicale di Jacobson di un anello A, denotato con J(A), ¢ invece I'ideale
definito come intersezione di tutti gli ideali massimali di A. Dalla definizione
segue dunque subito che

N(A) C T(A).

Gli elementi del radicale di Jacobson di un anello sono caratterizzati dalla
seguente fondamentale proprieta.

T. 15. [Caratterizzazione del radicale di Jacobson] Sia A un anello,
a€ J(A) seesolose 1—abe A* perogni be A.

Dimostrazione T. 15 Siaa € A, a ¢ J(A); allora esiste un ideale massi-
male m tale che a € m e (a,m) = (1). Quindi esiste b € A, tale che I’elemento
1 — ab € m non e invertibile.

Viceversa, sia a € J(A) e supponiamo che esista b € A per cui 1 — ab non sia
invertibile. Allora 1 — ab € m, per qualche ideale massimale m, con ab € m.
Da cio segue che 1 € m, che e assurdo.

Un anello si dice locale se ha un unico ideale massimale m. Il campo K =

A/m si chiama il campo residuo di A; in questo caso si usano le notazioni
(A, m) oppure (A, m, K). Un anello con un numero finito di ideali massimali
si dice semilocale.
Ci sono numerosi esempi di anelli locali: i campi, ’anello delle serie formali
in una variabile, Z/(p"), con p € Z primo. La proprieta che li definisce, i.e.
avere un solo ideale massimale, sebbene non contribuisca a capire come sono
fatti tutti gli altri ideali primi dell’anello, li rende piu semplici da studiare.

T. 16. [Caratterizzazione degli anelli locali]

1. Se esiste un ideale m C A tale che A\ m C A* allora A ¢ locale con ideale
massimale m.

2.Se m C A e un ideale massimale tale che per ogni a € m si ha 1 +a € A*
allora A e locale, con ideale massimale m.
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Dimeostrazione T. 16 1. Per ogniideale proprio I C A sihache I C A\ A*
e quindi I C m che allora e 'unico ideale massimale di A.

2. Se proviamo che ogni elemento a € m e invertibile, la tesi segue dal punto
precedente. Se a ¢ m, dal momento che m ¢ massimale si ha (a,m) = (1),
ossia esistono b € A, m € m tali che ba + m = 1 e quindi ba = 1 — m, che &
invertibile per ipotesi; da cio segue che a € A*.

1.4 Ideali estesi e contratti

Abbiamo gia visto la corrispondenza fra gli ideali di un anello A e di un suo
quoziente rispetto ad un ideale I considerando I’'omomorfismo di proiezione
m: A — A/I. Pit in generale se A e B sono due anelli e f: A — B un
omomorfismo vogliamo studiare la corrispondenza fra gli ideali di A e quelli
di B determinata dall’omomorfismo f.
Se I C A ¢ un ideale, in generale 'immagine f(/) non ¢ un ideale di B;
definiamo ideale esteso rispetto a f di I I'ideale generato dall’immagine f([7)
e lo denotiamo con 7.

Invece, se J C B allora f~1(J) ={a € A: f(a) € J} & sempre un ideale di
A che contiene Ker f. Chiamiamo questo ideale ideale contratto di J rispetto
a f e lo denotiamo con J°.

Le operazioni di estensione e contrazione di un ideale soddisfano le seguenti
relazioni.

Ideali estesi e contratti
T. 17.Siano I, 1,1, C Ae J,Ji,Jo C B ideali.

1.Lh &, = If CIS;

2251 CJy = JiCJs;

3.1 C I°“, ma il contenimento puo essere stretto;
4. J° C J, ma il contenimento puo essere stretto;
5. 1°¢ = I¢;

6. J = JC
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7. J primo = J° primo;
8. J primario = J¢ primario;
9. J radicale = J° radicale.
10. In generale 7, 8 e 9 non valgono per gli ideali estesi.

Dimostrazione T. 17 1 punti 1 e 2 seguono immediatamente dalle defini-
zioni.
3. Se a € I, allora f(a) € f(I) C I° e quindi a € I®. Se si considera
I'immersione Z — Q, I = (n), n # 0,1, allora [*“ =7Z D I.
4. Si ha J = (f(J°)) e, dato che f(J¢) C J per definizione, abbiamo che
(f(J°)) C J. Pertanto J C J. Se si considera 'immersione K — K|x]|, e
J = (x) allora J° = (0) C J.
5. Peripunti 3 e 1, I C I° implica I¢ C [°~.

Per laltra inclusione, si ha che I°“ = f~1(I¢) e quindi f(I°°) = f(f~1(I¢)) C
1¢, da cui [°¢ C I°.
6. Per i punti 4 e 2, J C J implica J° C J°.

Per I'altra inclusione, si ha che f(J¢) C J; quindi J¢ C J¢.
7. Se ab € J¢ allora f(a)f(b) = f(ab) € J; dato che J ¢ primo, f(a) € J
oppure f(b) € J e quindi a € J¢ oppure b € J°.
8. Se ab € J¢ allora f(a)f(b) = f(ab) € J; dato che J ¢ primario, f(a) € J
oppure f(b") = f(b)" € J e quindi a € J° oppure b" € J.
9. Se a € VJ¢ allora f(a)" = f(a™) € J per qualche n; quindi f(a) € VJ = J
e a € J¢ cio mostra che J¢ ¢ radicale.
10. L’immersione Z — Q e un ideale primo non nullo (p) di Z forniscono

un controesempio alle affermazioni 7 e 8. Per la 9 si consideri I'immersione
7. — Z[i] con (2)¢ = (1 +1)2.

Nel caso di omomorfismi surgettivi, come ad esempio la proiezione 7 : A —»
A/I, questa corrispondenza soddisfa la seguente proprieta.

T. 18.Siano A e B anelli e sia f : A — B un omomorfismo surgettivo. Se
Ker f C 1 C AeJ C B sono ideali vale:

1. 'immagine f(I) & un ideale di B e quindi 1¢ = f([).
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2.1 =1%e J = J Quindi le operazioni di estensione e contrazione stabi-
liscono corrispondenze biunivoche, una l'inversa dell’altra, fra gli ideali di
A che contengono Ker f e gli ideali di B.
3. Rispetto a tale corrispondenza, i massimali corrispondono ai massimali, i
primi ai primi, i primari ai primari e i radicali ai radicali.
Dimostrazione T. 18 1. Ovviamente f(I) C [°. Sia dunque b € I°
(f(1)). Allora b = »_;b;f(i;) con b; € B e i; € I. Dal momento che
e surgettiva per ogni b; esiste a; € A tale che b; = f(a;) e quindi b
> bif (i) =2, flag) f(iy) = 32, flajiy) = f(3_; aji;) € f(I)
Alternativamente si puo dimostrare direttamente che f(I) & un ideale di
B.

2. Abbiamo che I = f~1(I¢), ma essendo f surgettiva si ha che I¢ = f(I) e
quindi se a € I allora f(a) = f(b), per qualche b € I, dacuia—b € Ker f C [
e allora a € I. Sempre dalla surgettivita di f segue che J* = f(J¢) =
fUHI) =J.

3. Tutte le affermazioni seguono dal fatto che se f e surgettiva e I C A
contiene Ker f allora A/ T~ B/ 7e, mentre se J ¢ un ideale di B allora A/ =

B,

I~ |l

1.5 Teorema cinese del resto e applicazioni

Siano Aq,..., A, anelli. E possibile definire sul prodotto cartesiano A =
n

A = A x Ay x -+ x A, una struttura di anello ponendo a + b =
i=1

(@ + b1,...,a, +b,) e ab = (aqby, ..., a,by,), per ogni a = (ay,...,a,),b =
(b1,...,b,) € A, ovvero definendo somma e prodotto componente per com-
ponente usando la somma e il prodotto definiti sui singoli A;. Ovviamente
avremo che 04 = (04,,...,04,) € 14 = (14,,...,14,). Chiamiamo tale anello
la somma diretta di Ay, ..., A,.

Tale anello non puo mai essere un dominio se n > 1; inoltre esistono in A
elementi idempotenti non banali.
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T. 19. Un anello A & isomorfo ad una somma diretta A; x --- X A,, se e
solo se esistono n elementi idempotenti eq, ..., e, € A ortogonali, i.e. tali che
e;e;j =0 se i # 7, e tali che ) . e; = 14.

Dimostrazione T. 19 Sia f: A — [] A; un isomorfismo di anelli; gli
i=1
elementi e; = f71(0,...,0,14,,0,...,0) sono idempotenti ortogonali tali che

Ziei = 1.

Viceversa, consideriamo gli anelli commutativi A; = ¢;A, la cui identita e
n

e;, € definiamo f: A — [[ A;, ponendo f(a) = (e1a,...,e,a). Si verifica che
i=1

f e un omomorfismo di anelli. Proviamo che ¢ un isomorfismo. E iniettivo,

infatti se f(a) = f(b) allora per ogni i si ha e;a = e;b da cui segue che

a=a-1=a),e =) .ea=>,eb=>b> e = b E anche surgettivo:

sia (e1aq,...,epa,) € [] A;. L'elemento a = eja; + ... + eya, € A & tale che
i=1

f(a) = (e1aq,...,epay) .

Un caso in cui un anello si spezza come somma diretta di anelli ¢ quando
esistono in A ideali comassimali, come illustrato dai seguenti risultati.

Teorema cinese del resto
T. 20. Siano [y, ..., I, C Aideali tali che [; +I; = (1) se ¢ # j; allora per
ogni ai,...,a, € A esiste a € A tale che a = a; mod I; per ogni 7.

Dimostrazione T. 20 Per ipotesi, per ogni ¢ # j esistono elementi %(j ) e I;
tali che 7-(‘7) + %(_z) = 1. Definiamo, per ogni 7, L; = H#i fyy), allora L; =0

2

mod [; se j # i, e L; = [[;,;(1 - 7.@) = 1 mod I;. Avremo allora che

1
'elemento a = ) . a;L; € A soddisfa le condizioni richieste.

T. 21.Siano Iy,..., I, C Aidealidi Aesia f: A — H A/I; omomorfismo
definito da f(a) = (a1,...,ay,), ove a; = a mod I;. Valgono i seguenti fatti:

1. f e surgettivo se e solo se I; + I; = (1) per ogni i # j;
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2. f ¢ iniettivo se e solo se () I; = 0.
i=1

Dimostrazione T. 21 1. Se gliideali in questione sono a due a due comas-
simali, da T.20 segue che f & surgettivo. Viceversa, se f e surgettivo, per ogni
i possiamo scegliere elementi a; € A tali che f(a;) = (0,...,0,1,0,...,0), ove
1’1 e in posizione i-esima; in questo modo, avremo chea; =1 mod [; e a; =0
mod [; per ogni j # ¢. Allora, per ogni j # i, 1 = (1 —a;)+a; € I; +1;, come
volevamo.

2. Il nucleo di f & chiaramente dato da () I;.
i=1

In conclusione, se in A esistono ideali I;, conz =1, ..., n, che sono a due a due

comassimali e tali che [] I; = 0, per T.4 e T.21 avremo che f: A — [[ A/I;
i=1 i=1
e un isomorfismo.

I due fatti seguenti sono rilevanti applicazioni del teorema cinese del resto.

T. 22. [Interpolazione di Lagrange] Siano ay,...,a, € K campo qualsiasi,
tali che o; # aj se i # j e fy,..., B, € K; allora esiste un polinomio f(z) €
K|[x] di grado n tale che f(a;) = f; per ogni i. Tale f e dato da

fzﬂznx—_%)

_ j=1,..,n T &])
J#
Dimostrazione T. 22 Chiamiamo I; = (x — «;) per ogni i = 1,...,n.

Costruire un polinomio f(z) tale che f(«;) = §; per ogni i, equivale a cercare
un elemento f(x) € K|x| tale che f(z) = 8; mod I; per ogni i. Nell’anello
euclideo K[x] gli ideali I; e I; sono massimali e dunque comassimali se i # j.

E facile verificare che con c(]) := —L_ si ottiene c( )(:1: ;) +c( )(:13 aj) =1
Quindi se definiamo L; = H]#Z ((j a)) siha Li =0 mod I;sej#ielL; =1

mod I;. Allora il polinomio cercato e dato da

;= Z@L —Zﬁz 11 x‘—‘zﬂ)

i=1 Jj=L1...n
J#i
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T. 23. [Berlekamp| Siano A = Z/(p)[z|, f € A un polinomio monico libero
da quadrati. Siano inoltre B = A/(f) e ¢, : B — B l'endomorfismo di
Frobenius dato da ¢,(g) = g*. Allora

1. Ker(p, —idp) ~ (Z/(p))" dove n & il numero di fattori irriducibili di f;

2. per ogni g € Ker(p, —idp) si ha f(z) = [],ez/(,) gcd(f(2), 9(z) — a), dove
g(x) € A & un qualsiasi rappresentante di g.

Dimostrazione T. 23 Sia f(z) = [[ fi(x) con f.(x) € Z/(p)[] irriducibili
=1

e distinti. Ricordiamo che B = A/(f) ¢ uno spazio vettoriale di dimensione

finita su Z/(p) e che ¢, € un endomorfismo. Per T.21, esiste un isomorfismo
n

F:B— [ A/(f:), dove gli A/(f;) sono campi finiti che contengono Z/(p)
per ogni z'.l_l

1. Sia g € Ker(p, — idp) e scriviamo F(g) = (gy,...,0,), dove g; = @
mod (f;) per ogni ¢; allora si ha g% =g, in A/(f;). Le uniche radici di y? —y
in A/(f;) sono gli elementi di Z/(p), dunque g € Ker(yp, —idp) se e solo se
J; € Z/(p) per ogni i, i.e. se e solo se F(g) € (Z/(p))". Dato che F' & un
isomorfismo si ha Ker(p, —idp) ~ (Z/(p))".

2. Sia ancora g € Ker(yp,—idp) e sia g un suo rappresentante in A. Sia F'(g) =
(a1,...,a,) € (Z/(p))". Allora per ogni a € Z/(p) si ha che f; | (g — a) se e
solo se la i-esima coordinata di F'(g —a) = F(g)— F(a) = (a1 —a,...,a,—a)
e nulla, cioe se e solo se a; = a. Quindi

ged(fg—a)= ][ 1

e la formula finale segue immediatamente.

1.6 Fattorizzazione in domini commutativi: PID e UFD.

In questa sezione analizziamo il problema della divisione e della fattorizzazio-
ne in un dominio A, dove vale la legge di cancellazione, cf. E.2. Ricordiamo
che un dominio e PID se tutti i suoi ideali sono principali.
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Dati a,b € A, diciamo che a divide b, e scriviamo a|b, se esiste ¢ € A
tale che b = ca; in questo caso diciamo che a ¢ un divisore di b e che b ¢ un
multiplo di a. In questo modo i divisori di 1 sono proprio gli elementi di A*.
Osserviamo che se a ¢ un divisore di b e b e un divisore di ¢, allora a ¢ un
divisore di c¢. Due elementi a,b € A sono associati se esiste u € A* tale che
b = wa. Si verifica facilmente che essere associati definisce una relazione di
equivalenza R su A.

Da qui alla fine di questa sezione assumeremo che A sia un dominio. Os-
serviamo allora che se b = ac, ¢ ¢ univocamente determinato da a e b; se
a,c ¢ A* diciamo che a (e ¢) & un divisore proprio di b. Inoltre a e b sono
associati esattamente quando a|b e b|a. Diciamo che un elemento a ¢ A*
e primo se per ogni b,c € A si ha che al|bc se e solo se a|b oppure ac.
Un elemento a ¢ A* si dice wrriducibile se a = bc = b € A* oppure ¢ € A*;
equivalentemente se ogni divisore di a € associato ad a, o ancora se a non ha
divisori propri.

Questi concetti possono essere facilmente espressi in termini di proprieta degli
ideali principali generati dagli elementi di A, come mostrato in quanto segue.

Siano a,b € A; allora

1. a & un’unita se e solo se (a) = (1);

2. a e b sono associati se e solo se (a) = (b);

3. a divide b se e solo se (b) C (a);

4. a ¢ un divisore proprio di b se e solo se (b) € (a) € (1);
5. a ¢ primo se e solo se (a) ¢ un ideale primo.

Infatti, per ogni a € A, (a) C (1); 'elemento a & invertibile se e solo se
esiste b invertibile in A tale che ab = 1, che mostra che (1) C (a). Inoltre
a e b sono associati se e solo se esiste ¢ € A* tale che ac = be a = bc™ !, e
questo e equivalente a (b) C (a) e (a) C (b). L’elemento a ¢ un divisore di b
se e solo se esiste ¢ € A tale che ac = b, da cui discende che (b) C (a). Se
poi a € un divisore proprio di b # 0, non puo essere che (a) = (b). Infatti in
tal caso avremmo che b = ac = bdc per qualche ¢, d € A. Allora, visto che A
¢ un dominio, b(1 — dc) = 0 implicherebbe che ¢ ¢ invertibile, che & contro
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I'ipotesi. Visto che anche (a) non & invertibile, avremo (b) € (a) € (1). Sia
infine a € A*. La condizione (a | be se e solo se a|b oppure a | c), per quanto
visto al punto 3 & equivalente a ((bc) C (a) se e solo se (b) C (a) oppure
(¢) C (a)), che a sua volta & equivalente alla condizione (bc € (a) se e solo se
b € (a) oppure ¢ € (a)), che vuol dire appunto che (a) & primo.

T. 24. In un dominio A,

l.se a € A\ {0} ¢ primo, allora a ¢ irriducibile;
2.se A e PID e a € A e irriducibile, allora a & primo.

Dimostrazione T. 2/ 1. Supponiamo che a non sia irriducibile; allora
esistono b,c ¢ A* tali che a = be. Ora, né b né ¢ sono elementi di (a):
consideriamo ad esempio il caso b = aby, per qualche b; € A. Allora a = bc =
abic, da cui segue che c e invertibile, che non e possibile. Abbiamo pertanto
trovato b, ¢ € (a) tali che be € (a), che ¢ contro l'ipotesi.

2. Supponiamo che (a) non sia primo. Esistono dunque b,c € A\ (a) tali
che bc € (a). Allora (a) € (a,b) = (d), per qualche d, visto che A ¢ PID.

Avremo allora che a = day, con a; ¢ A*, altrimenti b € (d) = (a). Se
mostriamo che d ¢ A* abbiamo concluso, perché da cio discende che a ha
una fattorizzazione propria da, che e assurdo. Se fosse d € A*, cioe (1) =
(d) = (a,b), esisterebbero «, f € A tali che 1 = aa + b, da cui seguirebbe

che c=c-1€ (a)+ (be) C (a), che non & possibile.

Esempio 1.5. Gli ideali primi non nulli, che sono anche massimali, dell’a-
nello Z, che & PID, sono tutti e soli gli ideali (p), con p # 0 numero primo.
Nell’anello Z|[x] I’elemento x ¢ irriducibile e primo ma I'ideale () non & mas-
simale pur essendo primo. Nell’anello Z[v/—5], che non & UFD, ’elemento 2
¢ irriducibile, ma non primo.

T. 25.Sia A un PID. Allora ogni catena Iy C I; C ... ascendente di ideali
di A e stazionaria, i.e. esiste ng tale che I,, = I,,, per ogni n > ny.

Dimostrazione T. 25 . Data una qualsiasi catena ascendente di ideali ;
in un anello A, I'unione I degli ideali della catena € un ideale, come si verifica
facilmente. Inoltre, dato che A e PID, tutti gli ideali sono principali, e dunque
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anche I ¢ principale. Sia dunque I = (a); allora esiste ng tale che I,,, C I =
(a) C I, e I, = I,,, per ogni n > ny.

Diremo che un dominio A & a fattorizzazione unica , abbreviato UFD, se
soddisfa le seguenti proprieta:

(UFD1) esistenza di una fattorizzazione in irriducibili: per ogni elemento
ac A\ {A"U{0}} esistono by,...,b; € A irriducibili tali che a = by - - - by;
(UFD2) wnicita della fattorizzazione: se a = by---by = ¢1---¢p, sono due
fattorizzazioni di a in elementi irriducibili, allora & = h e, a meno dell’ordine,
ogni elemento b; ¢ associato a c;, per ogni .

T. 26. Sia A un dominio per cui vale (UFD1); allora in A vale (UFD2) se e
solo se vale
(UFD3): ogni elemento irriducibile é primo.

Dimostrazione T. 26 Mostriamo che se A ¢ fattoriale allora vale (UFD3).
Supponiamo che a sia un elemento irriducibile e b,c¢ € A tali che a|bc;
vogliamo mostrare che a divide b oppure c. Se b oppure ¢ sono 0 abbia-
mo finito. Possiamo anche supporre che né b né c¢ siano invertibili, dun-
que che b,c € A\ {A* U {0}}. Esiste allora un d € A non nullo tale che
da = bc. Discende da (UFD1) che esistono elementi irriducibili b;, ¢; tali che
b=1;bi,c=1I,¢j, e per I'unicita della fattorizzazione (UFD2) esiste allora
e = b;, oppure un e = ¢, tale che a ed e sono associati, visto che a per ipotesi
¢ irriducibile. Avremo allora che a|b nel primo caso oppure a|c nel secondo,
come volevamo.

Supponiamo ora che valga (UFD3) e dimostriamo (UFD2): supponiamo che
a € A\ {A*U{0}}, e a = [[;L, ai = [[j_; b; siano fattorizzazioni in ele-
menti irriducibili. Senza perdita di generalita possiamo assumere che m < n.
Osserviamo ora che H?:1 bj € (a1) che & primo per ipotesi. Pertanto esiste
g1 € {1,...,n} tale che b;, € (a;). Riordinando gli indici, possiamo assumere
che 71 = 1; quindi by = ayc¢q, e visto che by e irriducibile e a; € A*, risulta
che ¢; € A* e dunque che a; e by sono associati. Dopo aver semplificato per
ay otteniamo che ¢ HZ’;Z a; = H?:Q b;, con ¢; € A*. Ragionando allo stesso
modo possiamo dedurre che by = ascy, con o € A*; dopo m passi avremo
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N . <o n L m . *
che a; e associato con b; per ogni ¢t = 1,...,m e Hj:mJr1 b =[], € A%
Abbiamo dimostrato allora che, a meno dell’ordine e di elementi invertibili,
le due fattorizzazioni di a coincidono.

T. 27.Se A ¢ PID allora A e UFD. Esistono perdo UFD che non sono PID.

Dimostrazione T. 27 Sappiamo da T.24.2, che in un PID ogni elemento
irriducibile e anche primo. Dunque, grazie a T.26, basta mostrare che ogni
elemento non nullo e non invertibile di A si esprime come prodotto di un
numero finito di elementi irriducibili. Se per assurdo esistesse un elemento
ap € A\ {A* U{0}} che non possiede tale fattorizzazione, esso non sarebbe
irriducibile e genererebbe un ideale proprio. Pertanto esistono elementi non
invertibili a1, b; € A che non sono associati e tali che a = a1b;. Se entrambi a;
e by fossero esprimibili come prodotto finito di elementi irriducibili, anche a
avrebbe una tale fattorizzazione. Possiamo dunque supporre che a; non 1’ab-
bia, e dunque che non sia irriducibile. Procedendo in questo modo possiamo
costruire una catena di ideali (ag) € (a1) € ... di A che non ¢ stazionaria, e
cio contraddice T.25.

Un esempio di anello a fattorizzazione unica che non e PID e un anello di
polinomi A a coefficienti in un anello UFD, con almeno due indeterminate x; e
xo. Esso ¢ UFD per il Lemma di Gauss, e non ¢ PID: I'ideale (z1, 29) C A non
puo essere generato da un solo elemento d, in quanto per la fattorizzazione
unica questo dovrebbe avere almeno x1xy come fattore, e quindi essere di
grado almeno 2. Poiché A ¢ un dominio I'uguaglianza (z1, x2) = (d) € dunque
esclusa per motivi di grado.

Sia A un UFD. Dati due elementi a,b € A non nulli, un elemento d € A tale
che

i) d|a e d|b (divisore comune);

ii) per ogni ¢ € A tale che c|a e c¢|b si ha che c|d (massimo);

si chiama massimo comun divisore di a e b, e si denota con ged(a, b).

Segue immediatamente dalla definizione che se d € massimo comune divisore

di a,b allora anche ed, con e € A* lo e. Tenendo a mente questo fatto,
con un lieve abuso di nomenclatura, chiamiamo un elemento d che soddisfa
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le condizioni i) e ii) della definizione precedente il massimo comun divisore
di a e b, intendendo che esso € unico a meno di associati. Analogamente
si introduce la definizione di minimo comune multiplo. Sia R la relazione
di equivalenza data dall’essere elementi associati. Se denotiamo con Irr(A) =
{p # 0: p primo } /R l'insieme degli elementi primi - o, per quanto dimostrato
in T.24 e T.26, irriducibili - modulo la relazione di equivalenza R, per ogni

a

coppia di elementi a,b € A\ {A* U {0}} possiamo scrivere a = Hpehr( 4) P,

eb= HpGIrr(A) pbp7

ged(a, b) = H pritante} o lem(a, b) = H pretap by},
pelrr(A) pelrr(A)

con ay e b, quasi tutti nulli. Risultera allora che

Un dominio d’integrita A si dice dominio euclideo se esiste un’applicazione
d: A\ {0} — N, detta grado tale che

i) per ogni a,b € A\ {0}, 6(a) < d(ab);

ii) per ognia € Aeb e A\ {0}, esistono ¢,r € A taliche a =qgb+7r e r=0
oppure (r) < 6(b).

Tali elementi g ed r si dicono rispettivamente quoziente e resto della divisione
di a per b.

T. 28. Un dominio euclideo ¢ un PID e quindi ¢ un UFD.

Dimostrazione T. 28 Sia I un ideale di A. Se I = (0) abbiamo finito.
Altrimenti sia I # 0, e sia ¢ la funzione grado che rende A euclideo. Allora
d(I\ {0}) € un sottoinsieme non vuoto di N>y, e dunque ha un minimo. Sia
a € I\ {0} un elemento per cui §(a) sia minimo e mostriamo che I = (a),
provando che A ¢ PID e dunque anche UFD, per T.27. Sia b € I; per ipotesi
esistono ¢, € A tali che b = ga + r con r = 0 oppure §(r) < §(a). Dato che
r =b— qa € I, questo secondo caso non si puo presentare per la minimalita
di 6(a), dunque r = 0, come volevamo.

Esempio 1.6. Gli anelli Z, K[z], con K campo, e Z[i] sono anelli euclidei e
quindi anche PID e UFD.
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T. 29. Siano A un UFD e a € A un elemento non invertibile e diverso da
zero; se a ¢ irriducibile, allora ideale (a) ¢ irriducibile.

Dimostrazione T. 29 Supponiamo che I’elemento a sia irriducibile, e siano
I,J C Aideali tali che (a) =INJ. Allora (a) C I e (a) C J. Supponiamo
per assurdo che (a) # I e (a) # J. Allora esistono b € I\ (a) e, c € J\ (a);
dal momento che bc € I N J = (a), si ha che a )b e a)fe, con albc, il che &
impossibile se a e irriducibile, e quindi primo per T.26.

Osserviamo che, se A non e UFD, I'affermazione precedente non vale, cf. E.60.
Inoltre, anche se A ¢ PID non vale necessariamente che gli ideali irriducibili
siano generati da elementi irriducibili. Basta considerare 'ideale (9) C Z.
L’ideale (9) e irriducibile, dato che se (9) = (a) N (b) = (Icm(a, b)) allora
a =9 oppure b = 9, ma 9 non e un elemento irriducibile. In particolare, un
ideale irriducibile non e necessariamente primo. Vale pero il viceversa, come
gia dimostrato.
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L’anello K[x1,...,x,)

In questo capitolo studieremo le proprieta di un anello dei polinomi A =
K|z, ...,x,] in n indeterminate a coefficienti in un campo K. Useremo la
notazione compatta X = xq,...,x,, per cui ad esempio potremo scrivere
A = K[X]. Denotiamo inoltre con Mon(A) I'insieme di tutti i monomi di A.

2.1 Ideali monomiali ed E-sottoinsiemi

Dato a = (ay,...,a,) € N, ricordiamo che un monomio di A & un elemento
della forma z{*--- 2% € A che denotiamo con X? e il cui esponente ¢ a. In
questo modo risulta definita una corrispondenza 1-1 tra l'insieme Mon(A)
dei monomi di A e gli elementi di N”; in questa bigezione il monomio 1
corrisponde all’esponente 0 € N”. Osserviamo che, se a,b € N, dire che X*?
divide XP ¢ equivalente a dire che b —a € N™.

Un elemento f € A & un polinomio, che scriviamo come f = ) caX?, con
a€eN" e cy, € K per un numero finito di a € N”. Chiamiamo termine di f
ogni addendo non nullo ¢, X?.

Gli ideali di A sono, per definizione, generati da polinomi ovvero da elementi
che sono somme e prodotti di monomi. Volendone studiare le proprieta e
conveniente cominciare con una classe importante di ideali di A.

Un ideale I C A & monomziale se ha un sistema di generatori composto da
monomi.
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Il seguente fatto fornisce un criterio per decidere se f € A appartiene ad I e
caratterizza gli ideali monomiali.

T. 30.Sia I un ideale monomiale e sia f = ) caX? con a € N" e
ca € K*, un polinomio di A; allora

fel < X®el perognia.

Dimostrazione T. 30 Chiaramente, se X? € [ per ogni a, allora f € I,
dato che I e un ideale. Viceversa, supponiamo che f € I . Allora f si scrive
in termini dei generatori di I, che indichiamo qui sotto con X®, come somma

finita
F=2 m0XP =3 (Y enaX X" =) JepaX"HR
b

b a b,a
con pp(X) € A, cpa € K per ogni a,b € N”. Per il principio di identita dei
polinomi, i termini devono coincidere e dunque ogni termine di f appartiene
a I, poiché XP*+2 c I per ogni a € N".

In particolare, dati un sottoinsieme E C N" e un ideale monomiale I =
(X2 : a € E), un monomio XP € I se e soltanto se esiste a € E tale che
b—aeN"

L’insieme degli esponenti F/, e quindi un insieme di generatori di I, a priori
non e necessariamente finito, ma vedremo nel seguito che esiste sempre un
sottoinsieme finito B/ C E tale che I = (X2 : a€ E) = (X" : be £').
Grazie alla bigezione tra monomi ed esponenti, studiare un ideale mono-
miale diventa equivalente a studiare particolari sottoinsiemi di N"; per que-
sto introduciamo le seguenti definizioni, che corrispondono a quelle di ideale
monomiale e di insieme di generatori, rispettivamente.

Un sottoinsieme F # () di N si dice un £-sottoinsieme se
acel — a+bekFl perogni beN"

Un sottoinsieme F' # () di un £-sottoinsieme F si dice una frontiera di E
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se per ogni a € F esistono b € F' e ¢ € N” tali che a =b +c.

Il seguente teorema garantisce che ogni £-sottoinsieme ammette una frontiera
finita.

T. 31. [Lemma di Dickson] Ogni £-sottoinsieme ammette una frontiera
finita, quindi ogni ideale monomiale di A e finitamente generato.

Dimostrazione T. 31 Dimostriamo la tesi per induzione su n. Se n = 1,
E CcNe F ={min E} ¢ una frontiera finita di E.

Supponiamo ora l’enunciato vero per n e dimostriamolo per n + 1. Conside-
riamo la proiezione 7: N*™1 — N" definita da 7 (aq,...,a,) = (ai,...,a,).
Chiaramente, w(F) # 0; dato che per ogni a € F e b € N" si ha
a+(0,b) € E, avremo che 7w(a) + b = m(a+(0,b)) € w(FE). Dunque 7(FE) &
un &-sottoinsieme di N” e quindi, per ipotesi induttiva e per la surgettivita
di 7, esiste Fy = {ay,....,a;} C N tale che m(Fp) sia una frontiera finita
di 7(E).

Per completare la costruzione di una frontiera di £ poniamo a = maxi{a(()i)},
dove a; = (a(()i), . ,ag)), e per ogni 0 < a < @ consideriamo i sottoinsiemi
non vuoti K, = F N ({a} x N") costituiti da tutte le (n + 1)-uple in £ con
prima coordinata uguale ad a. Allora 7(F,) C N" & un E-sottoinsieme di
N" e quindi, per l'ipotesi induttiva, per ogni tale a esiste un insieme finito

F, = {a(la), . ,a](;z)} C FE, tale che 7(F,) sia una frontiera finita di 7(E,).
Proviamo ora che F' = Fy U Jyc,eq Fu © una frontiera di E. Sia a =
(ag,....,an+1) € E, dobbiamo dimostrare che esiste b € F tale che a—b €

N"*+1. A tal scopo basta osservare che, per costruzione, se ag > @ allora esiste
a; € Iy tale che a—a; € N*™!; altrimenti a € E,, ed esiste un b € Fy, tale
che a—b € Nt

E chiaro che, data una frontiera F' di un £-sottoinsieme, se ne puo estrarre
una frontiera minimale, eliminando gli elementi b di F' che a loro volta si
possono scrivere come a+c¢, con a € F' e c € N".
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T. 32. Ogni £-sottoinsieme ha un’unica frontiera finita minimale. Pertan-
to, ogni ideale monomiale / ha un unico insieme minimale di generatori
monomiali.

Dimostrazione T. 32 Siano F' = {ay,...,a,} e F' = {by,...,b;} due
frontiere minimali di un &-sottoinsieme E. Allora vale E = |J;_;(a; +N") =
U§:1(bj +N"). Dato che a; € E, per ogni ¢ possiamo trovare b; € F' tale
che a; € b; +N". Definiamo allora n : {1,...,s} — {1,...,t} tramite n(i) =
min{j : a; € b; +N"}. Questa applicazione e surgettiva perché se non lo
fosse si potrebbe scrivere

S

S t
E = J(@+N") | J(byy +N") ¢ | J(b; +N") = E,
i=1 j=1

1=1

che ¢ assurdo. Dunque s > t: ribaltando i ruoli di F' e F’ si ottiene una mappa
surgettiva v : {1,...,t} — {1,...,s} che dimostra t > s e quindi s = t. Di
conseguenza 1 e v sono permutazioni e si ha a; € b, ;) +N" C a, ;) +N": la
minimalita di /" allora implica a; = a, ;) e quindi a; = b,; per ogni i.

La frontiera (finita) minimale di un £-sottoinsieme E viene chiamata l’escalier
di .

Riassumendo, dato un qualsiasi ideale monomiale I = (X? : X* € M) e un
suo insieme di generatori monomiali M, ad esso corrisponde I’€-sottoinsieme
E ={a+b : X* € M,b € N"}. Per definizione di &-sottoinsieme, ogni
frontiera di £ corrisponde ad un insieme di generatori di /. In questo modo,
il lemma di Dickson, che garantisce 'esistenza di una frontiera finita £’ di
E, prova che esiste un insieme di generatori finito per ogni ideale monomiale.
Inoltre se F' = {ay,...,a;} ¢ la frontiera minimale di F, allora 'insieme
M = {X? ... X%} C M dei corrispondenti monomi ¢ un insieme minimale
di generatori di . Esso e l'insieme dei monomi di / minimali rispetto alla
divisibilita. Lo denotiamo con G(I).

Per gli ideali monomiali, € molto semplice calcolare i generatori degli ideali
ottenuti dopo aver eseguito le operazioni usuali. Per quanto riguarda la som-
ma di due ideali monomiali I e J con insiemi minimali di generatori G(I) e
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G(J), possiamo considerare I'insieme di generatori G(I) U G(J) e ridurlo a

G(I+.J).

Operazioni e ideali monomiali
T. 33.Siano I = (my,...,ms) e J = (nq,...,n;) ideali monomiali di A,
con m;,n; € Mon(A),coni=1,...,s,j=1,... ¢t

1. Decomposizione. Siano m,n € A monomi relativamente primi; allora
(I,mn) = (I,m)N(I,n).
2. Intersezione. L’ideale I N J ¢ un ideale monomiale generato dagli

elementi lem(m;,n;), i =1,...,s, j=1,...,t.
3. Quoziente. Sia m un monomio di A, allora l'ideale I : m e un ideale
monomiale, generato dai monomi m;/ged(m;, m), i =1,...,s.

4. Radicale. Dato un monomio m sia \/m = H xp, la sua parte libera da
zp|m

quadrati; allora VI = (\ /1, ..., /M)

Osserviamo che, da T. 33.3, insieme con E.18.5, discende che, per un

qualsiasi ideale J = (nq,...,n;), avremo
i i m m
(17:m =[] e e

Dimostrazione T. 33 Osserviamo innanzitutto che, se I e J sono mo-
nomiali, allora I N J & monomiale: infatti se f € I N J, tutti i suoi monomi
devono stare sia in I che in J, quindi per T.30 anche I N J ¢ monomiale.

1. E chiaro che (I, m)N(I,n) 2 (I, mn). Vediamo I’altro contenimento. Innan-
zitutto osserviamo che se f = > caX® € (I,m)N(I,n), allora dato che (1, m)
e (I,n) sono ancora ideali monomiali, ogni termine ¢, X?® € (I,m) N (I,n),
quindi e sufficiente considerare il caso in cui f sia un monomio u. Possia-
mo supporre anche che u ¢ I, altrimenti avremmo finito; avremo allora che
u = am = bn e, dato che m e n sono relativamente primi, m|b e quindi
u = cmn per qualche ¢ € Mon(A).

2. Indichiamo con d;; = lem(m;, nj). E chiaro che lideale generato dai d;; ¢
contenuto in 1 N J.
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Sia ora f € INJ che ¢ monomiale, allora ogni monomio di f ¢ del tipo X®n;
per qualche j e, per T.30, deve essere divisibile per un qualche m;. Dunque
m;|X?®n; e quindi d;;| X?n; e f e (dij:i=1,...,s, j=1,...,1t).

3. Siad; = ged(m;, m) perognii = 1,. .., s; allora possiamo scrivere m; = a;d;
e m = bid; con ged(a;,b;) = 1, per opportuni a;, b;, per ogni i. Dato che
I-m={fe€A: fmel}, avremo a;m = a;b;d; = bym; € I, da cui discende
che (ay,...,as) C I :m.

Per l'inclusione opposta, se f = Y. cin;, con ¢; € K e n; € Mon(A), ¢ la
scrittura di f come somma di termini e fm = Y. ¢;n;m € I, si ha che per ogni
i esistono monomi my, € I e e; € Mon(A) tali che n;m = e;my,, = e;ag,dy,. Si
ha che n;m = n;by,dy,, dunque e;ay,di, = n;by,dy,, che implica ay, |n;, e quindi
fe (al,...,as).

4. L’inclusione VI D (M1, ...,4/ms) € ovvia. Per il viceversa, sia f =
Y oaCaX? € VT e sia k € N tale che f* € I. Allora ogni monomio di f*
appartiene ad [ e, in particolare, per ogni a tale che ¢, # 0 esiste 7 tale che

m;| X*2. Ne segue che /m; | X2 e quindi f € (\/my, ..., /M)

Ideali monomiali speciali
T. 34. Sia [ un ideale monomiale di A con G(I) = {mq,...,ms}.

1. Test di primalita. [ ¢ primo se e solo se per ogni i € {1,...,s}
esiste j; € {1,...,n} tale che m; = xj,, ovvero se e solo se I € generato
da un insieme di variabili.

2. Test radicale. I e radicale se e solo se m; e libero da quadrati, per
ogniie€ {1,...,s}.

3. Test di irriducibilita. [ e irriducibile se e solo se, per ogni i €
{1,...,s}, esistono j; € {1,...,n} e b; > 0 tali che m; = CL‘?, OVVero
se e solo se I e generato da potenze pure delle variabili.

4. Test di primarieta. [ ¢ primario se e solo se m; = a7* - - z% € G(I)
implica che per ogni a; # 0 esiste m;, = m? € G(I) per qualche b; > 0,
ovvero se e solo se G(I) contiene una potenza pura di ogni variabile
che compare in almeno uno dei monomi my, ..., my.

Come corollario dell’ultimo fatto otteniamo che se I ¢ un ideale monomiale
irriducibile allora e primario, cf. T.154.
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Dimostrazione T. 34 1. Sia I = (x;,...,x;,), allora K|zy,...,2,]/] ¢
un dominio quindi / & primo. Viceversa, per ogni i € {1,...,s} esiste j; €
{1,...,n} tale che z;,|m;, ossia m; = x;n;: dato che G(I) € minimale n; ¢ I,

quindi, visto che /I ¢ primo, x; € I e cio implica m; = x; ancora per la
minimalita.

2. Perognii =1,...,s sihachem, ¢libero da quadrati se e solo se m; = \/m;
se e solo se I = /1, cf. T.33.4.

3. Sia [ irriducibile. Se esiste m; = nm con gcd(n,m) = 1, allora I C (I,n),
IC(I,m)e (I,n)N(I,m) =1, per T.33.1, contro le ipotesi.

Viceversa, supponendo di aver riordinato le variabili, se necessario, in modo
tale che G(I) sia {z{", ..., 27"} per un certo k < n, denotiamo X = z1,...,z}
eY =xri1,...,%p.

Siano J, L ideali di A = Klzy,...,x,] = K[X,Y], non necessariamen-
te monomiali, tali che I = J N L; proveremo che esiste p(Y) € K[Y] tale
p(Y)x xzk_l € I, da cui troviamo l'assurdo, dato che I = (27, ..., 2}*).
Siano ora f € J\ [ eg € L\ I, allora fg € I e possiamo supporre che
nessun monomio di f o di g sia in [. Consideriamo f e scriviamolo come
polinomio in K[Y][X], f = Y., ca(Y)X?. Sia X? il monomio di f di grado
totale || = 1 + ...+ §x minimale. Allora, per ogni i, J; < a; e per ogni altro
monomio m in f esiste almeno un ¢ tale che deg, m > ;. Sia v = (71,..., V)
dato da v, = a; — 9, — 1 > 0. Per costruzione X7° = x(l“fl - --xZ"’fl Z 1.
Inoltre X¥m € I per ogni monomio m di f diverso da X°. Quindi otteniamo
XV(f —es(Y)X%) € 1 C J, dacui cs(YV)a{ ™" a® ™ = XVf — XV(f -
cs(Y)X?) € J.

Ripetendo il ragionamento per il polinomio g € L\ I, troveremo opportuni €
en e d.(Y), tali che de(Y)z ™' 2™ = Xg — X"(g — d(Y)X®) € L.
Da questo segue allora che p(Y') = ¢5(Y)d(Y') ha la proprieta richiesta, dato
che p(Y)z ' ot e JNL =1

4. Supponiamo che [ sia primario, e sia m; = xyn; visto che G(I) & un insieme
di generatori minimale, avremo che n ¢ I; allora zf € I.

Viceversa, eventualmente riordinando le variabili, supponiamo che tutti i
monomi di G(I) appartengano a K|xi,...,x,], r < n; allora per T.33.4,
dall’ipotesi discende che vI = (x1,...,2,). Consideriamo 'omomorfismo di
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inclusione
¢: Klry,...,x,] — K(zpiq, .. x0)|[T1, -0, 2]

L’ideale \/(¢(1)) = (x1,...,x,) € massimale in K(z,41,...,2,)[x1, ..., 2]
quindi (¢(I)) e primario per T.7. Dato che (¢())¢ = I, perché hanno gli
stessi generatori, si ha la tesi.

Esempio 2.1.Sia [ = (2319, {2223, x], 23 23) . Dato che 22 23| z]xo 23

possiamo ridurre I'insieme dei generatori e ottenere I = (x5, x], 2% x3).
Usando il monomio x? x3, per T.33.1, possiamo spezzare l'ideale e ottenere
I = (I, 23N (I,23) = (23) N (2329, 27, 23). Ripetendo il procedimento,
usando il monomio 3z e riducendo i generatori ottenuti si ha I = (z}) N
(23, 23) N (z], 29, 23). In particolare questa ¢ una decomposizione di I come

intersezione di ideali irriducibili, e quindi anche primari.

2.2 Basi di Grobner

Vogliamo ora estendere ai polinomi in piu variabili i concetti di grado e coef-
ficiente direttivo e definire un’operazione di divisione di un polinomio per un
insieme di polinomi. A tal scopo, iniziamo definendo un ordinamento sull’in-
sieme Mon(A), che equivale ad ordinare gli elementi di N". Fra gli ordina-
menti possibili, siamo interessati ad ordinamenti che soddisfano le seguenti
proprieta e che chiameremo ordinament: monomiali.

Ordinamento monomiale

Un ordinamento monomiale e una relazione d’ordine > su N" o, equiva-
lentemente, su Mon(A), che verifica le seguenti proprieta:

i) > ¢ un ordinamento totale;

ii) > ¢ un buon ordinamento cio¢ ogni sottoinsieme non vuoto di N”
ha un elemento minimo rispetto a > (o, equivalentemente, ogni catena
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decrescente in N” ¢ stazionaria, cf. E.72 o T.150);

iii) per ognia, b,ceN' a>b — a+c >b+c.

Tra gli ordinamenti pit usati ci sono i seguenti, cf. E.73.

Siano a = (a,...,a,),b = (b1,...,b,) € N”; indichiamo con |a| =
Doici @i [ b =300 b
- ordinamento lex o lessicografico,

a > b se e solo se la prima componente non nulla di a—b e > 0.
- ordinamento deglex,

a >deglex D seesolose |a|>|b| oppure se |a|=|b| e a > b.
- ordinamento degrevlex,

a > degreviex D se e solo se [a| > |b| oppure se |a|=|b| e l'ultima
componente non nulla di a—b e < 0.

Dato un ordinamento monomiale > e un polinomio 0 # f = > caX® € A,
con ¢, € K, si introducono le seguenti definizioni:

- il multigrado di f: Deg(f) = max.{a € N": ¢, # 0};

- il coefficiente direttore di f: lc(f) = cpeg(s);

- il monomio di testa di f: Im(f) = XPel/);

- il termine di testa di f: 1t(f) = le(f)lm(f) = cpeg X 8.

Notiamo inoltre che se f, g € A sono polinomi non nulli, allora si ha:

- Deg(fg) = Deg(f) + Deg(g);

- se f+ g # 0 allora Deg(f + ¢g) < max-{Deg(f),Deg(g)}.

Fissato un ordinamento monomiale >, possiamo associare ad ogni ideale 0
I C A l'insieme

Deg(I) = {Deg(f) : feI,f+0}.

E facile verificare che ¢ un £-sottoinsieme, che dunque ha un escalier. Per
definizione chiamiamo il suo escalier E(I) I'escalier di I. Possiamo inoltre
associare ad [ I'ideale monomiale
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Lt (1) =1t (f): fel,f#0)=(m(f): fel, f#0),

che si chiama [%deale iniziale o leading term ideal di I rispetto a >. Per
definizione, ’escalier di I coincide con quello del suo ideale iniziale.

In generale, dato un sottoinsieme F C A\ {0}, definiamo Lt(F) =
(It(f): f € F). Chiaramente, dato un sottoinsieme G di un ideale I, avremo
sempre che Lt(G) C Lt(7).

Base di Grobner
Siano > un ordinamento monomiale e I un ideale di A. Diremo che un
insieme G = {g1,...,9:} C I\ {0} & una base di Grobner di I rispetto
all’ordinamento > se

Lt(G) = (I6(g1), - - -, 1t6(g¢)) = Lt(1).

2.2.1 La divisione di polinomi in piu variabili

Per il resto di questa sezione supponiamo di avere fissato un ordinamento
monomiale >.

Siano f,g € A\ {0}, diciamo che un polinomio f riduce ad un polinomio
h € A modulo g (in un passo) se e solo se esiste un termine t, = ¢, X in
f, tale che 1t(g) | tp e h = f — fiy9- Indichiamo I'operazione di riduzione

con f -1 h.

Osserviamo che, con l'operazione di riduzione, tutto il termine ¢, viene so-
stituito con una somma di termini di multigrado strettamente minore di

b.

Esempio 2.2. Consideriamo 'anello K [x,y, z] con I'ordinamento lessicogra-

fico dato da = > y > z. Siano f = 32%y32% + zy z+2xy, g =2ry—=ze tb =
2 2

32922, Allora lt(g) =2zy e f - h=f— 3x2i/yz g = zy?z + 2zy + SxyPz

Il termine #, ¢ stato sostituito dal termine 32 a:y 23 che ¢ di multlgrado

strettamente minore, dato che (1,2,3) < (2, 3, 2) nell’ordinamento lex.
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Si puo ripetere la riduzione fino a quando nessun termine di f e divisibile
per 1t(g), in tal caso scriveremo f 25, h e diremo che h ¢ ridotto rispetto a

g.

Esempio 2.3. Siano f e g come nell’esempio precedente, allora:

3 3 3
f i>—$y223 + 2y?2 + 22y AN Exy2z3 + xy?z + 2 AN zy’z + Zyz4 +z

2
3 1
iquzzl + §yz2 + z.

Possiamo operare in modo analogo rispetto ad un insieme di polinomi.

Siano f, fi1,..., fs € A\ {0}. Diciamo che f riduce ad un polinomior € A
modulo linsieme F = {fi,..., fs} quando esistono indici iy,...,i; €
{1,...,s} e polinomi hq,...,hx_1 € A tali che

i i i Jir,_ fi
f f1>h1 f2>h2 f3>°'- k;hk,1l>T.

Indichiamo I'operazione di riduzione di f modulo un insieme di polinomi F
F
con f —> 1.

Se inoltre r = > r, X? € A & ridotto rispetto ad F', ossia se 7 = 0 oppure se
1t(f;) non divide 7,X? per ogni a tale che r, # 0 e perognii € {1,...,s},
e quindi se r non puo essere ridotto ulteriormente modulo F', chiamiamo

il polinomio r un resto di f rispetto a F, e scriviamo f —, r.

Diciamo un resto poiché il processo di riduzione dipende dall’ordine in cui si
usano i polinomi dell’insieme F'. Siano per esempio f = x1x9— 29, f1 = x1—1
e fo = r179 elementi di K[x1,z5], dotato dell’ordinamento lex con x; > xo;
allora f i)* 0 mentre f in — 9.

L’operazione di riduzione permette tuttavia di definire la divisione di un
polinomio per un insieme di polinomi in modo analogo alla divisione per
polinomi in una variabile. Eseguiamo la divisione di un polinomio f per un
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insieme di polinomi { fi, ..., fs} usando il procedimento descritto dal seguente
algoritmo, tralasciando i casi banali in cui f e/o f; = 0.

Algoritmo di divisione

IHPUt f;fl)"'7f8 € A\{O}
Output wuq,...,us,r € A tali che:
- f=2wfit
- r ¢ ridotto rispetto a {fi,..., fs};
- se u; f; # 0, allora Deg(u; f;) < Deg(f).
Inizializzazione p:= f; u1 :=0; uy :=0; ..., us :=0; r := 0;
while p # 0 repeat
if esiste j tale che 1t(f;) |1t(p) then

i:::Inin{j 16(f;) | 1t(p) }

& W+1$
: 1t(p)
p = 1t(p)f
else
r=r+lt(p)
p:=p— lt(p)
endif
endwhile
return {u, ..., usr}
I polinomi uq,...,us ed r ottenuti col precedente algoritmo soddisfano le

seguenti proprieta.

Teorema di divisione
T. 35. Fissato un ordinamento monomiale, per ogni insieme di polinomi
F={f1,...,fs} e f € A esistono polinomi uy,...,us, r € A tali che
1. f = Zle uzfz + T,
2. r e ridotto rispetto a F;
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3. se u;f; # 0, allora Deg(u; f;) < Deg(f). ‘

Dimostrazione T. 35 Bisogna provare che 'algoritmo di divisione termina
e che i polinomi uq,...,us e r ottenuti soddisfano le condizioni richieste.
Cominciamo col dimostrare che ad ogni passo si ha f = uy f1+. .. 4usfs+p+r.
Sicuramente la relazione e vera al primo passo. Supponiamo allora che sia
vera al passo (n — 1)-esimo. Eseguendo il passo n-esimo, I’algoritmo procede
in uno dei due modi seguenti:

L. se 1t(f;) | lt(p), vale che w;f; +p = (uZ + lt )fZ lltt((—fi))fi e dunque
u; f; + p rimane invariato;

2. se si aggiorna il resto, ossia se per ogni i si ha che 1t(f;)f lt(p), si ha
p+r=(p—1t(p)) + (r+1t(p)) e dunque p + r rimane invariato.

Quindi in entrambi i casi la relazione continua a valere.

Proviamo ora che l'algoritmo termina. Per farlo, basta ricordare che > ¢ un
buon ordinamento e che ad ogni passo, in entrambi i casi a 1t(p) si sostituisce
It(p — It(p)) che ha multigrado strettamente minore del multigrado di p.

Per la condizione su r basta osservare che l’algoritmo aggiunge ad r solo
monomi non divisibili per nessun 1t(f;), quindi r & ridotto rispetto ad F.
Infine, verifichiamo che vale la condizione sul grado di wu,;f;. Innanzitutto
Deg(p) < Deg(f); quando ad un passo si modifica u;, lo si fa aggiungendo
un addendo del tipo lt((f)), dove lt( ) fl cancella quello che a quel passo risulta

essere 1t(p). Quindi Deg(u; f;) < Deg(p) < Deg(f), come voluto.

Osservazione 2.4. Come conseguenza dell’algoritmo si ha immediatamente
che il leading monomial di f compare in r oppure in qualcuno tra i leading
monomial di u; f;. Pitl precisamente

max { max,,2o{ Im(w;)lm(f;) }, Im(r) } ser #0;

I (f) =

maxy,zo{ Im(u;)Ilm(f;)} altrimenti.

Osserviamo inoltre che implicitamente 1’algoritmo di divisione assume che i
polinomi f7, ..., fs siano ordinati, quando si sceglie il minimo indice 7 tale che
16(f;) | 1t(p), e in effetti questa scelta puo modificare il risultato della divisione,
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cf. E.76. In generale anche il resto della divisione puo dipendere dall’ordine in
cui vengono considerati i polinomi per cui si divide. Vedremo che questo fatto
non e piu vero se f1, ..., fs costituiscono una base di Grobner per I'ideale che
generano. Anzi, questa proprieta caratterizza le basi di Grobner.

2.2.2 Basi di Grobner: prime proprieta

Ricordiamo la definizione

Base di Grobner
Siano > un ordinamento monomiale e I un ideale di A. Diremo che un
insieme G = {g1,...,9:} C I\ {0} € una base di Grobner di I rispetto
all’ordinamento > se

Lt(G) = (I6(g1), - - -, 1t(ge)) = Lt ().

Equivalentemente G ¢ una base di Grobner se {Deg(g1), ..., Deg(g:)} € una
frontiera di Deg(I), ossia se Deg(I) = |J'_;(Deg(g;) + N"). Diciamo che
{91,...,g:} C I & una base di Grobner minimale rispetto all’ordinamento >
se i polinomi g; sono monici e {Deg(gy),...,Deg(g:)} e I'escalier di Deg([).
In altre parole, se i polinomi g; sono monici e I'insieme minimale di generatori
monomiali G(Lt(I)) ¢ proprio {lt(g1),...,1t(g:)}.

T. 36.Siano I C A un ideale, G = {¢g1,...,9:y € I\ {0} e > un
ordinamento monomiale. Sono fatti equivalenti:
1. G € una base di Grobner di [ rispetto a >;

2.f€]seesolosef£>*0.
3. felseesolose f= Z§:1 u;gi, con Im( f) = max{lm(u;)lm(g;)}.

Dimostrazione T. 36 Dato un polinomio 0 # f € A, dividendo per l'in-
sieme (G, per il teorema di divisione otteniamo f = 2221 u;g; +r con r ridotto
rispetto a G.

1=2E sempre vero che, se f i>* 0 allora esistono uq,...,u; € A tali che
f=31_ uigi; quindi f € (G) C 1.
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Supponiamo che f € [; allora r = ) r,X? € [ e se r # 0 si dovrebbe avere
che It(r) € Lt(G), ma cio contraddice il fatto che r ¢ ridotto rispetto a G. Si
conclude che r = 0.

2 = 3. Ovviamente, se f = 22:1 u;g; allora f € I.

Per il viceversa, sia f € I: per ipotesi si ha f i>>,< 0, dunque per I’algo-
ritmo di divisione f & una combinazione dei g; con coefficienti u; € A. Infine,
I'uguaglianza lm(f) = maéc{lm(ui)lm(gi)} segue dall’Osservazione 2.4 e dal

fatto che r = 0.

3 = 1. Proviamo che si ha Lt(I) = Lt(G). E sempre vero che Lt(G) C
Lt(7); per I'altra inclusione, proviamo che per ogni 0 # f € I si ha lm(f) €
(Im(g1),...,1lm(g¢)). Se f € I allora per ipotesi esistono uy,...,u; tali che
f =321 ugi, con Im(f) = miéc{lm(ui)lm(gi)}, e da cio discende la tesi.

Us

K3

T. 37.Sia G = {g1, ..., g} una base di Grobner di [ rispetto a >. Allora
I =1(g1,-..,4), ovvero una base di Grobner di I & un insieme di generatori
di I.

Dimostrazione T. 37 E una diretta applicazione di T.36. Se f € I allora
f . 0, ovvero [ = 25:1 u;g; per qualche u; € A; pertanto I C (g1,...,¢).
Per brevita diremo anche che un insieme G C A e una base di Grobner se ¢

una base di Grobner per l'ideale (G) che esso genera.
Di fondamentale importanza ¢ il seguente risultato.

T. 38.5ia G = {g1,...,9:} C I\ {0}. Allora G ¢ una base di Grébner
per [ rispetto a > se e solo se per ogni f € A il resto della divisione di f
per GG € unico.

Dimostrazione T. 38 Sia f € A\{0}. Dall’algoritmo di divisione si ha che
f=30 ugi+r, conr =3, raX? Ser, # 0 allora r, X? ¢ Lt(G) = Lt(1).
Sia r’ un altro resto, allora I’elemento r — r’ € I ma nessuno dei suoi monomi
diversi da zero puo appartenere a Lt(7). Si deve avere necessariamente r—r’ =

0.
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Viceversa, grazie a T.36, ci basta dimostrare che se 0 # f € [ e f i>* r,

allora r = 0. Una dimostrazione di questo fatto si trova in [AL, Theorem
1.6.7].

Osserviamo che una base di Grobner rispetto ad un ordinamento mono-
miale > non e in generale base di Grobner rispetto ad un altro ordinamento
monomiale >q, cf. E.75.

Gragzie al precedente risultato abbiamo la seguente

Unicita del resto
Data una base di Grobner G e un polinomio f € A esiste un unico r

ridotto modulo G tale che f i>>.< r. Chiameremo r il resto della divisione

. . . =G
di f per G e lo indicheremo con la notazione f .

E importante osservare che, mentre il resto della divisione di un polino-
mio per una base di Grobner GG e unico e indipendente dall’ordine con cui
i polinomi sono considerati, questo non e vero per i coefficienti u; dei poli-
nomi di G nell’espressione di f. Consideriamo ad esempio G = {g1, 92} =
{z1 + 23,29 — 23} e sia f = z129. Non e difficile verificare che G & una base
di Grobner rispetto all’ordinamento lessicografico dato da x; > x9 > x3. Cio
nonostante, se eseguiamo la divisione dividendo prima per g; e poi per go
otteniamo f = xy g; — x3 g — 3 mentre se dividiamo prima per gs e poi per
g1 si ha f = 21 g0 + w391 — 22, Quindi il resto & unico, ma i coefficienti dei
polinomi ¢, g2 nelle due espressioni di f sono diversi.

T. 39.Siano G = {¢1,.... ¢} ¢ G ={g1,...,9,} due basi di Grébner di
I C A rispetto ad uno stesso ordinamento monomiale fissato, e siano r ed r’
i resti della divisione di un polinomio f € A per G e G’ rispettivamente.
Si ha allora r = »/.

Dimostrazione T. 39 QOsserviamo che r = f—her = f—h', con
h,h' € I, pertanto r —r’ € I. Allora, se per assurdo r — 1’ # 0, avremmo che
It(r —r') € Lt(I). Per ipotesi allora esistono g; € G' e g; € G’ tali che 1t(g;) e
It(g;) lo dividono, ma lt(r — ') ¢ un termine che proviene o da r o da r’; in
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ogni caso si ha una contraddizione, poiché r ¢ ridotto modulo G, ' & ridotto
modulo G’ e Lt(G) = Lt(G').

Come conseguenza dei risultati precedenti otteniamo anche il seguente fon-
damentale teorema.

Teorema della base di Hilbert
T. 40. Ogni ideale di A = K|[x,...,x,] ¢ finitamente generato.

Dimostrazione T. /0 Fissiamo su A un ordinamento monomiale > e sia
I un ideale di A. Allora l'ideale iniziale Lt(/) rispetto a > ha un sistema
di generatori monomiale finito, diciamo Lt(I) = (mq,...,m;). Allora esiste
fi € I tale che 1t(f;) = m; per ogni i = 1,...,t; da cio segue che {fi,..., f;}
¢ una base di Grébner di I, e dunque da T.37 segue che I = (f1,..., f).

Un anello in cui ogni ideale ¢ finitamente generato si dice noetheriano, cf.
Capitolo 7; I’anello dei polinomi a coefficienti in K € dunque un esempio di
tale anello, per quanto appena dimostrato. Per il risultato generale cf. T.151.

T. 41.Sia A un anello; allora A e noetheriano se e solo se ogni catena
ascendente di ideali di A ¢ stazionaria.

Lasciamo al lettore la dimostrazione di questo fatto per esercizio, in attesa
della dimostrazione generale nel caso dei moduli, cf. T.152.1.

2.2.3 Costruzione di una base di Grobner

Abbiamo visto che se GG ¢ una base di Grobner di I allora G ¢ un insieme di
generatori di [ e per ogni polinomio f € [ esiste un elemento g; € G tale che
16(g;)[1t(f). Se invece G ¢ un insieme di generatori qualunque, non ¢ detto
che cio sia vero, perché se f = > u;g; in generale possono intervenire delle
cancellazioni tra i termini di multigrado massimo.

Esempio 2.5.Siano I = (f1, f2) con fi = x123 + x1 e fo = 23wy + 29 se
consideriamo 'ordinamento lessicografico con x1 > x9, si ha che il polinomio
f=a1fi —xafs =% — 23 € I ma 2} & (v123, 2329) = (1t(f1),1t(f2)).



58 2 L’anello K(z1,..., Zn]

Veniamo ora al problema di come costruire una base di Grobner. Fonda-
mentale a questo proposito sara la seguente definizione: dati f, g polinomi
di A con Deg(f) = a e Deg(g) = b, sia ¢ € N" il vettore di componen-
ti ¢; = max{a;, b;}, cosicché X€ sia il minimo comune multiplo di Im(f) e
Im(g).

S-polinomio
Definiamo [’S-polinomio tra f e g come:
X X
i)’ g

S(f,g9) =

Vale il seguente fondamentale risultato, per la cui dimostrazione riman-
diamo il lettore ad un libro di testo, cf. ad esempio [CLS, Chapter 2,

§7].

Criterio di Buchberger
Siano > un ordinamento fissato e I = (¢1,...,¢:) un ideale di A; allora

—CG
{g1,...,0:} € una base di Grobner rispetto a > se e solo se S(g;,9;) =0,
perogniz,j=1,...,t.

Usando il precedente criterio possiamo ottenere un algoritmo per la costru-
zione di una base di Grébner di un ideale I = (fi,..., fs). Procederemo
calcolando dapprima gli S-polinomi S(f;, f;) dei generatori di I e i loro resti
rispetto a { fi,..., fs}. Nel caso tali resti non siano zero, li aggiungeremo al-
I'insieme dei generatori dato cosi da ottenere un nuovo insieme di generatori
di I. Ripetendo questo procedimento, continueremo ad aggiungere polinomi,
all'insieme {f1,..., fs} fino a quando tutti i resti degli S-polinomi, ridotti
rispetto ai nuovi generatori, saranno zero. Dopo avere dimostrato che questa
costruzione termina in un numero finito di passi, il criterio garantira che il ri-
sultato sia una base di Grobner. Questo procedimento e descritto dal seguente
algoritmo.
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Algoritmo di Buchberger
Input I = (f1,...,fs) € A, fi # 0 per i = 1,...,s; > ordinamento
monomiale.
Output Una base di Grobner G di I, rispetto a >, tale che {f1, ..., fs} C

G.

Inizializzazione
18 5= g o 00 9 o)
G =F

Y=A(fi, ;) e GX G| fi# f;}
while X' #£ () repeat
for (f,g) € X repeat

2=2\{(f.9)}
p=5(f.9)"
if p # 0 then
Y =XU{(h,p) : heG}
G :=GU{p}
endif
endfor

endwhile
Return @

Osserviamo che ad ogni passo 'insieme G costruito dall’algoritmo e sempre
contenuto in I, perché GG viene aggiornato solo con resti di S-polinomi, quindi
elementi di [ ridotti rispetto ai generatori gia presenti in G.

T. 42. L’algoritmo di Buchberger termina ed e corretto.

Dimostrazione T. ;2 Sicuramente ’algoritmo e corretto, perché la condi-

zione di terminazione e che S(f;, fj)G = 0 e questo, per il criterio di Buchber-
ger garantisce che l'output sia effettivamente una base di Grobner. D’altron-
de, se I’algoritmo non terminasse, costruiremmo progressivamente una catena
ascendente di insiemi Gy C G C ..., ove le inclusioni sono strette perché a
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(G; aggiungiamo un elemento di I che non si riduce a zero modulo G;. Da cio
seguirebbe che in A vi ¢ la catena infinita di ideali Lt(G1) € Lt(Gs) € ...,
ma questo viola la noetherianita di A per T.41.

Concludiamo questa sezione con il seguente corollario, che non dimostria-

mo, estremamente utile per concludere in certi casi che un insieme G € una
base di Grobner.

T. 43. Siano G = {g1,...,g:} C A\ {0}, e > un ordinamento monomiale.
Se ged(1t(gi),16(g;)) = 1 per ogni i # j, allora G & una base di Grobner
rispetto a >.

Dimostrazione T. ;3 Una dimostrazione si trova in [CLS, Chapter 2, §9
Proposition 4].

2.2.4 Basi di Grobner minimali e ridotte

Abbiamo visto che ogni ideale ammette una base di Grobner G’ rispetto
ad un ordinamento >, e che da essa si puo estrarre una base minimale G,
rendendo monici i polinomi di G’ ed eliminando da G’ quegli elementi il cui
termine di testa viene diviso da quello di uno degli altri. Queste condizioni
determinano pero solo quale sia il numero di elementi che compongono una
base di Grobner minimale, che deve essere |G(Lt(I))|, ma non garantiscono
I'unicita dei polinomi che la compongono.

Esempio 2.6. Sia [ = (z1,x2) C K|z, x5] allora per ogni a € K e per ogni
n € N gli insiemi {x; 4+ ax}, x5} sono basi di Grobner minimali per I, rispetto
all’ordinamento lessicografico con xy > xs.

Per ottenere un teorema di unicita imponiamo un ulteriore condizione su
G ={g1,...,9:}, richiedendo che, per ognii =1,...,t, g; sia ridotto modulo
G \ {¢;} e quindi che in g; non esistano termini diversi da zero divisibili per

1t(g;), se j # 1.
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Base di Grobner ridotta
Una base di Grobner G = {gy, ..., g} di un ideale I, si dice ridotta se

i) € minimale, ossia:
- le(g;)) =1 perognii=1,...,t;

i) gi¢ {9} = g;, per ognii =1,...,t.

\

E sempre possibile costruire una base di Grobner ridotta usando il seguente
procedimento.

Costruzione di una base di Grobner ridotta
T. 44.5Sia G = {g1,...,g:} una base di Grobner minimale di un ideale
I C A rispetto ad un ordinamento >. Definiamo elementi ¢, ..., g; nella
maniera seguente
G/
g1 —1>>k glla con Gll = {927"'7gt};
G/
92 _2>* géa con GIQ — {9,17937"'7gt};
G/
g3 —3>* géa con Gé - {gllvgéaglla"')gt};
G; / G/ _ / /
g —>+ 91, con Gi={g1,..., gt}
Allora G’ ={g,...,9;} ¢ una base di Grébner ridotta di /.

Dimostrazione T. 44 Dal momento che la base G ¢ minimale, 1t(g;)f1t(g;),
per ogni i # j; quindi 1t(g;) = lt(g)) per ogni i = 1,...,t e cosi G’ ¢ una base
di Grébner per [. Inoltre, dato che ad ogni passo la riduzione modulo G} ¢
fatta usando 1t(gy), ..., 1t(g;_1),16(git1), - - -, 1t(ge) e 1t(g;) = 1t(g;) per ogni j,
la base G’ & ridotta.
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T. 45. [Unicita della base ridotta]
Siano G = {g1,...,9:} e G' ={g},...,9,} due basi di Grobner ridotte di
un ideale I rispetto ad uno stesso ordinamento >. Allora G = G'.

Dimostrazione T. /5 Dato che sia G che G’ sono minimali, possiamo
supporre senza perdita di generalita che 1t(g;) = 1t(g;) per ogni i = 1,... ¢,
cf. T.32. Fissato allora un tale i, consideriamo il polinomio ¢g; — g} € I. Se
gi — g; # 0 allora esiste g; tale che Im(g;)|lm(g; — ¢;). Dato che Im(g; — ¢}) <
Im(g;), deduciamo che i # j. Allora Im(g;) = Im(g;) divide un termine di
g; — ¢;, quindi uno dei termini di g; o di g;, che ¢ assurdo perché sia G che G’
sono ridotte.

Osserviamo che una base di Grobner minimale, o anche ridotta, non e neces-
sariamente costituita da un insieme di generatori minimale di [ e viceversa,
ovvero un insieme di generatori di [ minimale non costituisce in generale un
base di Grobner minimale.

Esempio 2.7.Siano f; = 23 e fo = 2320 — 23 e I = (f1, fo) C Klxy, 29 .
Fissiamo 'ordinamento lessicografico con x1 > xo. La base di Grobner ridotta
di I & {f1, fo, f3, fa} dove f3 = 2123 e fy = 23 e quindi contiene 4 elementi,
mentre I puo essere generato da solo 2 elementi.

2.2.5 Alcune applicazioni

Abbiamo gia visto la dimostrazione del teorema della base di Hilbert come
corollario del Lemma di Dickson e dei primi risultati sulle basi di Grobner. Ora
vogliamo applicare i risultati precedenti per rispondere ad alcune domande
che e naturale porsi. Pensiamo ad esempio:

1. dato un polinomio f € A e un ideale I = (f1,..., fs) € A, decidere se
felr

I’ in caso affermativo, trovare ci,...,,cs € A tali che f =>""_ ¢ fi;

stabilire se due ideali I, J C A sono uguali;

trovare una rappresentazione canonica per gli elementi nel quoziente A/1;

trovare una base di A/I come K-spazio vettoriale;

decidere se un elemento ¢ invertibile in A/I e determinarne l'inverso.

AN I
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Il prossimo enunciato risponde alla prima di queste domande: bisogna calco-
lare una base di Grobner G di I e controllare che il resto della divisione di f
con G sia 0.

T. 46. [Test di appartenenza - Membership Test]
Siano f € A, I un ideale di A e > un ordinamento fissato; sia G =
{91, g:} una base di Grobner di [ rispetto a >. Allora

fel «— =0

Dimostrazione T. /6 La tesi discende immediatamente applicando T.36
e T.38.

Si puo implementare 1'algoritmo di Buchberger in modo che nel calcolo di

una base di Grobner G a partire da {f1,..., fs} vengano memorizzati passo

passo i coefficienti delle combinazioni lineari degli f; che danno origine ai g;:

se {h1,...,h} & la base calcolata ad un certo momento dall’algoritmo e un
. . . . [

nuovo polinomio ¢ viene aggiunto, avremo che g = S(hq, hg) — > ,_; vihi, per

certi v; che vengono esplicitamente calcolati. Come output avremo allora la

base di Grobner GG e una matrice M di taglia t X s a coordinate in A e tale
che

M[fi,.... fs)" = lg1,..., 9" (2.1)

Ora, se dividiamo f € I per G = {g1, . . ., g:}, otteniamo polinomi uy, . . . , u;
tali che f = 22:1 u;¢g;. Usando la relazione vista sopra, € possibile esprimere
ogni polinomio f € [ come combinazione lineare dei polinomi fi,..., fs.

Abbiamo in questo modo risposto anche al quesito 1/, cf. E. 83.

T. 47. [Test di uguaglianza tra ideali]
Siano I, .J C A due ideali e siano G e G’ le basi di Grobner ridotte di [ e
J rispettivamente, rispetto ad un ordinamento >. Allora,

I =J seesolose G=0Gq.

Dimostrazione T. ;7 Il risultato segue immediatamente dal teorema di
unicita delle basi di Grobner ridotte T.45.
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Anche il seguente criterio risulta spesso utile.

T. 48. Siano I, J C A ideali tali che I C J. Se, per qualche ordinamento >,
Lt(I) = Lt(J) allora I = J.

Dimostrazione T. ;8§ Sia G una base di Grobner di [ rispetto a >. Vo-
gliamo far vedere che ogni elemento 7 € J ¢ anche elemento di I, e per

far cio basta provare che j in 0. Se chiamiamo r il resto di j, avrem-
mor = j — Zgzluigi e J+1 C J. Ser # 0,1 suoi monomi non stan-
no in Lt(G) = Lt(I) = Lt(J) perché r ¢ ridotto; d’altra parte r € J e

Im(r) € Lt(J). Pertanto r = 0, come volevamo.

T. 49. Sia I un ideale con base di Grobner G rispetto a >.

1. L’applicazione .4 — A definita da f — 7G ¢ K-lineare.
2.Dati f,g € Asiha

f=g mod I seesolo se TngG.

Dimostrazione T. /9 1. Bisogna verificare che af + bgG = aTG + bg©,
per ogni f,g € A e per ogni a,b € K. Chiamiamo r = TG e s = g“. Allora,
af +bg=a(f —r)+b(g—s)+ar+bs, ove f—7reg—s, e quindi la loro
combinazione, sono elementi di /. Mostriamo che allora ar + bs e proprio il
resto di af + bg rispetto a GG: per fare questo basta osservare che i monomi
di ar + bs sono monomi di r oppure di s, che sono ridotti rispetto a G.

2. Abbiamo che f = ¢ mod [ se e solose f — g € I se e solo se f——gG = 0.
Per il punto 1, cio e equivalente a 7G — 3% =0.

. . =G . .. . .
Dalla dimostrazione segue che { f . fe A} e un insieme di rappresentanti

di A/I. Infatti se r = fG abbiamo che f —r € I e dunque f =7 in A/I.

T. 50. [K-base di A/I] Siano I C A un ideale, G = {g1,. .., ¢:} una base

di Grobner di I rispetto ad un ordinamento > fissato.

1.Sia B = {X?:Im(g)fX?®, perognig € G} = {X®*: X* ¢ Lt()}.
Allora B={m € A/I: m € B} ¢ una K-base di A/I.
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2.5a feAe TG = ) xacp CaX?, le coordinate di f rispetto alla base B
sono date dal vettore (ca)xaes-

Dimostrazione T. 50 1. Ogni elemento di A/I si puo rappresentare tra-

mite la classe 7, con r = TG, per un certo f € A. Dato che r e ridotto rispetto
a (¢, T risulta essere una combinazione K-lineare di monomi che non sono di-
visibili per 1t(g;), per ogni i = 1,...,¢. Abbiamo cosi dimostrato che B & un
insieme di generatori.

Per dimostrare l'indipendenza lineare su K supponiamo, per assurdo, che
esistano mq,...,my € B tali che my = Zf:z a;m; con a; € K* per i =

2,...,k. Allora esiste g € I tale che m; = g + Zf:2 a;m;; pertanto in A

€] G k 1 N
avremmo che my —, my e my —, > _._,a;m;, poiché m; € B, e cid nega

I'unicita del resto visto che gli m; sono ovviamente linearmente indipendenti
su K.

2. La seconda affermazione e di verifica immediata.

Il seguente risultato risponde infine in maniera costruttiva alla domanda 5,
fornendo un procedimento per calcolare 'inverso di f mod 1.

T. 51. Un elemento f € A ¢ invertibile modulo I = (f,..., fs) se e solo se
(I, f)=1.

Dimostrazione T. 51 Esiste g € A tale che fg =1 mod I se e solo se
fg—1€ 1, cioeseesolosel e (I, f). E sufficiente allora calcolare una base
di Grobner G dell'ideale (I, f) = (f1,..., fs, f) rispetto ad un ordinamento
>. Se questo ideale e proprio, allora f non e invertibile modulo I altrimenti
esprimiamo 1 = w19y +. ..+ u;g; come combinazione degli elementi della base
G e dunque, usando una matrice di passaggio come in (2.1), determiniamo
allora la combinazione 1 = hyf; + ...+ hsfs + fg, e dunque anche g.

2.2.6 Eliminazione ed ordinamento lessicografico

Gli ordinamenti lessicografici soddisfano una proprieta importante, che chia-
miamo di eliminazione, che analizzeremo nel seguito, e che ha alcune appli-
cazioni di rilievo. Per il resto della sezione sia > 1’ordinamento lessicografico
datoda x1 > 29 > ... > 2,
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Sia I C Klxi,...,x,]; chiamiamo Iy, = I N K[xgiq,...,2,], con k =
1,...,n—1,1l k-esitmo ideale di eliminazione di I. Esso ¢ la contrazione di [
rispetto all’lomomorfismo di immersione K[zyi1,...,2,] — K[x1,...,x,].

T. 52. [Teorema di eliminazione delle variabili]

Siano I C A un ideale e sia > come sopra. Sia G una base di Grobner di
I rispetto a >. Allora Gy, = G N K|[xg11,...,%,] € una base di Grébner
del k-simo ideale di eliminazione [ di I, per ogni k =1,...,n — 1.

Dimostrazione T. 52 Sia 1l <k <n—1 un intero fissato. Dato che G}, C
I}, ci serve mostrare che Lt(I;) C Lt(Gy). Consideriamo allora un polinomio
f € I, C I e mostriamo che ¢ divisibile per qualche lt(g), con g € Gj. Dato
che f € I, allora It(f) viene diviso da lt(g) per qualche g € G; visto che
f €Iy € Klxgyr,-..,xy,], lt(g) deve essere nelle sole variabili xg.1, ..., x,.
La proprieta cruciale dell’ordinamento che stiamo considerando e questa: ogni

monomio che viene diviso da x;, con 2 =1, ...,k ¢ piu grande di un qualsiasi
monomio in K[zj,1,...,2,]. Questo implica che ogni altro termine di g, che &
piu piccolo di lt(g), deve essere in K|[xgi1,...,x,], e cosi tutto g, i.e. g € G.

Ecco due applicazioni del precedente risultato.

T. 53. [Calcolo dell’intersezione di ideali]
Siano I, J C A ideali; siano t una nuova indeterminata e B = K[t, x1, ..., Zy).
Allora
INJ=tL(1—-t)J)NK[xy,...,x,].
Quindi, eliminando t si ottiene un base di Grobner di I N J C A.

Dimostrazione T. 53 Sia f € INJ allora f =tf+(1—t)f € (tI,(1—1)J)
e un’inclusione e provata. Osserviamo ora che, se f1,..., fs e hi,..., h, sono
rispettivamente generatori di [ e di J allora tfy,... tfse (1 —t)hy,..., (1 —
t)h, generano tI e (1 —t)J. Quindi se f(X) = g(¢t, X) + h(t,X) € (¢I,(1 —
t)J) N K[X], con g(t, X) € tI e h(t,X) € (1 —t)J, allora per I'osservazione
precedente f(X)=g¢(1,X)=h(0,X)eInNJ.

Per concludere la dimostrazione ora basta considerare un ordinamento les-

sicografico tale che t > x; per ogni © = 1,...,n. Applicando T.52 all’ideale
(t1,(1—t)J)di B= K|t,x1,...,x,] abbiamo la tesi.
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Osservazione 2.8. [Calcolo del quoziente di ideali] Ricordiamo che, dati
ideali I e J = (f1,..., fs) in un qualsiasi anello A si hache I : J=nN{_,1: f;,
cf. T.18.5. Inoltre, per ogni f € A si ha che I: (f) = %(I N(f)), cf. E.20.
Il calcolo del quoziente si riduce dunque al calcolo di intersezioni di ideali di
K|x1,...,x,], che possono essere ottenute applicando il risultato precedente.

T. 54. [Test di appartenenza al radicale] Sia I C A = Klz1,...,x,] un ideale
e t un’indeterminata. Allora f € /I se e solo se (I,1 —tf) = A[t].

Dimostrazione T. 5/ L’enunciato e ovvio per f = 0, quindi supponiamo
f # 0. Sia f € V/T; allora esiste un intero m tale che f™ € I C (I,1 — tf).
Scriviamo allora 1 = t™f™ + (1 — t"f™) = t"f™ + (1 — tf) S0, i f, e
otteniamo che 1 € (1,1 —tf).

Viceversa, se I = (f1,...,fx) e (I,1 —tf) = (1), possiamo scrivere 1 =
S hi(zy, . e, ) fi+h(x, .. 2, t)(1—tf). Dal momento che il membro
di sinistra dell’'uguaglianza non dipende da ¢, possiamo valutare in t = 1/f e
ottenere

k
L=> hi(xr,.... a0, 1/ ) fi € K(21,... 7).
i=1
Quindi, eliminando i denominatori, esistono polinomi ¢g; = g;(z1,...,x,) € A

e un intero m positivo tali che f" = Zle gifi€l.
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Varieta algebriche affini

3.1 Definizione e prime proprieta

Siano F' = {f1,...,fs} C A= K|xy,...,x,] e [ un ideale di A. La varietad
affine associata ad F', rispettivamente ad I, e I'insieme

V(F)={(a1,...,a,) € K": fi(a1,...,a,) =0 perognii=1,...,s},

rispettivamente V(I) = {(a1,...,a,) € K": f(a1,...,a,) = 0 per ogni f €
I} . Dal teorema della base di Hilbert T.40 sappiamo che ogni ideale di
A ¢ finitamente generato; inoltre, se I = (F'), ¢ immediato verificare che
(ay,...,a,) € K" & tale che f(ai,...,a,) = 0 per ogni f € I se e solo se
f(ai,...,a,) = 0 per ogni f € F. Avremo dunque che V(I) = V(F), per
ogni insieme di generatori F' di I.

Viceversa, data una varieta affine V' C K", chiamiamo [’ideale associato
a V lideale

I(V)={fe€eA: f(a) =0, perogni a € V} C A.

Vorremmo ora capire che proprieta hanno le funzioni
Z ={V C K": varieta affine} «+—Z7Z = {I C A: ideale}
V(1) — I
% — (V).
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Varieta: prime proprieta
T. 55.Siano I,J C A ideali e siano V,W C K" varieta affini; allora

1.1CJ= V()2 V(J);

2.1 CI(V(I));

3. V(I(V(I))) = V({);

4 VCW < I(V)2I(W);
V(I +J)=V({I)NnV(J]);
V({1J)=V({I)UV(J);
V(INnJ)=V({I)UV(J);
V(I) = V(VI).

Dimostrazione T. 55 1. Sia a € V(J); allora si ha f(a) = 0 per ogni
f € J e quindi, per ipotesi, si anche che f(a) = 0 per ogni f € I da cui segue
che a € V(I).

2. Segue immediatamente dalla definizione di I(V(1)).

3. Certamente V(I) C V(I(V([))). Per l'altro contenimento, basta notare
che I CI(V(I))) e dunque, dal punto 1, V(I(V(I))) C V().

4. Proviamo prima che se V- C W allora I(W) C I(V). Infatti se f € I(W)
allora f(a) = 0 per ogni @ € W e quindi f(«) = 0 anche per ogni a € V,
ossia f € I(V).

Viceversa, se I(W) C I(V) allora, se « € V', per ogni f € I(V) si ha f(a) =
0 e quindi anche f(a) = 0 per ogni f € I(W) ossia o € V(I(W)) = W, ove
I'ultima uguaglianza segue dal punto 3.

5. Dal momento che I,.J C I + J, si ha che V(I +J) CV(I)NV(J).

Viceversa, se a« € V(I) NV (J), per ogni f = i+ j € [ + J avremo
f(a) =i(a) 4+ j(a) =0 e quindi o € V(I + J).

6. IJC1I,Jedunque V(I)UV(J) C V(1J).

Per I'altra inclusione, se a € V(I.J), allora fg(a) =0 per ogni f € I, g €
J. Se o ¢ V(I), allora esiste f € I tale che f(a) # 0, e dato che fg(a) =
fla)gla) =0, a e V(J).
7.1NJC1I,Jedunque V(I)UV(J)CV(INJ).
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Per I’altra inclusione, dal momento che IJ C I N J, dal punto precedente
segue che V(INJ) CV(IJ)=V({I)UV(J).
8. Dato che I C +/I, dal punto 1 avremo subito V(1) D V().

Se f € /T allora esiste m € N tale che f™ € I. Di conseguenza, dato
o € V(I) si ha f™(a) = 0, da cui segue che f(a) =0 e quindi o € V(v/1).

In particolare 'intersezione e I'unione di due varieta affini sono varieta affini.
Se V. .C W allora diremo che V' e una sottovarieta di W. Inoltre, per quanto
visto sopra, su X = K" possiamo introdurre una topologia in cui i chiusi
sono le varieta affini, cf. T.73. Il prossimo risultato dimostra che tale spazio
topologico ¢ noetheriano.

T. 56. Ogni catena discendente di varieta affini e stazionaria.

Dimostrazione T. 56 Data V; O V, D ... una catena discendente di
varieta affini di K™, vi & una catena ascendente di ideali I(V;) C I(V3) C ...
di A. Poiché A e noetheriano, la catena di ideali e stazionaria; necessariamente
anche la catena V(I(V1)) 2 V(I(V3)) D ... & stazionaria, e la conclusione
segue allora da T.55.3.

Una varieta affine V si dice irriducibile se non si puo scrivere come unione di
due sottovarieta proprie V; e V5, cioe V e irriducibile se e solo se

V = ViUV, implica V =1V, oppure V = V5.

Esempio 3.1.Siano K = 7Z/(2), A = Kz,y] e I = (z +y). Allora A/ ~
K|x] & un dominio, cio¢ I & primo, mentre V(I) = {(0,0),(1,1)} € K? ¢
riducibile in quanto unione di V; = {(0,0)} = V((z,y)) e Vo = {(1,1)} =
V((z+1,y+1)), ove entrambe sono varieta strettamente contenute in V(7).

T. 57. Una varieta V' ¢ irriducibile se e solo I(V') ¢ un ideale primo.

Dimostrazione T. 57 Sia fg € I(V). Vogliamo provare che f € I(V)
oppure g € I(V) quando V' & irriducibile. Consideriamo le varieta V4 = V' N
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V(f) e Vo=V NV(g) e proviamo che V; UV, = V. Da T.55 discende infatti
che

ViuVy = (VnV(f))u(VNnV(g) =VN(V([)UV(g) =VN(V(fg) =V,

ove 'ultima uguaglianza & dovuta al fatto che V(fg) O V(I(V)) = V. Dato
che V' e irriducibile si deve avere necessariamente V' = V; oppure V = V5;
da cio segue che V(f) D V oppure V(g) 2 V e quindi, usando nuovamente
T.55, che f € I(V(f)) CI(V) oppure g € I(V(g)) C I(V).

Viceversa, supponiamo che I(V') sia primo e che V' = Vj U Vb; passando
agli ideali, otteniamo che I(V) = I(V; U V,) = I(V4) N I(V3), ove l'ultima
uguaglianza ¢ di facile verifica. Poiché I(V) & primo, & anche irriducibile,
cf. T.13, dunque I(V;) = I(V) oppure I(V5) = I(V). Sfruttando il fatto
che V(I(V)) = V, si ha allora che V; = V oppure V5 = V., e dunque V ¢
irriducibile.

T. 58. [Decomposizione in varieta irriducibili]

1. Ogni varieta affine V' si decompone come unione di un numero finito
di varieta irriducibili, cio¢ esiste un intero t tale che V = U_;V}, con
V; irriducibile per 2 = 1,...,t.

2. Se tale decomposizione ¢ minimale, ovvero se V; Z V; per ogni ¢ # 7,
allora essa ¢ unica a meno dell’ordine.

Dimostrazione T. 58 1. Sia
Y = {V : V varieta affine che non ¢ unione finita di varieta irriducibili},

ordinato con “D”, e supponiamo per assurdo che X' # (). Grazie a T.56, sap-
piamo che ogni catena discendente ammette un elemento massimale rispetto
a “2” e dunque, per il lemma di Zorn, vi ¢ un elemento minimale in Y, sia
esso W, che non e irriducibile. Pertanto W = W; U Wy, con Wy, Wy, C W
sottovarieta proprie di W. Per la minimalita di W segue allora che esistono
interi r, s e sottovarieta Wy ;, con j = 1,...,r, e Wy, con h = 1,...,s di
W1 e Wy rispettivamente tali che W = W, U W, = U§:1 Wi UUj—y Wan.
Abbiamo dunque scritto W come unione finita di varieta irriducibili, che &
assurdo.
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2. Supponiamo ora che V' = U_,V; = Ui;_;W; siano due decomposizioni
minimali di V. Allora, V; = V;NV = Uj_;(V; N Wj) per ogni i = 1,...,r.
Dato che V; ¢ irriducibile si deve avere allora che V; = V; N W, per qualche
jo € {1,...,s}. Allo stesso modo deduciamo che esiste un iy € {1,...,r}
per cui W;, = W;, N V. Pertanto avremo che per ogni ¢, V; € W; C V.
Dato che la decomposizione ¢ minimale dobbiamo allora aver che V; = W .
Scambiando i ruoli delle decomposizioni arriviamo a concludere che r = s
e che le due decomposizioni sono uguali a meno di una permutazione degli
indici.

Concludiamo questa parte con un’osservazione sugli ideali associati alle
varieta costituite da un solo punto.

T. 59.Sia V, = {a = (a4, ..., a,)} una varieta costituita da un solo ao € K";
allora I(V,) = (z1 — aq, ..., 2, — a,) = M, & un ideale massimale.

Dimostrazione T. 59 Sia f € A; dividendo f per i polinomi x; — a; otte-
niamo che f(z1,...,2,) =Y, hi(x; — a;) +r, con r € K; dal momento che i
polinomi x; — a; sono una base di Grobner per I’'ideale che generano, cf. T.43,
feI(V,) seesolose f(a) =1 =0, ovvero quando f € (x1—ay,...,T,—ay).
L’ideale m, & massimale: consideriamo ¢, : K|[z1,...,z,] — K I'omomorfi-
smo surgettivo di valutazione dato da ¢, (f(x1,...,z,)) = f(a1,...,a,). Dal
momento che K ¢ un campo si ha che m, = Ker ¢, ¢ massimale.

Per quanto appena visto, ad ogni punto o = (ay,...,a,) € K" corrisponde
un ideale massimale di K|x1,...,x,]. E immediato osservare che in generale
non vale il viceversa, basta considerare I'ideale (2? + 1) C R[z|, per cui non
esiste a € R tale che o +1 = 0.

3.2 Il risultante

Sia A un dominio di integrita e siano f = Y " a;z’ e g = Y i bz’ due
polinomi in Alzx] non entrambi costanti di gradi m ed n rispettivamente.
Definiamo matrice di Sylvester di f e g come la matrice (m +n) x (m +n)
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(am 1 a0 0 \ )
0 a, a,-1 ap .-
0
0 0 Ay, Ap—1 ** 0 =" ag J
SYILf9) =1, -« b by O - --. 0o |
0
- ¢ m
0o --- o b, -- by by O
\0 | T bo) )

Per l'origine di questa matrice e la sua connessione con 1’esistenza di fattori
comuni tra f e g, cf. [CLS, Chapter 3, §5].

Definiamo il risultante di f, g come Ris(f, g) = det (Syl(f, g)).
Se f,g € A poniamo per definizione Ris(f,g) = 1.
Osserviamo che se m > 0, n = 0, otteniamo la matrice m x m diagonale

con g = by sulla diagonale, per cui Ris(f,g) = b{'. Analogamente, se m = 0,
n > 0, Ris(f,9) = ag.

Proprieta del risultante /I
T. 60. 1. Ris(f,g) € A;

2.Ris(f,9) = (=1)""Ris(g, f);
3. Ris(af,g) = a" Ris(f,g) e Ris(f,bg) = b" Ris(f,g), per ogni a,b € A.

Dimostrazione T. 60 Tutte le affermazioni seguono immediatamente
dalle proprieta del determinante.

T. 61. Esistono polinomi F,G € Alx], con degF < degg e degG <
deg f, tali che
Ris(f,g9) = Ff + Gg.
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In particolare, Ris(f, g) € (f,g) N A.

Dimostrazione T. 61 Sommando all’'ultima colonna della matrice di Syl-
vester la colonna i-esima moltiplicata per ™"~ per ogni i = 1,...,m + n,
otteniamo

(@)

Ris(f, g) = det Syl(f, g) = det by by bo 2 lg(x)

\ b el
Sviluppando ora il determinante rispetto all’ultima colonna ¢ chiaro che f

risulta moltiplicato per un polinomio di grado al pit n—1 e g per un polinomio
di grado al pit m — 1, e che la somma di questi ¢ il risultante cercato.

Esempio 3.2.Sia f = az?® + bz + ¢ € Q[z], a # 0 allora
a b c

Syl(f, f)=1(2a b0 e Ris(f,f) = —a(b® — 4ac) ,
0 2ab

quindi Ris(f, f) = 0 se e solo se f e f’ hanno una radice in comune, ossia se
e solo se f ha una radice doppia.

La proprieta osservata nell’esempio precedente e un caso particolare di un’im-
portante proprieta di Ris(f,g). Per dimostrare le proprieta fondamentali
del risultante abbiamo bisogno di alcuni fatti, che includiamo nel seguente
enunciato.

T. 62. Siano m un intero positivo, Y = y1,...,y, indeterminate, e f,,(z) €
AlY][x] ~ A[Y, z] il polinomio

fm($) = H(:L‘—yl) — Zagm)xi'

.
—
~.
I
jen)}

Allora
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(m)

1.1 coefficienti a;, ~ sono funzioni lineari in y;, per ogni j =1,...,m;

2. aETl_l)(yl, e Yme1) = az(.m)(yl, ey Ym-1,0), per 0 < ¢ < m; inoltre

a’(()m)(yh"'aym—lao) :07 .
3. dato un polinomio g = Y1 bz’, b € A C A[Y], si ha

Ris(fm(x), 9(2)) = g(ym) Ris(fm-1(2), 9(x)) € A[Y].

Dimostrazione T. 62 1. 1 coefficienti di f,, sono le funzioni simmetriche

elementari nelle variabili yq, ..., ¥, e quindi si ha:
ap) =15
ay = —(y1+ -+ Y
(m) . :
A9 = Y1Y2 + +* + Ym—1Ym;

™

(m)
2. Scrivendo f,(x) = fr_1(x)(x — y,,) otteniamo che, per ogni i > 0,

"y ymt) — yma™

(=)™ 1192+ * Yim;

da cui segue che ogni a; " ¢ lineare in ogni variabile y;.

Y- ymr) = a"(

Yty Ym—1, Ym)
Valutando per y,, = 0, si ottiene

(m—1) (m)(

a; 4 (yla"'vym—l) = a; yla"'aym—bo))

come volevamo. L’affermazione per ¢ = 0 ¢ ovvia dal punto 1.

3. Consideriamo la matrice di Sylvester

/a%n) e @(()m) \
) am L gm)
SYl(fma g) _ bn ce bl b() :
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7

Moltiplicando la colonna i-esima della matrice per y™*"~" e sommando il
risultato all’ultima colonna per ogni ¢ =1,...,m+n — 1, dalle proprieta del

determinante e da f,,(y,,) = 0 discende che:

det

Chiamando M quest’ultima matrice, abbiamo provato che Ris(f,,¢)

\

b, -

Ris(fn, g) = det

agm 0 \
a,ﬁ@” ) 0

b bo YT g(ym)

(..

b o(ym)

9(ym) det M.
Ora, dato che A & un dominio, avremo che deg, (Ris(fy,,g)) = deg, (9(ym))+
deg, (det M); allora, visto che deg, (Ris(fn,g)) < n, per il punto 1 e
deg, (9(ym)) = n, si deve avere deg, (det M) = 0, quindi possiamo valu-
tare y,,, in 0, senza modificare det M. Usando il punto 2 si ottiene allora

che

det

(a

m—1

(m—1)

a0 - 0)
af;n_ _11) : 0
b by

0
bn 1)

agm)

(m)

am

b1 bo

bn

= g(ym) det

ygz_lfm(ym)\

fm(ym)
Y~ 9(Ym)

g(y:m) )

S

DL gy g
a" M
b1 by

b,

y
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= Ris(fin_1,9), e cio conclude la dimostrazione.

Proprieta del risultante /II
T. 63.Sia A = K un campo e siano f = Y " ax’ e g = > . b’
polinomi in K[x], con a,,, b, # 0.

1. Siano aq, ..., € Bi,..., B, leradicidi f e g in K rispettivamente;
allora
Ris(f,9) = ai[[ates) = (0™ [[£(8) € K.
i=1 j=1

2. Ris(f,g) = ap,bi' [1; ;(ci — B;) € K.
3. Se K = K, Ris(f,g) = 0seesolose f e ghanno una radice in comune.

4. Ris(f,g) = 0 se e solo se f e g hanno un fattore comune di grado
positivo.

Dimostrazione T. 63 1. Dato che a,...,q,, € K sono le radici di f
allora f = a, [[,(z — oy) e Ris(f,g) = a Ris(f,g), ove f = [[",(z —
a;), per T.60.3. Quindi, applicando m volte T.62.3 a f e ¢, e valutando
il risultato in y; = aq,...,Ym = Qu, otteniamo Ris(f,g) = a’ [/~ 9(a) -
Ris(1,g(z)) = al, [T~ g(a;). Per ottenere l'altra relazione osserviamo che,
per T.60.2, Ris(f, g) — (—1)™ Ris(g, f) = (—1)™ b [T’y £(5).

2. Segue dal punto precedente, osservando che, da f = a,, [[-;(z — o),
discende che

H f(8;) = @ZZH H(ﬁj —a;) = (—=1)""ay, H H(Oéi — B;) -

3. Segue immediatamente dalle relazioni dimostrate in 1.
4. Basta osservare che se @ € K ¢ una radice comune di f e ¢ allora il suo
polinomio minimo h € K[z] divide sia f che g.

Concludiamo questa parte con un’osservazione che ci sara utile nella
dimostrazione del teorema di estensione T.65.
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T. 64. Siano f, g polinomiin A = K|z, ...,z di grado in x; rispettivamente
m e n. Se esiste 8 = (ag,...,as) € K1 tale che f(x1,8) e g(z1, ) hanno
ancora grado in xp rispettivamente m e n allora

Rng;l(f, g)(ﬁ) = Rism(f(xhﬁ)?g(xl?ﬁ))'

Dimostrazione T. 64 Sia h = h(xa,...,x5) = Ris; (f,g), con f=>",
ci(ze,. .., x5)xt, g = Z;'L:o di(xa, ..., zs)x}. Allora

(Cm(ﬁ) Cm—l(ﬁ) 00(6) 0 0 \
0 cnlB) ema(B) - o alB) :
: . 0
0 0 Cm(ﬁ) Cmfl(ﬁ) CO(B)
h(5) = det d,(8) - di(B)  do(B) 0 0
0 . . . .
0 0 (B - (B d(s) O
\ 0 0 (B o () do(B) )

e dalla nostra ipotesi discende che questo determinante e proprio quello della
matrice di Sylvester di f(x1,03) e g(x1, 5).

3.3 Il teorema di estensione

Prima di dimostrare il teorema di estensione ricordiamo i seguenti fatti. Un
campo K algebricamente chiuso e infinito; infatti se fosse finito, diciamo
K = {ai,...,a}, il polinomio [[._;(x — a;) + 1 non avrebbe soluzioni in
K, che ¢ assurdo. Di conseguenza e facile verificare che un polinomio in n
variabili a coefficienti in un campo algebricamente chiuso ¢ non nullo se e solo
se esiste v € K™ tale che f(a) # 0.

Sia I = (f1,...,fs) un ideale di A = K|xy,...,,]. Allora la varieta asso-
ciata ad I corrisponde all'insieme delle soluzioni del sistema X' = {f; = 0 :
i=1,...,s}. Siano ora k un intero fissato, con 1 <k <n—1, e [} il k-esimo
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ideale di eliminazione di I. Chiamiamo (axi1, ..., a,) una soluzione parziale
del sistema quando (agi1,...,a,) € V().

Teorema di estensione delle soluzioni
T. 65. Siano K = K un campo algebricamente chiuso, I = (fi,..., fs)
un ideale di A e I1 = IN K|zy,...,x,] il primo ideale di eliminazione di
I. Per ognii=1,...,s, scriviamo

fi = ci(za, . .. ,xn)levl + fi con deg,, fi < N; e c; € K[z, ...,2,] \ {0}

Sia 8 = (ag, ..., a,) € V(I1) una soluzione parziale; se 8 &€ V(cq,...,cs),
allora esiste a; € K tale che (a1, 8) = (a1,a9,...,a,) € V(I).

Dimostrazione T. 65 Consideriamo I = (f, g), con
f:dlxll+...+d0, g=enr + ...+ e,

ove dy,...,dj, €0, ... em € Klrg, ..., x,], dj, e, # 0. Per ipotesi esiste una
soluzione parziale 5 = (as, ..., a,) € V(I) tale che d;() # 0 oppure e,,(3) #
0. Trattiamo prima il caso in cui entrambi siano diversi da zero; sia h =
h(za,...,x,) = Ris,, (f,g). Da T.61 discende che h € Kz, ..., x,] NI = 1.
Dunque, dato che 8 € V(I3), si ha h(8) = 0. Dal momento che d;(5) e e, (5)
sono diversi da zero, f(x1,0),¢g(z1, ) hanno ancora grado [ e m e dunque
da T.64 segue che 0 = h(B) = Ris,, (f(x1,5),9(x1,5)). Da T.63.2 segue
allora che f(z1, ) e g(x1, $) hanno una radice comune ay, ovvero f(ay, ) =
g(ay, B) = 0; questo mostra che (ay, 3) € V(I) ¢ 'estensione della soluzione
parziale cercata.

Supponiamo ora che d;(8) = 0 ed e,(8) # 0, l'altro caso sara del tutto
analogo. Consideriamo il polinomio p = x{g + f, dove r € scelto in modo tale
che deg, (21g+ f) > deg, (f). Allora I = (f,g) = (p, g); dato che lc(p) = e,
in questo modo ci si riconduce al caso precedente, e la dimostrazione di questo
caso e completa.

Caso generale| Sia = (as,...,a,) € V([1) una soluzione parziale e con-
sideriamo l'omomorfismo di valutazione ¢: A — Klx1], f(x1,...,2,) —
f(x1, B), che & surgettivo. Avremo allora che ¢(I) e un ideale di K[x1], che
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¢ PID, pertanto ¢(I) = {f(z1,8): f € I} = (g9(z1,8)) per qualche g € I.
E sufficiente dimostrare che g(z1, 3) ha almeno una radice e, dato che K ¢

algebricamente chiuso, bastera allora provare che g ¢ K*. Infatti, sia a; una
radice di g(x1, #); dato che g(z1, ) genera ¢(1), da cio segue che f(ay, 5) =0
per ogni f € I, e dunque (a1, 5) € V(I) e 'estensione cercata della soluzione
parziale (3.

In primo luogo osserviamo che g(x1, 8) # 0. Infatti, dato che 8 € V(cq, . . ., ¢s),
esiste un ¢; tale che ¢;(5) # 0. Il polinomio f; corrispondente avra allora grado
in x1 positivo dato che 5 € V(I); infatti se fosse N; = 0 avremmo f; = ¢; con
fi= fi(za,...,zn) € [1 € 0 = fi(B) = c;(B8) # 0. Pertanto 0 # o(fi) € (1)
In particolare g # 0 e, per concludere la dimostrazione, e sufficiente applicare
il caso s = 2 all'ideale J = (f;, g) con ( soluzione parziale in V(.J;).

3.4 Il Nullstellensatz e le sue conseguenze

Come nella sezione precedente assumiamo che K = K sia algebricamen-
te chiuso. Nel seguito e utile ricordare che, dato un termine cX?, con a =
(a1,...,a,) € N* e c € K*, il suo grado (totale) & la quantita |a| =" a;.
Un polinomio si dice omogeneo se risulta essere somma di termini tutti dello
stesso grado. Piu formalmente, un polinomio f = f(xy,...,x,) si dice omo-
geneo di grado d se f(twi,tws,. .., tx,) = tif(x1,...,2,). “Collezionando” i
termini dello stesso grado, ogni polinomio f € A si puo scrivere come somma
finita di polinomi omogenei tutti di grado diverso: il grado di f e il massimo
di questi gradi.

Nel seguente fatto serve solo che K sia infinito.

T. 66.5ia f € A = Klxy,29,...,2, un polinomio di grado N > 1;
allora esistono as,...,a, € K e un cambiamento lineare di coordinate
o: Klzy,..., 2, — Kly1, ..., y,] definito da

Tl +—— U
Ti—Y; +a;y; perognit=2,...,n

tale che o(f) = cy) + f' conce K* e deg, f' < N.
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Dimostrazione T. 66 Scriviamo f = fy + fnv-1+ ...+ fo, con ognu-
no degli f; omogeneo di grado totale i. Applicando ¢, si ha che p(f) =
f(y1,y2+asy1, . .., yn+ayy1). Osservando che un monomio X2, con Y1 a; =
N viene mappato in yy"(y2 + agy1)® - (Yo + any1)™
o(f) = fv(1,az,...,a,)yy + f', con deg, f' < N.

Dal momento che 0 # fy(xq,...,2,) = 2 fy (1 Lo, i—’;), allora, dato che

) )

, possilamo scrivere

il campo K ¢ infinito, esistono as, ..., a, € K tali che fx(1,a9,...,a,) =c #

0.

Teorema degli zeri di Hilbert
T. 67. [Nullstellensatz, forma debole] Siano K un campo algebricamente
chiuso e I C A = K|y, 9, ...,x,) un ideale; allora

V(I)=10 seesolose I =(1).

T. 68. [Nullstellensatz, forma forte] Siano K un campo algebricamente
chiuso e I C A = K|y, %9, ..., x,) un ideale; allora

L(V(I)) = VT.

Dimostrazione T. 67 E chiaro che se I = (1) allora V(I) = 0.
Dimostriamo il viceversa per induzione sul numero di variabili n. Se n = 1
allora K|x] € un PID, dunque I = (f) e poiché K ¢é algebricamente chiuso,
gli unici polinomi senza radici sono costanti e quindi I = (1).

Supponiamo la tesi vera per ogni ¢ < n e proviamo che vale per n. Sia
dunque I = (f1,...,fs) tale che V(I) = . Se f; € K allora la tesi vale.
Altrimenti supponiamo che f; abbia grado totale N > 1. Per T.66 esiste un
cambiamento lineare di coordinate ¢ tale che ¢(f;) = cyl¥ + f' con ¢ € K*
e deg, f' < N. Dal momento che ¢ & un isomorfismo, avremo che (1) &
un ideale di Klyi,...,y,] € V(p(I)) = (. Dal teorema di estensione segue
allora che V(p(I);) = 0; infatti se cosi non fosse, un elemento 5 € V(p(1)1)
verrebbe sicuramente esteso ad un elemento o € V(p(I)), poiché ¢ € K* e
V((c)) = 0. Dall'ipotesi induttiva segue allora che 1 € ¢(I); C ¢(I), e da
questo segue che 1 € I, come volevamo.
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Dimostrazione T. 68 L’inclusione vI C I(V(I)) ¢ sempre vera: infatti,
da T.55, VI CI(V(VI)) = L(V(I)).

Per l'inclusione opposta, sia f € I(V(I)). Consideriamo l'ideale J = (I,1 —
tf) C K[t,x1,...,x,] e proviamo che V(J) = {); in questo caso, dal teorema
degli zeri, forma debole, segue che 1 € J e dunque la conclusione discende
dal test di appartenenza al radicale T.54. Sia dunque o = (b, 3) € K", con
B =(ai,...,a,) € K" Ora, se g € V(I), allora f(8) =0e (1 —tf)(b,5) =
1 —0bf(B) = 1; da cio si conclude che a € V(J). Se invece § & V(I), esiste @
per cui f;(8) # 0; allora, pensando f; come un polinomio in K[t, 1, ..., 2,)
che non dipende da t, avremo che f;(b, 8) # 0, ovvero anche in questo caso

a g V(J).

Il teorema degli zeri ha alcune immediate conseguenze. La prima che ripor-

tiamo ¢ la caratterizzazione degli ideali massimali in K|z1, ..., x,], quando
K = K, cf. T.59.

T. 69. Sia K = K un campo algebricamente chiuso. Alloram C K|y, ..., 2]
¢ un ideale massimale se e solo se esiste « = (a1,...,a,) € K" tale che
m=(x; —ay,...,T, — a,).

Dimostrazione T. 69 Abbiamo gia visto in T.59 che un ideale della forma
(x1—ai,...,T,—ay) & massimale. Proviamo dunque che se K = K vale anche
il viceversa. Sia m C K|[zy,...,z,] un ideale massimale. Dalla forma debole
del Nullstellensatz discende che V(m) # ; esiste quindi o € V(m). Da questo
segue che

(x1 —ay,..., 2, —a,) =I({a}) D I(V(m)) = v/m =m,

ove la penultima uguaglianza e data dalla forma forte. La tesi segue dalla
massimalita di m.

T. 70.Sia K = K. Per ogni ideale ] C A = K[x1,...,x,], 'insieme
Min(I) dei primi minimali contenenti I & finito. In particolare, /T si
scrive come intersezione finita di primi di A.
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Dimostrazione T. 70 Consideriamo V(I) = V(VI), per T.55.8, e sia
V(I) = V4 U...UYV, una sua decomposizione minimale in sottovarieta irri-
ducibili. Passando agli ideali associati, per la forma forte del Nullstellensatz,
avremo che

VI=IVI)=I(V,u...uV,)=I(V)n...nI(V,) .

Grazie a T.57 possiamo concludere che abbiamo scritto v/T come intersezione
di un numero finito di ideali primi. Poiché la decomposizione della varieta e
minimale, tale intersezione ¢ anch’essa minimale, ovvero non ci sono inclusioni
tra i primi che intersechiamo. Infine, ricordando che un ideale € minimale su
I se e solo se ¢ minimale su v/1, da T.12.2 e T.14 deduciamo che tali primi
sono tutti e soli gli elementi Min(7).

Vedremo pero piu avanti che questa proprieta e vera in generale per ogni
ideale in un anello noetheriano, cf. T.154 e T.159; a posteriori quindi, nel
caso dell’anello dei polinomi, I'ipotesi che K = K puo venire rimossa.

3.5 Sistemi di equazioni polinomiali

Vediamo in questa sezione un’applicazione del teorema degli zeri al problema
della risoluzione di sistemi di equazioni polinomiali. Siano X' = {f; = 0: ¢ =
1,...,s} un sistema di equazioni polinomiali, con f; € A = K[xq,...,x,],
I = (f1,...,fs) e G una base di Grobner di I rispetto ad un qualunque
ordinamento monomiale fissato.

Test di risolubilita di un sistema polinomiale

Il sistema ¥ ha soluzione in K se e solo se I # (1), cio¢ se e solo se

1¢G.

Infatti, X ha soluzioni se e solo se V(I) # (), cioe se e solo se I # (1) per il
teorema degli zeri, e possiamo controllare se questo sia vero grazie alle basi
di Grobner.

Una volta accertata 1’esistenza o meno delle soluzioni del sistema ' vorremo
determinare di quante soluzioni si tratta, ovvero trovare la cardinalita di

V(I).
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T. 71.Siano K = K e I = (G) C A = K[x,...,x,], ove G & una base
di Grobner di [ rispetto ad un ordinamento fissato. I seguenti fatti sono
equivalenti:

1. V(I) ¢ finita.
2. Esistono ¢; € N e g;, € G tale che Im(g;,) = «}" per ognii =1,...,n.
3. Il K-spazio vettoriale A/I ha dimensione finita, i.e. dimg(A/I) < oo.

Dimostrazione T. 71 Dimostriamo che 1 = 2 = 3 = 1.

1. = 2. Se V(I) = 0, allora dalla forma debole del Nullstellensatz avremo
che I = (1),1 € Gea? =1 per ognii=1,...,n Altrimenti, sia V(I) =
{a1,..., 05}, con a; = (aj1,...,a;,) € K" per ogni j = 1,...,s. Per ogni
i =1,...,n consideriamo allora il polinomio f;(X) = [[;_; (% — a;;); avremo
che fi(a;) = 0 per ogni j = 1,...,s, e pertanto f; € I(V(I)) = /T per la
forma forte del Nullstellensatz. Allora, per ogni ¢ = 1,...,n esiste d; € N tale
che f% € I; il suo leading monomial, che & 2%, sta in Lt(I) = Lt(G), e da
cio segue che per ogni @ = 1,...,n esiste un elemento g;, di G il cui leading
monomial & Im(g;,) = x}', per qualche ¢; € N, con ¢; < sd;.

2. = 3. Alla luce di T.50.1, ¢ sufficiente dimostrare che I'insieme B = {X? :
Im(g)f X?, per ogni g € G} & finito. Ora, se X?* € B, dallipotesi discende

che a; < ¢1,...,a, < ¢y, € pertanto il numero di tali a = (aq,...,a,) € N" &
finito.
3.= 1.Siad = dimg A/I. Per ognii = 1,...,n, l'insieme {1,7;,...,7;9} ¢ un

insieme di vettori linearmente dipendenti; esiste pertanto una combinazione
K-lineare non banale nulla Z?:o bi;Ti/ = 0. Pertanto Z;l:o bl € I NK[x]
per ogni ¢ = 1,...,n. Sia ora o = (ay,...,a,) € V(I); per quanto appena
visto ogni a; deve essere radice di un polinomio in una variabile non nullo, e
quindi per ogni ¢ ci sono solo un numero finito di possibilita. Da cio possiamo
concludere che gli elementi di V(I) sono in numero finito.

Osserviamo che nella dimostrazione K = K ¢ stato usato solo in 1 = 2.
Senza l'ipotesi di K algebricamente chiuso vale anche 3 = 2.
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T. 72.Siano K = K e V(I) finita. Se I & radicale allora |V(I)| =
dimg A/I; inoltre I ¢ un ideale zero dimensionale, i.e. dim(A/I) = 0,
e l'anello A/l ¢ somma diretta di un numero finito di campi.

Dimostrazione T. 72 Se K = K, V(I) = {a,...,a,} ¢ finita e I &
radicale, allora I = T =I(V(I)) =I({ay,..., o)) = N, I({a;}), e quindi
da T.69 discende che I = N;_;m,,. Dato che tali ideali sono massimali e
dunque comassimali avremo

S
AT =A) N my, = Afmg, - -mg, ~ | [ A/ma, ~ K°.
i=1

In questa situazione 'anello A/I & un anello noetheriano - poiché gli ideali
in A/I sono in corrispondenza 1:1 con gli ideali di A che contengono I, e tutti
gli ideali di A sono finitamente generati - di dimensione 0. L’anello A/[ risulta
essere allora somma diretta finita di anelli locali noetheriani di dimensione 0.
Questo e un fatto che vale piu in generale, cf. T.168 e T.171.

Sappiamo che, in generale, I C v/I. Sia > un ordinamento fissato. Grazie
a T.50, sappiamo che dimg(A/I) = dimg(A/Lt(1)) > dimg(A/Lt(V1)) =
dimg(A/VT), ove la disuguaglianza ¢ dovuta al fatto che Lt(1) C Lt(v/1).
Inoltre, per T.48, vale I'uguaglianza se e solo se [ e radicale. Per quanto
riguarda la dimensione di Krull invece, da T.14 discende che dim(A/I) =
dim(A/+/T), pertanto I & zero dimensionale se e solo se v/T & zero dimensio-
nale.

Osservazione 3.3.5¢ K = K e V(I) ¢ finita o, equivalentemente
dimg (A/I) ¢ finita, allora

V()] = [ V(VD)| = dimg(A/VT) < dimg(A/I) < o0

Inoltre I € un ideale zero dimensionale.

Ora,se K C Kel = (fl,.. , fs), avremo che V(I) = {a € K": fij(«a) =
OZ: } {ozGK fz():O,z:l,,s}:Vf({flz:
Vi

3}) (IK[X]). Pertanto, se la varietd dei punti nella chiusura
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algebrica di K e finita, sicuramente lo ¢ anche la varieta di partenza V([I).
In questo caso avremo

V(D)] < | VRUR[X])| < dimg(K[X]/TE[X]) = dimg (K[X]/]) < oc.

Come si giustifica 'ultima uguaglianza? Possiamo concludere anche in
questo caso che A/I & zero dimensionale ?

3.6 Approfondimento: topologia di Zariski

T. 73.5ia X = K" lo spazio affine. Diciamo che Y e un chiuso di X se
Y ¢ una varieta affine, e A e un aperto di X se il suo complementare ¢ un
chiuso. Sia 7 la famiglia degli aperti di A; allora 7 € una topologia su X detta
topologia di Zariski .

Dimostrazione T. 73 Tutto lo spazio X = V((0)) e I'insieme vuoto () =
V((1)) sono chiusi. Inoltre ¢ facile verificare, come nella dimostrazione di
T.55 punti 5. e 6., che I'unione finita di chiusi e chiusa e che l'intersezione di
una famiglia qualsiasi di chiusi € un chiuso.

Siano ora S un sottoinsieme di K" e I(S) = {f € A: f(a) =0, per ogni «a €
S}; osserviamo che I(S) ¢ un ideale e consideriamo la varieta S = V(I(S)).
Chiamiamo S chiusura di Zariski di S, alla luce del seguente risultato.

T. 74. La varieta S = V(I(S)) & la piu piccola varieta affine che contiene S.

Dimostrazione T. 7/ Dalla definizione discende immediatamente che S
e una varieta affine che contiene S. Se poi W O S & una varieta che contiene
S, allora I(W) C I(S), da cui segue che W = V(I(W)) D V(I(S)) = S e
dunque S ¢ I'intersezione di tutte le varieta affini che contengono S.

T. 75. [Teorema di chiusura] Siano K = K, I C A un ideale, I il k-
esimo ideale di eliminazione di I, V = V(I) e 7, : K* — K" la
proiezione sulle ultime n — k coordinate, m(ay, ..., a,) = (Qgi1,---,an)-
Allora
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‘ (V) = V(Iy). ‘

Dimostrazione T. 75 Siano f € I e a = (ay,...,a,) € V, allora f
si annulla in a e f = f(2pq1,...,2,). Dunque f(a) = flaptr,...,a,) =
f(mi(e)) = 0, ovvero f si annulla su tutti i punti di m(V). Abbiamo allora
provato che (V) C V(I;), e da T.74 segue la prima inclusione.

Viceversa, sia f € I(m(V)) C Klxgy1,...,2,): per ogni a € V, se consi-
deriamo f come polinomio in A, si ha f(a) = f(age1,-..,a,) = 0. Quin-
di f € I(V) = VI per la forma forte del Nullstellensatz, ed esiste allora
un intero m tale che f™ € I N K[xgy1,...,2,] = Ip. Da questo segue che
f € VI, e dunque I(m(V)) C /1. Passando alle varietd avremo allora
V() = V(VIT) € V(I(m(V)) = (V).

T. 76. Sia V una varieta affine e sia W C V una sottovarieta; allora

L. V=WuUWV\W);

2.V(I:J)DV({I)\V(J);

3. se K = K ¢ algebricamente chiuso e I ¢ radicale allora,

V(I : ) =V(D\ V).

Dimostrazione T. 76 1. Datoche V 2 W,V \ W allora avremo anche che
V O V\ W e linclusione “2” ¢ verificata. Per I'inclusione opposta avremo

V=WUWV\W)CTWu(V\W).

2. Ci basta provare che I : J C I(V(I) \ V(J)): infatti la tesi segue subito
passando alle varieta. A questo scopo prendiamo un polinomio f € I : J
e un punto o € V(I)\ V(J). Allora avremo che fg € I per ogni g € J e
fla)g(a) = fg(a) = 0 per ogni g € J. Dato che a € V(J), esiste un g € J
tale che g(a) # 0, e pertanto f(a) = 0 per ogni tale a.

3. Come sopra, ci basta provare che I : J 2 I(V(I)\ V(J)). Sia allora
feI(V(I)\'V(J)) eg € J, bisogna verificare che fg € I = +/I. Il polinomio
fg si annulla su ogni a € V(I) poiché un tale o annulla f se & in V(1) \ V(J)
o annulla g altrimenti. Per il Nullstellensatz allora fg € I(V(I)) = VI, come
desiderato.
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Dotiamo ora lo spettro di un anello A, Spec A, di una topologia. Siano
X = Spec A ed E un sottoinsieme di A: definiamo

V(E)={p € SpecA : E C p}.

Topologia di Zariski
T. 77. Siano E, E" C A sottoinsiemi e I, J, I, C A ideali; allora
LV({0}) = X, V(4 ) 0;
2.F CFE — V )2 V(E
3. V(E) = —y (
4. V(1)U V(J) V(InJ) ([J) (Unione finita);
5.MN, V(L) = (Ua I,) (Intersez10ne qualunque).

Possiamo allora definire topologia di Zariski su X la topologia i cui chiusi
sono gli insiemi V(F), con E sottoinsieme di A.

Dimostrazione T. 77 Chiaramente X = V({0}) e ) = V(A) e quindi
X e ) sono chiusi; il punto 2. & ovvio. Osserviamo poi che, dato che (E)
¢ il piu piccolo ideale che contiene F, ogni primo che contiene E contiene
anche (F) e \/(E) = ((z)cp - Quindi per ogni sottoinsieme E' di A, si ha
V(E) =V((F)) = V(y/(F)), dunque basta considerare gli insiemi V(1) con
I ideale radicale di A.

Per provare che I'unione finita di chiusi ¢ un chiuso dimostriamo il punto 3.,
la tesi per un’unione finita segue poi facilmente. Da IJ C INJ C I, J segue
VIJ)2vInJ)2V(I)uV(J).

Ricordiamo ora che se I N J C p allora I C p oppure J C p, cf. T.12.2, e se
IJ Cypalloral CpoJCp, per definizione di ideale primo. Da cio si deduce
che V(I)UV(J) D2 V(INJ)eV(I)UV(J) D V(IJ), e abbiamo dimostrato le
uguaglianze volute.

Infine, p O |, I, se e solo se p D I, per ogni a, cioe se e solose p € (), V(La).

T. 78. Siano A un anello e X = Spec A dotato della topologia di Zariski;
allora gli insiemi
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Xy=X\V{/}) ={peX: fé&p}
sono una base di aperti per X.

Dimostrazione T. 78 Bisogna verificare che ogni aperto X \ V(1) si scrive

come unione di Xy. Da T.77.4 segue che V(I) = [ V(f), e dunque
fel

X\ V(1) X\(ﬂv ) v = U x;
fel fer fel

T. 79. Siano A un anello e X = Spec A dotato della topologia di Zariski;
allora X & compatto.

Dimostrazione T. 79 Uno spazio topologico X ¢ compatto se e solo se
da ogni ricoprimento aperto formato da aperti della base si puo estrarre un
sottoricoprimento finito. Sia

X=JXp =X\ V() =X\ V() =X\

ac/ ac ac ac/
Allora V(U {fa}) = 0, ossia gli {f.}aca generano A. Pertanto esiste un
acld

sottoinsieme finito A" C A ed elementi gy € A, tali che 1 = > ,_ 1, g f)r. Da

cid segue che V(U {fa}) =0 e quindi X = |J Xy, ossia {Xp: A€ A} e
red Aed!
un sottoricoprimento finito.

T. 80. Siano A un anello e X = Spec A dotato della topologia di Zariski; sia

Y C X e Y la sua chiusura. Allora Y = V() p).
pey

Dimostrazione T. 80 Dato che Y ¢ chiuso, avremo che Y = V(I) con [
ideale di A. Chiaramente si haY C V() p), perchéseq € Y alloraq 2 ) p

peY peY
e quindi g € V() p). Inoltre V(I) 2 V([ p): basta infatti verificare che
peY pey
I C () pequesto e vero perché pe Y C V() = p D I.
peY

Dunque Y € V() p) € V(I) =Y e passando alla chiusura si ha la tesi.
peY
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T. 81. Siano A un anello di dimensione positiva e X = Spec A dotato del-
la topologia di Zariski; allora X e uno spazio topologico Ty ma non 7i. In
particolare, X non e uno spazio di Hausdorff.

Dimostrazione T. 81 Usando T.80, deduciamo che se p € primo allora
{p} = V(p) e quindi {p} = {p} se e solo se p & massimale. Quindi X non &
11, in quanto sono chiusi solo certi punti di X, ma non tutti perché se tutti
i primi fossero massimali A avrebbe dimensione 0. A fortiori, X non e T5.
Proviamo che X e Tj. Consideriamo pq,ps due punti distinti di X. Allora
esiste, ad esempio, f € p; e f & pa e quindi Xy = X \ V(f) € un aperto che
contiene ps € non p;.

T. 82.5ia ¢ : A — B un omomorfismo di anelli; allora ¢* : SpecB —
Spec A data da ¢*(q) = ¢~ '(q) ¢ continua.

Dimostrazione T. 82 Sappiamo che la contrazione di un ideale primo e
un ideale primo e dunque la funzione ¢* e ben definita. Poniamo X = Spec A
e Y = Spec B e proviamo che la controimmagine di un aperto della base di
X ¢ aperta in Y verificando che se f € A, allora (¢*)"1(X;) = Yy5). Infatti,
abbiamo che

(@) ' (Xp)={aeY : ¢(q) € Xy} ={acY : f&d (1)}
={geY : fgo @} ={acY : o(f) &a}=Yyy.

T. 83. Sia N (A) il nilradicale di A; allora X e Spec(A/N(A)) sono omeo-
morfi.

Dimostrazione T. 83 Per lesercizio precedente 7* : Spec(A/N(A)) —
Spec A indotta da w : A — A/N(A) é continua. Inoltre 7* & biunivoca,
dato che 7 stabilisce una corrispondenza biunivoca tra gli ideali (primi) di
AJN(A) e gli ideali (primi) di A che contengono N(A), cioe tutti gli ideali
primi di A. Dato che 7*(V(1I)) = V(7 !(I)) per ogni ideale I di A/N(A),
allora 7* € chiusa e quindi un omeomorfismo.

T. 84. X ¢ irriducibile come spazio topologico se e solo se N(A) & primo, i.e.
se e solo se | Min A| = 1.
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Dimostrazione T. S/ Ricordiamo che uno spazio topologico X si dice

irriducibile se e solo se per ogni coppia di aperti non vuoti A, B C X si ha

AN B # 0 o, equivalentemente, se e solo se per ogni aperto A # () si ha

A=X.

Per il risultato precedente possiamo supporre che I'anello A sia ridotto, ossia
(0) = (0) e provare che X ¢ irriducibile se e solo se (0) ¢ primo.

Siano f,g € A tali che fg = 0: allora

XN Xy=(X\V()N(X\V(g9) =X\ (V(f)uV(g))
= (X \V(fg)) =X\V(0)=0.

Se X ¢ irriducibile allora X; = () oppure X, = 0, ossia V(f) = X oppure
V(g) = X. Questo equivale a dire che per ogni primo p, f € p e quindi
feN(A) = (0) o, analogamente, g = 0.

Viceversa supponiamo che (0) sia primo e siano X — V(I) e X — V(J) due
aperti non vuoti. Dato che V(I) # X e V(J) # X si ha che I # (0) e J # (0)
e quindi (0) € (X — V(1)) N (X — V(J)), ossia 'intersezione ¢ non vuota.



Moduli

4.1 Moduli e sottomoduli: definizioni e prime proprieta

Sia A un anello. Un insieme M si dice un A-modulo se (M, +) & un grup-
po abeliano ed esiste un’applicazione di prodotto esterno -: A x M — M,
(a,m) — a-m = am tale che, per ogni a,b,c € A e per ogni m,n € M si
abbia:

i) (a+b)m = am + bm;

ii) a(m +n) = am + an;

ii1) (ab)ym = a(bm);

iv) 1am = m.

Esempi 4.1. 1. Ogni anello A & naturalmente un A-modulo con I'operazione
di prodotto esterno data dalla moltiplicazione, o prodotto interno, di A.

2. Sia A un sottoanello di B; allora A x B — B data dalla moltiplicazione
di a per b come elementi di B verifica le proprieta richieste e quindi B € un
A-modulo.

3. Quando A = Z un A-modulo e esattamente un gruppo abeliano.

4. Quando A = K e un campo, un A-modulo e esattamente un K-spazio
vettoriale.

Dato un A-modulo M, un sottoinsieme N C M si dice A-sottomodulo di M
quando

i) (N,+) ¢ un sottogruppo di (M, +);
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it) N e chiuso rispetto al prodotto esterno: per ogni a € A e per ogni n € N,
si ha che an € N.
Un modulo si dice semplice se non possiede sottomoduli non banali.

Esempi 4.2.1. {0} ¢ un sottomodulo di qualsiasi modulo, scriveremo sem-
plicemente 0.

2. I sottomoduli dell’A-modulo A sono tutti e soli gli ideali di A.
3. Dato un A-modulo M, per ogni ideale I C A, I'insieme

IM = {Zaimi: a; € I, m; € M, per qualche s € N}
i=1

¢ un sottomodulo di M.

Dato un sottomodulo N di un A-modulo M, si puo definire in modo naturale
una struttura di A-modulo sul gruppo quoziente M /N definendo am = am,
per ogni a € A e m € M/N.

Inoltre dato un ideale I C A, sul modulo quoziente M /I M, oltre alla struttura
di A-modulo, si puo definire anche una struttura di A/I-modulo ponendo
am = am, per ogni a € A/l em € M/IM. 11 lettore avra cura di verificarne
la buona definizione, cf E.112.

Restrizione di scalari

Siano f: A — B un omomorfismo di anelli e M un B-modulo. Possiamo
dotare M di una struttura di A-modulo tramite f, ponendo

cAXM— M, (a,m)— fla)m.

Si dice allora che M & un A-modulo per restrizione di scalari tramite f .

Questa definizione generalizza quanto visto nell’Esempio 4.1.2 dove A C B,
M =B e f e l’omomorfismo dato dall’immersione di A in B.
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Operazioni fra sottomoduli

Sia { M}, }hey una famiglia qualsiasi di sottomoduli di un A-modulo M,
allora i seguenti insiemi:

- Somma di sottomoduli
Z M;, = {Z apmp: ap € A,my € My, a, =0 per quasi ogni h}
heH h

- Intersezione di sottomoduli

th:{mEM: m € M}, per ognih}
h

sono sottomoduli di M.

E facile verificare che i sottoinsiemi di M sopra definiti sono effettivamente
A-sottomoduli di M. E utile ricordare che in generale 'unione di sottomoduli
non e un sottomodulo, a meno che essi non siano contenuti uno nell’altro in
catena.

Dato che il prodotto fra elementi di un modulo non e definito non vi & un
analogo del quoziente di ideali; si considera invece il seguente insieme.

Siano M un A-modulo e N, P sottomoduli di M. Si definisce l'insieme
N: P ={ae€ A:aP C N}. In particolare se N = 0 allora 0 : P viene
denotato anche con Ann P e viene chiamato l’annullatore di P.

E facile vedere che N : P e, in particolare, Ann P sono ideali di A, cf. E.115.

T. 85. Siano M un A-modulo e I C A un ideale; se I C Ann M si defi-
nisce su M una struttura di A/I-modulo in maniera naturale, tramite il
prodotto esterno am = am, per ognia € Aem € M.

Dimostrazione T. 85 L’unica cosa da verificare e la buona definizione del-
I’operazione, essendo le condizioni di linearita sicuramente soddisfatte: dob-
biamo provare che per ogni a,b € Ataliche@ =b € A/l siha am =bm € M
per ogni m € M. Questo & vero se e solo se (a — b)m = 0, i.e. quando
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a—b € Ann M e cio e garantito dal fatto che a — b € I C Ann M, per
ipotesi.

Questa estensione risulta particolarmente utile nel caso in cui [ sia un ideale
massimale: in tal caso infatti si puo definire su M una struttura di spazio
vettoriale.

4.2 Omomorfismi di moduli

Siano M, N due A-moduli. Un’applicazione f: M — N si dice omomor-
fismo di A-moduli se € un omomorfismo di gruppi ed e A-lineare, i.e. se, per
ognim,ne M e a€ A,

i) f(m+n) = f(m)+ f(n);

i) f(am) = af(m).

Se M = N un omomorfismo si chiama anche endomorfismo.

I1 modulo Hom4(M, N)
T. 86. L’insieme Homy (M, N) di tutti gli omomorfismi f: M — N di
A-moduli dotato delle operazioni

(f +9) (m) = f(m)+g(m), (af) (m) = a(f(m)),Vae€ AevVme M,

e un A-modulo.
Inoltre, per ogni A-modulo M vale che Homy (A, M) ~ M.

L’A-modulo Hom 4 (M, M) degli endomorfismi di M si denota con End M.

Dimostrazione T. 86 Le proprieta della struttura di A-modulo sono
conseguenze immediate della definizione (verificarlo!).

Sia f: M — Homy(A, M) la funzione definita da f(m) = f,, dove
fm(a) = am. Tale applicazione ¢ A-lineare: infatti si verifica facilmente che

Flamy + Bma) = famyrm, © la funzione afu, + Bfu,, per ogni a,§ € A,
E iniettiva, infatti f(m) = 0 se e solo se f,, = 0, i.e. am = 0 per ogni
a € A; quindi, in particolare, per a = 1 si ottiene m = 0. E inoltre sur-
gettiva: ogni omomorfismo di A-moduli da A in M e individuato per A-
linearita dall’immagine di 1: se ¢ € Homa(A, M) ¢ tale che ¢(1) = m, allora

@me:f(m)-
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Dato un omomorfismo di moduli f: M — N, risultano definiti i seguenti
sottomoduli:

- Kerf={meM : f(m)=0};

- Imf=f(M)CN.

Definiamo inoltre il conucleo di f come il quoziente Coker f = N/Im f. E
immediato verificare che f e iniettiva se e solo se Ker f = 0 e f e surgettiva
se e solo se Coker f = 0.

Esempio 4.3.Siano a € A e M un A-modulo. L’applicazione di moltipli-
cazione per a, -a: M — M & un omomorfismo di A-moduli, e dunque un
endomorfismo di M. Il suo nucleo & {m € M: am = 0}, la sua immagine &
aM = (a)M, e il suo conucleo ¢ M/aM.

Teoremi di omomorfismo di moduli
T. 87.Siano M, N e P A-moduli.

I. Sia f: M — N un omomorfismo di A-moduli; allora
M/ Ker f ~ Im f.
II. Siano P C N C M; allora
(M/P)/(N/P) = M/N.
ITII. Siano N e P sottomoduli di M; allora

(N + P)/P ~ N/(N N P).

Dimostrazione T. 87 1. La dimostrazione ¢ analoga al corrispondente
teorema per anelli: si dimostra facilmente che la mappa f : M /Ker f — Im f
definita da f(m) = f(m) & ben definita ed ¢ un isomorfismo.

IT. Osserviamo dapprima che N/P & un sottomodulo di M/P; inoltre
f: M/P — M/N definito da f(m) = m & un omomorfismo ben defini-
to: infatti se m = 7 allora m —n € P C N em = n. E ovvio che f ¢
surgettivo; infine m € Ker f se e solose m =0, i.e.se me N em e N/P.

III. Consideriamo omomorfismo w0 j: N —s N + P — (N + P)/P, dove
j € ’omomorfismo di inclusione di N in N + P e 7 ¢ la proiezione canonica
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sul quoziente. Esso e chiaramente surgettivo. Sia n € N allora (7o j)(n) =
n =0 se e solo se n € N N P, dunque per il primo teorema di omomorfismo
(N+P)/P~N/(NNP).

Diamo ora alcune importanti definizioni, che generalizzano quelle ben note
nel caso di spazi vettoriali.

Generatori, insiemi liberi e basi
Sia M un A-modulo e sia S C M un suo sottoinsieme.

- L’insieme

k

(SYy=(S)a= {Z%’Sii a; € A s; €S, per qualche k € N} M
i=1

costituito da tutte le combinazioni lineari finite di elementi di S a coeffi-

cienti in A, € un sottomodulo di M che si chiama il sottomodulo generato

da S.

- Si dice che S e un wnsieme di generatori per M, e dunque che S genera
M, se (S) = M, ossia se per ogni m € M esistono ay,...,a; € A e
S1,...,8, € S tali che m = Zle @;S;.

- Si dice che S ¢ libero, e in tal caso i suoi elementi si dicono linear-
mente indipendenti, se per ogni ay,...,ar € Ae s1,...,s; € 5, tali che
Zleaisi =0 sihaa; =0, perognii=1,...,k.

- Un insieme di generatori libero di un modulo M si chiama base di M.

Dalla definizione di sottomodulo segue immediatamente che (S) ¢ il pin
piccolo sottomodulo di M che contiene S.

Dato M = (S), se S ¢ finito, allora M si dice finitamente generato; se
S = {s}, allora M si dice ciclico; se S ¢ libero allora M si dice libero. Quindi,
per definizione, un modulo e libero se ammette una base.

Esempi 4.4. 1. Ogni anello A ¢ un A-modulo libero, con base {1}.

2. Z/(n) e libero come modulo su se stesso, ma non ¢ uno Z-modulo libero.
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3. L’anello A" ¢ un A-modulo libero e gli elementi e; = (1,0,...,0),...,e, =
(0,...,0,1) ne costituiscono una base, detta base canonica.

T. 88.5ia M un A-modulo generato da un insieme S. Allora M ¢ libero
con base S se e solo se ogni elemento di M si scrive in maniera unica come
combinazione lineare di elementi di S.

Dimostrazione T. 8§ “=" Dato che S ¢ un insieme di generatori, ogni
elemento di M si scrive come combinazione di un numero finito di elementi
di S. Se ) ais; = ) _;b;s; fossero due scritture dello stesso elemento, rior-
dinando gli indici troveremmo ) ,(a; — b;)s; = 0, e poiché S ¢ libero da cio
segue a; = b; per ogni i, ovvero 'unicita della scrittura.

“«<" Una combinazione lineare nulla di elementi di S € una scrittura dello 0
come combinazione di elementi di S: per I'unicita della scrittura segue subito
che tale combinazione deve essere banale.

Osservazione 4.5. Non tutte le proprieta degli insiemi di generatori e degli
insiemi liberi che valgono nel caso degli spazi vettoriali si generalizzano. In
particolare:

1. Due insiemi di generatori minimali di un modulo non hanno necessaria-
mente lo stesso numero di elementi.

2. Un insieme di generatori minimale di un modulo non e necessariamente
una sua base.

3. Un sottoinsieme libero massimale non € necessariamente una base.

4. Un sottomodulo di un modulo finitamente generato non e necessariamente
finitamente generato.
5. Non tutti i moduli hanno una base.

6. Un sottomodulo di un modulo libero non € necessariamente libero.

Ad esempio, consideriamo lo Z-modulo M = Z, gli insiemi S = {1}, S; =
{2,3} e Sy = {6, 10,15} sono tre insiemi di generatori minimali di cardinalita
diverse, ma solo S e una base di M, dato che S} e Sy non sono liberi. Inoltre,
I'insieme S3 = {2} & libero e massimale ma non & una base di M.

Sia ora A = K|[x1,x9,...,%,,...] anello dei polinomi in infinite variabili, a
coefficienti in un campo K. Allora I’A-modulo A ¢ finitamente generato da
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1, ma l'ideale N = (z1,xs,...) € un sottomodulo di A che non & finitamente
generato.

Se consideriamo lo Z-modulo N = Z/(n), con n # 0, constatiamo che non
esistono elementi linearmente indipendenti (e quindi basi) di N su Z, dato
che n-m = 0 per ogni m € N.

Infine, osserviamo che Z/(6) & libero come modulo su se stesso, ma il sot-
tomodulo P = (2)Z/(6) = (2) non ¢ uno Z/(6)-modulo libero perché
3P = 0.

Se M e un A-modulo e libero, cioe ha una base, tutte le sue basi hanno la
stessa cardinalita.

T. 89. [Rango di un modulo libero] Sia M un A-modulo libero; allora
tutte le basi di M hanno la stessa cardinalita.

Chiamiamo tale numero il rango di M e lo denotiamo con rank M, o
rank 4 M in caso di possibili ambiguita.

Dimostrazione T. 89 Dimostriamo che, se B = {m;};c; ¢ una base di
M come A-modulo, allora per ogni ideale massimale m di A I'insieme B =
{m; }ier € una base dell’A/m-spazio vettoriale M/mM. La tesi seguira allora
dal corrispondente risultato: le basi di uno spazio vettoriale sono equipotenti.
B ¢ un insieme di generatori: dato che ogni m € M si scrive come > aim;
per certi a; € A, ogni elemento m € M/mM si scrive come m = ZZ a;m; =
B & un insieme libero: se 0 = ) . a;im; = >, a;m;, allora ) . a;m; € mM
e quindi esistono elementi ¢; € m tali che Y  a;m; = Zj cjm;, ove per
definizione, tutte le somme considerate sono finite. Riordinando gli indici
possiamo scrivere che Y .(a; —¢;)m; = 0. Dato che B & una base di M, questo
implica che a; = ¢; € m per ogni ¢, ossia a; = 0 per ogni ¢, come volevamo.

4.3 Somma e prodotto diretto di moduli

Data una famiglia {Mp}reg di A-moduli, possiamo definirne la somma
diretta:

@Mh = {(mp)he: mp € My e my =0 per quasi ogni h}.
heH



4.3 Somma e prodotto diretto di moduli 101

Togliendo il vincolo che gli elementi non nulli nella somma siano in numero
finito, otteniamo la definizione di prodotto diretto:

H Mh = {(mh)heH: my, € Mh}

heH
Dotando questi insiemi di una somma e di un prodotto esterno definiti com-
ponente per componente, si definisce su di essi una struttura di A-modulo.
Osserviamo che in questo modo il primo modulo risulta essere un sottomo-
dulo del secondo. Inoltre, nel caso di un numero finito di componenti, i.e. se
|H| < +00, le due strutture coincidono.

Osservazione 4.6. 1. Nel caso degli anelli ci siamo limitati alle somme e pro-
dotti diretti per un numero finito di componenti perché la somma diretta di
infiniti anelli commutativi con unita e ancora un anello commutativo ma sen-
za unita, visto che questa appartiene solo al corrispondente prodotto diretto

infinito. Dati anelli Ay, ..., A useremo dunque indistintamente le notazioni
k

Ay X - X A e A1 ® -+ @ Ay, e le corrispondenti notazioni compatte [] A;
i=1

k
€ @ Az

i=1
2. Dato un insieme S, finito o infinito, I’A-modulo libero

A5 =P A,
ses

¢ la somma diretta di tante copie di A quanti sono gli elementi di S, con base
canonica {es: s € S}.
Se S ¢ un sottoinsieme di un A-modulo M, I'assegnazione e, — s definisce

un omomorfismo surgettivo A% —s @ (s), ove (s) sono gli A-moduli ciclici
seS

(s)a = As generati dagli elementi di S.

Proprieta universali della somma e del prodotto diretto

T. 90. Siano { M}, }rey una famiglia di A-moduli e N un A-modulo.
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1. Per ogni h € H siano j,: M, — @ M, gli omomorfismi di inclusione.
heH
Supponiamo che, per ogni h € H, esista un omomorfismo ¢y : M, —

N; allora esiste un unico omomorfismo ¢: @ M, — N per cui i
heH
seguenti diagrammi commutano, per ogni h € H:

M, Yh -

Jh

i

heH

2. Per ogni h € H siano m,: [[ M, — M, gli omomorfismi di pro-
heH
iezione. Supponiamo che, per ogni h € H, esista un omomorfismo

Yp: N — My; allora esiste un unico omomorfismo ¢p: N — [[ M}

..-'...90

heH
per cui i seguenti diagrammi commutano, per ogni h € H:
IR
heH
q/} Th
N————=> M,
Un
Dimostrazione T. 90 1. L’omomorfismo ¢: @, .y M) — N dato da
m = (Mp)herr = D _pepy Pn(my) € ben definito perché per ogni elemento

m € @, M), esistono solo un numero finito di mj; # 0 e quindi la somma ¢
una somma finita di elementi di V. Inoltre e facile verificare che ¢ o j;, = ¢y,
per ogni h € H. Se poi ¢’ & un altro omomorfismo tale che ¢’ o j, = @} per
ogni h € H, si ha che

P'(m) = () gn(mn)) =Y @' Galma)) = > en(mp) = (m)

heH heH heH
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per ogni m € @ Mj,.
heH

2. Sia m = (mp)pen € [] Mp. Definiamo 'omomorfismo ¢: N — [ M,
heH heH
come ¥(n) = (Yn(n)),cy; ¢ immediato vedere che 9 ¢ tale che m, o = ¥y,

per ogni h € H. Se poi ¢ & un omomorfismo tale che 7, o ¢ = 1) e
Y (n) = (np)pen, con n € N, allora, n, = m, o ¥'(n) = Yp(n) per ogni
n € N, e dunque ¢ = /.

Esempio 4.7. Siano A un anello e z una indeterminata, e consideriamo i
moduli ciclici M; = (x') = Az’ per ogni i € N; allora, dalle relative proprieta
universali T.90.1 e 2 discendono degli isomorfismi canonici di A-moduli

PMi~Al] e ] M~ Al

1€EN 1€EN

Concludiamo questa sezione con due caratterizzazioni per i moduli liberi.

T. 91. Un A-modulo M = (S) & libero con base S se e solo se per ogni A-
modulo NV e ogni applicazione f: S — N esiste un unico omomorfismo di
A-moduli f: M — N tale che fig = f.

Dimostrazione T. 91 Abbiamo verificato in T.88 che se M e libero con
base S allora ogni elemento di m € M si scrive in maniera unica come combi-
nazione m = » . a;s; di elementi di S. Se vogliamo che f sia un omomorfismo
tale che f| ¢ = f, dobbiamo necessariamente definire

fm) = FQ as) =) aif(s) =) aif(si)

per ogni m € M: dunque f e univocamente determinato.

Mostriamo il viceversa, ovvero che S & libero. Consideriamo N = A° e
f: S — A® che associa ad ogni s € S l'elemento e, della base canoni-
ca dell’ A-modulo libero A°. Questa mappa si solleva ad un omomorfismo f
tale che f(s) = f(s) = e, per ogni s € S. Inoltre & surgettivo, dato che
ogni elemento di A° ¢ del tipo > aies;, che e 'immagine di ). a;s;, poiché
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f & un omomorfismo. E anche iniettivo: infatti dato m = ). a;s;, avremo

0= f(m) =3, aif(s;)) =3, aes, se e solo se a; = 0 per ogni i. Quindi M &
isomorfo all’A-modulo libero A° e ha base S.

T. 92. Ogni A-modulo M e quoziente di un A-modulo libero. In particolare,
se M e finitamente generato da n elementi, allora M e quoziente di A".

Dimostrazione T. 92 Sia {my}ncy un insieme di generatori per M; con-
sideriamo il modulo libero A7 e I'omomorfismo definito da f(e,) = my,
ove {ejtner denota la base canonica di Af. Tale f risulta essere surget-
tivo e dunque M ~ A /Ker f. La seconda parte dell’enunciato si deduce
immediatamente.

T. 93. Un A-modulo M ¢ libero se e solo se esistono A-moduli {M, };ep tali
che M ~ ®;cgM;, ove M; ~ A per ogni 1.

Dimostrazione T. 93 Nella dimostrazione di T.91 abbiamo visto che se
M ¢ libero con base S allora M ~ A%,

4.4 Lemma di Nakayama e sue conseguenze

Il prossimo risultato che riportiamo ¢ di importanza fondamentale per lo
sviluppo della teoria dei moduli, sebbene sia largamente noto con il nome di
lemma e sia una diretta conseguenza del teorema di Cayley-Hamilton, che
ricordiamo qui sotto.

T. 94. [Teorema di Cayley-Hamilton] Siano M un A-modulo fini-
tamente generato da n elementi e I un ideale di A. Sia inoltre ¢ €
EndsM un endomorfismo di M tale che (M) C IM; allora esistono
ag, . ..,a,_1 € I tali che

n—1

Q"+ Z a;i0" = OBnda -
i=0
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Dimeostrazione T. 94 Sia M = (my,...,m,). Dato che ¢(m;) € IM, si ha
w(m;) = Z?Zl cijm;, per certi ¢;; € I. In questo modo otteniamo n equazioni

lineari
n n

p(m;) =Y ciymy = Y (Sijp —cijym; = 0
j=1 j=1
che possiamo rappresentare nel seguente modo:

my $—Cu —Ci2 ' —Cin mq 0

ma —C21 P — C22 : ma 0
Tﬁp pr— pr—

mn —CTL]. o o e (p J— Cnn mn O

Osserviamo che T}, ¢ una matrice n x n a coeflicienti in Afp] C End(M).
Anche se 'anello End4(M) degli endomorfismi di M non & commutativo,
Alp] lo e, e quindi possiamo considerare la matrice aggiunta 17 di T, e il suo
determinante det T, € Afyp|. Avremo allora che

0 0 m detT, 0 --- 0 m
0 0 | e 0 detT, : my
=T | =0 | =] . .

0 0 my, 0 . det T, mp

Di conseguenza, det(7,)m; = 0 per ogni i = 1,...,n. Poiché det(T,) =
©" + > a0 € Alp], con a; € I per ogni i dato che ¢;; € I per ogni i,7j, &
un endomorfismo che si annulla su ognuno dei generatori di M, esso coincide
con I'omomorfismo nullo, da cui discende la tesi.

Il Lemma di Nakayama ha diverse formulazioni strettamente legate una al-
I’altra, come si vedra nelle dimostrazioni, ma non equivalenti. Ne presentiamo
tre tra le piu comuni.

Lemma di Nakayama

T. 95. Sia M un A-modulo finitamente generato.
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I forma. Sia [ un ideale di A tale che M = IM; allora esiste un
elemento a € A talechea=1 mod I e aM = 0.

IT forma. Siano J(A) il radicale di Jacobson di A e I C J(A) un
ideale di A tale che IM = M; allora M = 0.

IIT forma. Siano N C M un sottomodulo e I C J(A) un ideale di A
tale che M = IM + N; allora M = N.

Dimostrazione T. 95 Per il teorema di Cayley-Hamilton ap-
plicato all’endomorfismo identita id,;, otteniamo dei coefficienti a; € I ta-
li che idy; + Z?:_ol a;idy;y = 0. Di conseguenza, per ogni m € M, si ha
(1+> aj)m=0. Ponendoa=1+)» a;sihaaM =0ea=1 mod I.

Per la prima forma del lemma di Nakayama, esiste un elemento
a tale che a =1 (mod I) e aM = 0. Di conseguenza, 1 —a € I C J(A) e
dunque a € A*, cf. T.15. Pertanto aM = 0 implica M = 0, come volevamo.

III forma.| Per la seconda forma del lemma di Nakayama, ci basta verificare
che M/N = I(M/N). Dal momento che

[(M/N>:{Zai(mi+N): a; € I, m; € M}
={>ami+N: a; €1, mieM}:(]M+N)/N:M/N

anche questo enunciato risulta provato.

Esempio 4.8. Consideriamo @Q come Z-modulo: ovviamente Q non ¢ finita-
mente generato (verificare), e il lemma di Nakayama non si applica in questo
caso. Per esempio per ogni primo p si ha pQ = @Q ma non esiste a =1 mod p
tale che aQ = 0.

Grazie al lemma di Nakayama dato un A-modulo finitamente generato
M, con (A,m, K) locale, possiamo collegare la cardinalita di un insieme di
generatori minimale di M come A-modulo alla dimensione di M/mM come
spazio vettoriale.

T. 96. Siano (A, m, K) un anello locale e M un A-modulo finitamente ge-
nerato; siano inoltre my, ..., My una base del K-spazio vettoriale M/mM e
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w: M — M/mM la proiezione canonica. Se myq, ..., my € M sono tali che
m(m;) = my, allora M = (my, ..., mg)a.
Dimostrazione T. 96 Sia N = (mq,...,mz) C M e consideriamo

I’omomorfismo _
J T M
N — M — M

dove j e I'inclusione di N in M. Per ipotesi, moj ¢ un omomorfismo surgettivo,
dunque M = N + mM: infatti N +mM C M e per ogni m € M esiste un
n € N tale che m = m, da cui segue chen —memM em=n+(m—n) €
N + mM. Dato che 'anello ¢ locale, m = J(A) e quindi, per la terza forma
del lemma di Nakayama, M = N.

T. 97. Siano (A, m, K) un anello locale e M un A-modulo finitamente
generato; allora ogni insieme di generatori minimale di M ha la stessa
cardinalita, dimg M/mM. La si indica spesso con p(M) oppure So(M).

Dimostrazione T. 97 Siano d = dimyg M/mM e {mq,...,m;} un insieme
di generatori minimale di M. Se k < d avremmo che my,...,m; genera
M/mM, che non e possibile. Se k > d, allora my,...,m; non sarebbero
linearmente indipendenti e potremmo estrarre un sottoinsieme di d elementi
che forma una base di M/mM. Dal risultato precedente, seguirebbe allora
che un sottoinsieme proprio di {my,...,m;} genera M, contro Iipotesi di
minimalita.

Nel caso degli spazi vettoriali finitamente generati, sappiamo che ogni endo-
morfismo surgettivo o iniettivo ¢ un isomorfismo. Nel caso dei moduli, cio
non ¢ piu vero: basta pensare a f:7Z — Z definita da f(1) = 2 che ¢ un
endomorfismo di Z iniettivo ma non surgettivo. Vale pero il seguente risultato.

T. 98.Siano M un A-modulo finitamente generato e f € Ends4M un
endomorfismo surgettivo; allora f & iniettivo.

Dimostrazione T. 98 Dotiamo M di una struttura di A[z]-modulo defi-
nendo il prodotto esterno in questo modo: dato p(z) = Y. a;x' e m € M,
sia
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p(z)m = Z a;if'(m) .

Dato che f e surgettivo si ha M = f(M) = xM e quindi dal lemma di
Nakayama, I forma, segue che esiste p(x) € Alz], p(x) =1 mod (z) tale che
p(x)M = 0. Scriviamo p(x) = 1+xq(z) e consideriamo m € Ker f: otteniamo
m = (p(x) — zq(z))m = p(x)m — xq(x)m = 0, da cui segue che Ker f =0 e
quindi che f & iniettivo.

Concludiamo questa parte con la seguente proprieta dei moduli liberi.

T. 99.Sia M un A-modulo libero di rango r. Ogni insieme di generatori
costituito da r elementi ¢ una base di M.

Dimostrazione T. 99 Siano S = {my,...,m,} e {ny,...,n,} rispettiva-
mente una base e un insieme di generatori di M. L’assegnazione f: S — M
data da m; — n; per ogni ¢z =1, ...,r induce per T.91 un endomorfismo sur-

gettivo f di M. Per T.98, f & un isomorfismo. Pertanto anche {n,...,n,}
¢ un insieme libero.

4.5 Categorie e funtori

Spendiamo due parole in questa breve sezione sui concetti di categoria e fun-
tore, che sono concetti chiave in Teoria delle Categorie e Algebra omologica,
le quali diventano, dopo la pubblicazione del testo fondamentale di H. Cartan
e S. Eilenberg [CE], parti cruciali del sapere matematico. Si puo dire che il
linguaggio offerto dalla Teoria delle Categorie permette un piu alto livello di
astrazione. Introduciamo solamente qualche idea, affinché lo studente possa
iniziare a pensare in questa ottica, rimandandolo a corsi futuri e ai libri di
testo per una vera introduzione.

Una categoria & una coppia di dati C = (Obj(C),Mor(C)) formata da
Obj(C), gli oggetti di C, e Mor(C), i morfismi di C. Si pensi alle categorie
Set, Ring, Top, ove gli oggetti sono gli insiemi, gli anelli, gli spazi topolo-
gici, e i morfismi sono le funzioni tra insiemi, gli omomorfismi di anelli, le
funzioni continue, rispettivamente.
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Una categoria deve essere dotata di una legge di composizione o per gli
elementi di Mor(C), che deve verificare due proprieta:
- [associativita] per ogni A, B, C, D € Obj(C) e per ogni f, g, h € Mor(C),
con f: A— B,g: B— C, h: C — D, sideve avere ho(gof) = (hog)of;
- [esistenza dell’identita] per ogni A € Obj(C) esiste in Mor(C) un morfismo
id4: A — A tale che, per ogni B € Obj(C) e g,h € Mor(C), con g: A — B
eh: B— A, sihachegoidy =g, idgoh = h.

Per mettere in relazione due categorie, diciamo C e D, si usa il concetto di
funtore: ¢ una mappa F': C — D che trasforma oggetti in oggetti e mappe
in mappe. Piu precisamente si vuole che

- per ogni A € Obj(C), F(A) € Obj(D);

- per ogni f € Mor(C), F(f) € Mor(D);

- per ogni A € Obj(C), F(ida) = idpa);

- F' deve essere compatibile con la composizione. Dobbiamo distinguere due
casi: sia f € Mor(C), f: A — B,

1.se F(f): F(A) — F(B), allora F si dice covariante;

2.se F(f): F(B) — F(A), allora F si dice contravariante.

Nel primo caso si richiede che F(go f) = F(g)o F(f), per ogni f, g € Mor(C),
f: A— B, g: B — C. Nel secondo invece richiederemo che F(go f) =
F(f)o F(g), per ogni f,g € Mor(C), f: A— B, g: B— C.

Come primi esempi di funtori si possono considerare il funtore costante e
il funtore dimenticante.

- Date due categorie qualsiasi C e D, il funtore costante manda ogni oggetto di
C in un oggetto X di D fissato, e ogni elemento di Mor(C) in idx € Mor(D).

- Siano C = Ring e D = Grp le categorie degli anelli con omomorfismi di
anello e dei gruppi con omomorfismi di gruppi, rispettivamente; il funtore
dimenticante I': C — D lascia oggetti e omomorfismi invariati, dimentican-
dosi della moltiplicazione e della struttura che ne deriva. E ovviamente un
funtore covariante.
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Nel seguito vedremo alcuni importanti esempi di funtore in Algebra Com-
mutativa, quali Hom4(M,e), Homy(e, N), e @4 N, S~'e, tutti definiti sulla
categoria degli A-moduli.

4.6 Successioni esatte

Siano {M;} una famiglia di A-moduli e {¢;: M;_1 — M;} una famiglia di
omomorfismi. La successione, o sequenza, di A-moduli

%Mz_lﬁ)MZ@)MH&—)

si dice complesso di A-moduli se la composizione di due qualsiasi omomorfismi
del complesso ¢ nulla, i.e. se p;11 0 w; = 0 per ogni i, ossia se e solo se
Im p; C Ker ¢;,1 per ogni i. Se il complesso e limitato a sinistra e/o a destra,
ovvero se M; = 0 definitivamente a sinistra e/o a destra, ne scriviamo solo
la parte non nulla, inserendo solo uno 0 a sinistra e/o a destra. Nel seguito
tutti i complessi avranno solo un numero finito di moduli non nulli.

Una successione si dice esatta in M; se Imp; = Kerp;,1; si dice che una
successione e esatta se ¢ esatta in ogni M,;. Una successione esatta

0—M-I NP0 (4.1)

si dice esatta corta. Dalla definizione abbiamo subito che 0 — M i) N

& esatta se e solo se f & iniettiva, N =25 P — 0 & esatta se e solo se g &

surgettiva, e 0 — M 'y N 2 p 0 ¢ esatta se e solo se f e iniettiva,
g € surgettiva e Coker f = N/Im f = N/ Kerg ~ P.

Tipicamente le sequenze esatte corte vengono usate col seguente scopo.
Supponiamo di avere tre moduli M, N, P in sequenza esatta corta come in
(4.1), e di volerne studiare un invariante p o una proprieta P. Dalla conoscen-
za di p per due dei tre moduli e spesso possibile determinare, o perlomeno
stimare, il p del terzo modulo; similmente, sapendo che la proprieta P vale
per due dei tre moduli, e spesso possibile dire che P vale per il terzo modulo.
Ad esempio, se i moduli in questione sono K-spazi vettoriali, si puo pensare a
p = dimg; si veda T.152.2 per un esempio, quando P e “essere noetheriano”.
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4.6.1 I funtori Hom 4 (M, e) e Hom (e, N)

Dati A-moduli M, My, N e N; e omomorfismi f : My — M eg: N — N;
possiamo definire omomorfismi

f*: Homa(M, N) — Homyu(M;,N) e g.: Homs(M, N) — Homyu (M, Ny)

prrpof prrgogp
in modo che i seguenti diagrammi commutino
M, % M M
o . gx()
f ()
N N—I SN

Valgono inoltre le seguenti proprieta:

-se f: M — M ¢ idy allora f* = idgom(ar,n) per ogni N;
-se g: N — N ¢ idy allora g, = idgom(y,n) per ogni M;

- per ogni A-modulo M5 e omomorfismo f’: My — Mj, si ha

(fof)y =f"of;
- per ogni A-modulo Ny e omomorfismo ¢': N; — Ny, si ha

(9" 09)s =giog..

Fissato N si ha che Hom (e, N) fornisce un’operazione che trasforma un
qualsiasi A-modulo M in un altro A-modulo, Hom 4(M, N); trasforma inoltre
un’omomorfismo A-lineare f: M; — M in un altro omomorfismo A-lineare
Homa(f, N) = f*, e gli omomorfismi identita in omomorfismi identita. In-
fine, si comporta bene rispetto alla composizione di mappe. Nel linguaggio
dell’algebra omologica si dice che Hom4(e, V) ¢ un funtore dalla categoria
degli A-moduli in se stessa. Visto poi che Homa(f o f', N) = Homu(f', N) o
Homy(f, N), ovvero l'ordine nella composizione viene scambiato, si dice che
Hom (e, N) € un funtore contravariante.

Fissato M, anche Homy(M,e) & un funtore, ma e covariante per via di
Homy (M, ¢' o g) = Homy (M, g") o Homy (M, g).
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T. 100. [Esattezza a sinistra di Hom(e, N) e Hom(M, e)]

1. Sia M, i) M %5 M, —s 0 una successione esatta di A-moduli.
Allora, per ogni A-modulo NN, la successione

0 — Homu(Ms, N) -2 Homy(M, N) - Hom(M;, N)

e esatta .
2.51a0 — N N VN N5 una successione esatta di A-moduli. Allora,
per ogni A-modulo M, la successione

0 —» Homa(M, N1) -2 Homa (M, N) -5 Homu (M, Ny)

¢ esatta.

Diremo pertanto che i funtori Hom (e, N) e Hom4(M,e) sono esatti a
sinistra riferendoci a queste proprieta.
I viceversa di entrambe le affermazioni di T.100 sono ancora veri.

T. 101. 1. Sia M; i) M —L5 My — 0 una successione di A-moduli tale
che, per ogni A-modulo N, la successione

0 — Homu(Ms, N) -2 Homy (M, N) - Hom (M, N)

e esatta; allora M, i> M —L5 My — 0 & esatta.

2.5ia 0 — MV N VN N5 una successione di A-moduli tale che, per
ogni A-modulo M, la successione

0 — Homu (M, Ny) -2 Homu(M, N) -5 Hom (M, Na)

e esatta; allora 0 — IV f> N L5 N, ¢ esatta.

Dimostrazione T. 100 1. Dobbiamo provare che la successione e esatta,
per ogni A-modulo N.

In Homa(Ms, N)| ovvero g* & iniettiva.
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Sia ¢ € Homy(Ms, N) e supponiamo che ¢g*(¢) = ¢ o g = 0. Dato che g &
surgettiva per ipotesi, per ogni my € My esiste m € M tale che my = g(m)
e dunque p(ms) = ¢(g(m)) = 0; quindi ¢ =0 e Kerg* = 0.

In Homu(M, N)| ovvero Im ¢g* = Ker f*.

Dato che vale f*og* = (go f)* = 0 si ha immediatamente che Im ¢g* C Ker f*.
Proviamo ora che Ker f* C Img*: sia ¢ € Ker f*, dobbiamo costruire
¢ € Hom(Ms, N) tale che ¢g*(p) = p og = 1. Dato che g & surgettiva,
per ogni my € M esiste m € M tale che my = g(m) e possiamo dun-
que definire ¢ ponendo ¢(ms) = (m). Bisogna pero verificare che ¢ ¢
ben definita. Sicuramente ¢ & a valori in N. Siano m,n € ¢ !(ms), allo-
ra m—n € Kerg = Im f e quindi esiste my; € M; tale che m —n = f(my).
Ma allora ¥ (m—n) = ¥ (f(m1)) = f*(¥)(m1) = 0, poiché ¢ € Ker f*. Quindi
@ e ben definita, poiché la definizione non dipende dalla scelta dell’elemento
nella controimmagine.

2. La dimostrazione ¢ analoga a quella del punto precedente. Dobbiamo
provare che la seconda successione e esatta per ogni A-modulo M.

In Homy (M, N7)| ovvero f,. ¢ iniettiva.

Sia ¢ € Homu(M, Ny) tale che f.(¢) = fo¢ = 0; da cio deduciamo che
Imp C Ker f e, dall'iniettivita di f, che ¢ = 0.

In Homy (M, N)| ovvero Im f. = Ker g,.

Dato che vale g, o f, = (go f).« = 0 si ha immediatamente che Im f, C Ker g,.
Per T'altra inclusione, sia ¢ € Kerg,, e dunque g o1y = 0. Dobbiamo
definire ¢ € Homy(M, Ny) tale che f.(¢) = ; lo facciamo ponendo
@o(m) = f~1(xp(m)) per ogni m € M. Tale applicazione ¢ ben definita perché
f e iniettiva e per ipotesi Im¢y C Kerg =Im f.

Dimostrazione T. 101 1. Dato che la successione degli Hom e esatta per
ogni A-modulo N, scegliamo allora degli opportuni N per dedurre ’esattezza
della successione di partenza.

In M| ovvero g e surgettiva.
Scegliamo N = Coker g = Ms/Im g e proviamo che N = (. Consideriamo il
diagramma
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Coker g .

Per dimostrare che N = 0 proviamo che la proiezione m € I'omomorfismo
nullo. Per costruzione g*(w) =0 e la conclusione segue pertanto dall’ipotesi
che ¢g* e iniettiva per ogni A-modulo N.

In M| ovvero Kerg =1Im f.

Che Kerg O Im f segue dal fatto che (g o f)* = f* o ¢g* = 0. Infatti, preso
N = My, abbiamo 0 = (g o f)*(idys,) = idp, 090 f = go f = 0, ovvero
Im f C Kerg.

Per provare che Kerg C Im f scegliamo N = Coker f = M/Imf e
consideriamo il diagramma

f

My ———M

fr(m)
Coker f .
Per costruzione abbiamo che Im f = Kern e che f*(7) = 0; di conseguenza
m € Ker f* = Img* ed esiste ¢ € Hom(M,, N) tale che g*(¢) = pog = m;
abbiamo quindi ottenuto che Im f = Kerm O Kerg.

2. Analogamente al precedente dimostriamo che la successione di partenza e
esatta scegliendo degli opportuni moduli M per la successione degli Hom.

In Ni| ovvero f e iniettiva.
Scegliamo M = Ker f: consideriamo l'immersione j: Ker f — N; e il
diagramma
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Ker f

N N
Per costruzione, f.(j) = 0 e, dato che per ipotesi f, € iniettiva per ogni M,
si ottiene che 57 = 0, cioe f ¢ iniettiva.
ovvero Kerg =Im f.

Dimostriamo le inclusioni Im f C Kerg e Im f O Kerg. La prima segue
dal fatto che (g o f). = g« o f. = 0. Infatti, prendendo M = N; e idy, €
Homy (M, Ny), deduciamo che g o f = 0, ovvero Im f C Kerg.
Per dimostrare che Im f O Kerg scegliamo M = Kerg e consideriamo il
diagramma

Ker g

9+(J)

N— 9 N,

Per costruzione, ¢.(j) = 0, cioe j € Kerg, = Im f, e dunque esiste ¢ €
Hom 4 (Ker g, N1) tale che f.(¢) = f oy = j. Dato che j € 'omomorfismo di
inclusione di Ker g in N, da quest’ultima uguaglianza discende che Im f O
Im j = Ker g, come volevamo.

Alternativamente, la conclusione discende scegliendo M = A e osservando
che, per T. 86, nel diagramma

0 ———= Homyu(A, V) g Homy(A, N) LN Homy (A, Ny)

12
12
12

0 Ny / N

le frecce verticali sono isomorfismi e i quadrati commutano.

g

N,
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4.6.2 Successioni che spezzano

Dalla definizione di somma diretta di A-moduli segue che, per ogni M, N, la
successione .
0— ML MaN -5 N—0

dove iy (m) = (m,0) e my(m,n) = n, ¢ esatta. Perd non ¢ sempre vero che
una successlone esatta corta

00— M-5N-sp_10

fornisce una decomposizione di N in termini di M e P. Le successioni che
hanno questa proprieta sono caratterizzate dalla seguente proposizione.

T. 102.Sia 0 s M 23 N ’3> P > 0 una successione esatta di

A-moduli. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. esiste un isomorfismo N — M @& P per cui il seguente diagramma

commuta;:
0 MY oy P _p 0
idM @ idP
0 M—Mspyap " S p 0;

2. esiste un omomorfismo r: N — M tale che r o a = id;, ossia r € un
inverso sinistro di a;

3. esiste un omomorfismo s: P — N tale che § o s = idp, ossia s € un
inverso destro di .

Se vale una delle suddette condizioni equivalenti si dice che la successione
spezza; in questo caso r si dice una retrazione di o e s una sezione di 3.

Dimostrazione T. 102
Osserviamo prima di tutto che, se abbiamo una successione esatta corta

0— MM Me N5 N —0
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allora le immersioni e le proiezioni canoniche giocano il ruolo di sezioni e
retrazioni, i.e. ipyomy; = idy; e wpoip = idp. Consideriamo allora il seguente
diagramma

MoP

1 = 2. Basta definire r ponendo, per ogni n = ¢ (m,p) € N, r(n) =
ma(m,p) = m, ie. r(n) = (T 0 p)(n).
1 = 3. Poiché g & surgettivo, per ogni p € P esiste n € N tale che f(n) = p.
Definiamo allora s(p) = (¢~ oip)(p): si ha o(s(p)) = ip(p) e quindi
p=mp(ir(p)) = mp(p(s(p))) = B(s(p)) -
2 = 1. Per ogni n € N scriviamo n = (n—«a(r(n)))+a(r(n)) e notiamo che
r(n—a(r(n))) =r(n)— (roa)(r(n)) = 0. Si ha allora che N = Kerr + Im «
e la somma ¢ diretta. Infatti, se u € Kerr NIma, allora u = «a(m), per
qualche m € M; inoltre, dato che roa = idy; e u € Kerr, si ottiene
che 0 = r(u) = r(a(m)) = m e quindi v = 0. Dato che Ima = Ker 3, si
ha che ke, € un isomorfismo: dunque Ima ~ M, poiché a ¢ iniettiva, e
Kerr ~ Im 8 = P. L’isomorfismo ¢ ¢ definito da

p(n) = (r(a(r(n))), B(n — a(r(n)))) = (r(n), 6(n)) .

Le verifiche sulla commutativita del diagramma sono immediate

p(a(m)) = (r(a(m)), Bla(m)) = (m,0) = ix(m)

mp(p(n)) = mp(r(n), B(n)) = B(n) .
3=1 E analoga alla precedente: per ogni n € N consideriamo n = (n —

s(B(n))) + s(B(n)). Poiché n —s(f(n)) € Kerf =Ima e Imanlms =0,
otteniamo che N =Ima®Ims ~ M @ P.
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Dalla dimostrazione segue immediatamente che se la successione di par-

. S T N

tenza spezza, anche la successione 0 — P > N > M — 0 ¢
esatta.

4.6.3 Lemma del serpente

Concludiamo questa sezione con un risultato di grande utilita, noto come
Lemma del serpente.

T. 103. [Lemma del serpente| Dato il seguente diagramma commuta-
tivo di A-moduli con successioni orizzontali esatte

Mt N9 _p 0
o} B g
/ /
0 M N9 P

esiste una successione esatta

Kera -1 Ker G Ker vy 0y Cokera 15 Coker 3 i Coker v .

Inoltre, se f & iniettivo anche f ¢ iniettivo e se ¢’ & surgettivo anche ¢’
lo e.

L’omomorfismo ¢ viene detto omomorfismo connettivo.

Dimostrazione T. 103 Consideriamo il seguente diagramma
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(0 Wt N9 p 0
o B g
0 Y R A P(—>0)

Coker « # Coker f§ ——= Cokery( ——=>0)

0 0 0
in cui i quadrati centrali commutano per ipotesi e le colonne sono successioni
esatte per costruzione.
In primo luogo studiamo la buona definizione degli altri omomorfismi. Le
mappe f e § sono definite come le restrizioni f|ker F € glKerg: f & ben definito
dato che, se m € Ker «, allora S(f(m)) = f'(a(m)) =0, ossia f(m) € Ker 5.
La verifica del fatto che g sia ben definito e analoga.
Cli omomorfismi f’ e ¢ sono dati da f/(72) = f'(m) e ¢ (@) = ¢'(n); allora
f’ & ben definito dato che, se m = m’ € Coker a avremo che m —m’ = a(a)
e dunque f'(m —m') = f'(a(a)) = B(f(a)) € Im S, da cui discende che



120 4 Moduli

f'(m) = f'(m’) € Coker . La verifica del fatto che ¢’ sia ben definito &
simile.

La costruzione dell’omomorfismo 0 ¢ centrale nella dimostrazione. Vogliamo
definire un omomorfismo

0: Ker~y — Coker «;

la sua definizione, come la dimostrazione delle altre parti essenziali dell’enun-
ciato, avviene secondo la strategia del diagram chasing, ovvero della caccia
nel diagramma nel modo seguente.

Sia p € Kery C P esia n € N tale che g(n) = p; un tale n esiste poiché g &
surgettivo. Dato che 0 = v(g(n)) = ¢'(6(n)), si ha che B(n) € Ker ¢’ = Im f’
e quindi esiste un unico m € M’ tale che f'(m)= B(n), poiché f’ & iniettivo.
Definiamo dunque

d(p) = m € Coker a.

Per accertarci che ¢ sia ben definito dobbiamo provare che, se n’ € N &

tale che g(n') = p e m' € M’ & 'elemento tale che f'(m') = §(n’), allora

m=m' € Coker, i.e. m —m' € Ima. Abbiamo che n —n' € Kerg = Im f,

quindi esiste b € M tale che f(b) =n—n', cosicché f'(m—m') = pB(n—n') =

B(f(b)) = f'(a(b)). Dato che f" & iniettivo, m —m’ = a(b), come volevamo.

E immediato vedere che ¢ & un omomorfismo.

Possiamo ora verificare 'esattezza della successione della tesi.

In Ker 8| Chiaramente, gof = 0 dato che gof = 0, e dunque Im f C Ker g.
Sia n € Ker f un elemento tale che g(n) = 0; allora g(n) = 0 e quindi

n € Kerg =1Im f ed esiste pertanto m € M tale che f(m) = n. Dobbiamo

provare che tale m € Kera. Dato che f'(a(m)) = 5(f(m)) = B(n) =0, cio

segue dall’iniettivita di f’.

In Kervy| Sia n € Ker . Vogliamo verificare che d(g(n)) = 0; dato che

B(n) =0 avremo che 5(n) = f/(0) e quindi 6(g(n)) & nullo, per definizione

di . Abbiamo ottenuto in questo modo che § o g = 0.

Per linclusione opposta, sia p € Kerd. Scrivendo p = g(n), per un certo

n € N, si ha che f(n) = f'(m) con m € Ima. Sia allora uw € M tale che

a(u) = m; avremo che (f(u)) = f'(a(u)) = B(n) e quindi f(u)—n € Ker j.
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Infine, g(n — f(u)) = g(n) — g(f(u)) = g(n) = p, ossia abbiamo verificato
che, se p € Ker ¢ allora p € Img.

[In Cokera Sia p € Kerwy. Scrivendo p = g(n) e B(n) = f'(m) si ha che
§(p) = m € Coker a; abbiamo allora che f/(§(p)) = f/(m) = 0 € Coker f3,
dato che f'(m) € Im f3, quindi Im § C Ker f'.

Sia ora m € Ker f/; allora f'(m) € Im 3. Siano n € N tale che f/(m) =
B(n) e p = g(n). Allora, v(g(n)) = ¢'(8(n)) = ¢'(f'(m)) = 0, quindi p €
Ker~ e di conseguenza, per definizione di §, 6(p) = m, ovvero m € Imd,
come volevamo.

In Coker 3| Certamente ¢'o f/ =0, i.e. Im f/ C Kerg'

Sia ora n/ € Kerg C Coker 3; allora ¢'(n’) € Im~ ed esiste p € P tale
che ¢'(n’) = v(p). Sia n € N tale che g(n) = p e consideriamo ’elemento
' — B(n). Avremo dunque che ¢'(n' — B(n)) = ¢ (') — ¢ (B(n)) = g'(n) —
v(g(n)) = v(p) — v(p) = 0; pertanto n' — F(n) € Kerg' = Im f’ ed esiste
m' € M’ tale che f'(m') =n' — B3(n). Otteniamo allora che n’ = n’ — 3(n) =

f'(m’) = f'(m'), e anche laltra inclusione ¢ ora provata.

Inoltre, se f e iniettivo l'esattezza

in Ker f| discende subito dal fatto che f & una restrizione di f.

Infine, se ¢’ & surgettivo l'esattezza

in Coker~y| segue dal fatto che per ogni p € Coker vy esiste n’ € N’ tale che

g (n') = p: dunque p = ¢/(m) e anche ¢ & surgettivo.

T. 104. Dato il seguente diagramma commutativo di A-moduli con righe

esatte
0 v N 9 p 0
o] 5 Y
O M/ f/ N/ g/ P/ O

se due qualunque degli omomorfismi «, 3,y sono isomorfismi, allora anche il
terzo € un isomorfismo.
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Dimostrazione T. 10/ Supponiamo che «, 8 siano isomorfismi, e dunque
che Kera = Ker = Coker a = Coker f = 0; dal lemma del serpente otte-
niamo allora la successione esatta 0 — 0 — 0 — Kery — 0 — 0 —
Cokervy — 0, e pertanto Ker~y = Cokery = 0, i.e. v € un isomorfismo. La
verifica degli altri due casi e del tutto simile.

4.7 Moduli proiettivi

Abbiamo gia visto in T.100 che per ogni successione esatta 0 — M; SR
M 25 My, — 0 e per ogni A-modulo N, sono esatte a sinistra anche le
successioni

0 — Homa(Ma, N) -2 Homa(M, N) - Homy(M,, N)

0 — Homa(N, M;) -2 Homu(N, M) -2 Homu(N, My)

mentre in generale queste successioni non sono esatte a destra. Consideriamo
per esempio la successione esatta di Z-moduli

0—Z272 -5 7/(n) — 0,

dove p,(m) = nm ¢ la moltiplicazione per n e 7 ¢ la proiezione canonica.
Fissiamo lo Z-modulo N = Z/(n) e applichiamo i funtori Homy(e, N) e
Homy(NN, e). Risultano definite le due successioni

0 — Homgy(Z/(n),Z/(n)) AN Homy(Z,Z/(n)) N Homy(Z,Z/(n))

0 — Homy(Z/(n),Z) £ Homy(Z/(n), Z) = Homgz(Z/(n),Z/(n))

rispettivamente. Per ogni g € Homy(Z,7Z/(n)) vale i (g)(m) = g o p(m) =
g(nm) = ng(m) = 0 per ogni m € Z: quindi px; = 0 non ¢ surgettiva,
poiché per T.86 Homy(Z,Z/(n)) ~ Z/(n) # 0. Inoltre, 7, certamente non &
surgettiva, dato che Homy(Z/(n),Z) = 0.

Per caratterizzare i moduli M per cui il funtore Hom (M, ) & esatto anche
a destra, introduciamo la seguente definizione.
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Moduli proiettivi

Un A-modulo P si dice proiettivo se, per ogni coppia di A-moduli M, N
ed omomorfismi g : M — N e f : P — N, con g surgettivo, esiste
un omomorfismo f : P — M che fa commutare il diagramma

.f f gof=1f
M9 N 0

Osserviamo che il modulo nullo & un modulo proiettivo.
T. 105. Ogni modulo libero ¢ proiettivo.

Dimostrazione T. 105 Sia P un A-modulo libero e sia B una sua base.
Consideriamo il seguente diagramma

g

N 0

con g surgettiva. Allora per ogni b € B C P esiste m, € M tale che g(my) =
f(b). Definiamo f sugli elementi di B, ponendo f(b) = m; per ogni b € B.
Da T.91 otteniamo che f si estende in maniera unica ad un omomorfismo f

tale che g o f = f: dunque P e proiettivo.

T. 106. [Caratterizzazione dei moduli proiettivi] Sia P un A-modulo. I
seguenti fatti sono equivalenti:

1. P ¢ proiettivo.
2. Per ogni successione esatta corta di A-moduli

0— N - N %5 Ny — 0
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la successione
0 — Homu(P, Ni) < Homu(P, N) -2 Homu(P, Ny) — 0

¢ esatta.

3. Ogni successione esatta 0 — M — N — P — 0 spezza.
4. P e addendo diretto di ogni modulo di cui e quoziente.
5. P & addendo diretto di un modulo libero.

Dimostrazione T. 106 1 < 2. L’equivalenza segue direttamente dalla
definizione di modulo proiettivo: dato g : N — N, surgettivo

I € Homy (P, N)
\v/(p c Hom(P, NQ)

N Ny 0
g
tale che g.(¢¥) =govy = .
s

1 = 3. Consideriamo la successione esatta 0 —» M — N > P >
0. Poiché P e proiettivo, esiste un omomorfismo s che fa commutare il

diagramma
P
8 id p
0 M N P 0.

Pertanto s : P — N e una sezione di 3, e la successione spezza, cf. T.102.

3 = 4. Sia M un modulo di cui P e quoziente; abbiamo allora una successione
esatta 0 — Kerm — M -5 P — 0 che per ipotesi spezza, e dunque
M = Kerm @ P.

4 = 5. Per T.92, ogni A-modulo e quoziente di un modulo libero.
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5= 1.Siano f: P — N e ¢g: M — N omomorfismi, con g surgettivo.
Vogliamo trovare un omomorfismo f: P — M tale che gof = f. Per ipotesi
esiste un A-modulo libero F' tale che F' = ) & P; sia dunque j: P — F
I’omomorfismo di inclusione. Per la proprieta universale della somma diretta
T.90, considerando 'omomorfismo f': Q@ — N, f' =0, possiamo estendere
f ad un unico omomorfismo ¢: I — N tale che ¢|g =0 e f = ¢oj. Dato
che F' ¢ libero, e quindi proiettivo, esiste p: F' — M tale che p = gop, e
quindi abbiamo costruito un diagramma,

F
QO\L
M 0,

ove i triangoli commutano. Basta ora definire f come P o j.

_

P
¥ lf
N

g

T. 107.Sia P = @, P;. Allora P ¢ proiettivo se e solo se P; e proiettivo per
ogni ¢ € I.

Dimostrazione T. 107 Sia P proiettivo: per T.106 esistono A-moduli
@ ed F, con F libero, tali che F' = ) & P. Di conseguenza, per ogni 1,
(Q @ (®j2F;)) ® P, = F, e dunque, per ogni i, P; ¢ addendo diretto di un
modulo libero. Applicando nuovamente T.106, abbiamo allora che ogni P; &
proiettivo.

Viceversa, se ogni P; e proiettivo, esistono A-moduli @); tali che Q); ® F; e
libero per ogni 7. Detto () = @®,(;, si ha allora che P & () e libero, cioe che
P e proiettivo.

Esempio 4.9. Consideriamo 'anello A = Z[v/—6] e gli ideali I = (2,+/—6) e
J = (3,v/—6). E facile verificare che

- I+J=A¢ lJ=(/—-6)~A;
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- I e J non sono ideali principali e non sono A-moduli liberi;
- la successione di A-moduli

0—I1J—>IpJ—A—0
a — (a,—a)
(a,b) —a+Db

e esatta, cf. E.144.

Dato che A ¢ libero e quindi proiettivo, la successione spezza e si ha [ & J ~
A®IJ~Ad A= A% Dunque I e J sono proiettivi come addendi diretti di
un modulo libero.

Concludiamo questo paragrafo menzionando solamente che, con lo stesso
principio, si introduce la definizione di modulo iniettivo, per caratterizzare
quei moduli M per cui Hom4(e, M) & esatto, per qualche dettaglio cf. E.150,
E.151 e E.152.

Moduli iniettivi

Un A-modulo E si dice iniettivo se, per ogni coppia di A-moduli M, N
ed omomorfismi g: M — E e f: M — N, con f iniettivo, esiste un
omomorfismo g : N — E che fa commutare il diagramma

0 m—1 N
g g gef=yg
E.

4.8 Moduli su PID

Studiamo ora piu nel dettaglio i moduli su un dominio A ad ideali principali.
Abbiamo gia osservato che in generale se un modulo ¢ libero o finitamente
generato i suoi sottomoduli non sono dotati necessariamente di queste pro-
prieta, cf. Osservazione 4.5; diversa e la situazione se A ¢ PID. Ricordiamo
che in generale tutte le basi di un modulo libero M sono equipotenti, cf. T.89,
e tale cardinalita e per definizione rank M.
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Proprieta dei sottomoduli
T. 108. Siano A un dominio a ideali principali, M un A-modulo e 0 #
N C M un sottomodulo di M.

1. Se M e libero, allora N e libero e rank N < rank M.

2. Se M e finitamente generato, allora N ¢ finitamente generato.

Dimostrazione T. 108 1. L’enunciato ha validita generale, ci limitiamo al
caso in cui M sia finitamente generato, per il caso generale cf. [L., Appendix 2,
§2]. Procediamo dunque per induzione sul rango di M, ovvero sulla cardinalita
di una sua base. Se M e ciclico, e dunque M ~ A, i suoi sottomoduli sono
isomorfi ad ideali di A. Poiché A ¢ un dominio ad ideali principali e N # 0,
esiste 0 # a € A tale che N ~ (a); inoltre, per ogni 0 # ¢ € A, ca = 0
implica a = 0, dato che A € un dominio e quindi N e libero. Inoltre rank N =
rank M = 1.

Supponiamo ora che M abbia rango r+ 1 e assumiamo vera la tesi per tutti
i moduli liberi di rango minore o uguale a r. Sia {mq,...,m, 11} una base
di M. Definiamo N, = N N {(my,...,m,). Ora, se N = N, allora N ¢ libero
di rango < rank(my,...,m,) = r < rank M, altrimenti si ha N, C N e N,
libero. Ricordando che, per ogni n € N, esistono unici by,...,b. e a, € A,
tali che n = bymq + - - - + bym,. + a,m, 1, definiamo

I ={a,€A:ne N}

I & un ideale di A, dal momento che a,, + a,, = ap,+n, € cay = aen, € I #0
perché N, # N. Poiché A & PID, esistono allora 0 #2a € A e ng € N\ N,,
con ng = bymy + -+ b,m, + am, 1 e I = (a). Per concludere dimostriamo
che N ~ N, @ (ng). Sia n € N, allora a, = ka, per qualche k € A. Di
conseguenza, n—kng € N, e quindi n = (n—kng)+kng € N+ (ng). Dato che
mi,...,Mm,,ng sono linearmente indipendenti segue anche che N, N (ny) = 0.
La conclusione discende dall’ipotesi induttiva, una volta osservato che (ng)
e libero. Infine, avremo anche in questo caso che rank N = rank N, + 1 <
r+ 1 = rank M.
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2. Dato un insieme di generatori di M formato da r elementi, possiamo

definire un’omomorfismo A" f> M > 0 surgettivo, per cui risulta che
S7Y(N) & un sottomodulo di A", e dunque ¢ libero e finitamente generato. Di
conseguenza, N e finitamente generato.

T. 109. Sia M un A-modulo, con A PID; allora M & proiettivo se e solo se ¢
libero.

Dimostrazione T. 109 Supponiamo che M sia proiettivo; allora e ad-
dendo diretto di un modulo libero, cf. T.106, ed ¢ dunque isomorfo ad un
sottomodulo di un modulo libero, che ¢ libero per T.108; quindi M e libero.
Il viceversa e sempre vero, cf. T.105.

Vogliamo nel seguito presentare una dimostrazione costruttiva del teorema
di struttura dei moduli finitamente generati su domini ad ideali principali.
Prima di introdurre alcuni fatti sulle matrici a coefficienti in un PID e la
forma normale di Smith, iniziamo con la seguente osservazione.

Indichiamo con C, = {e(ln>, e ,67(1”)} la base canonica del modulo A". Sia

M = (my,...,m;) un A-modulo finitamente generato; come abbiamo visto
M ¢ isomorfo ad un quoziente di A", tramite 'omomorfismo f : A" — M
definito da f (ey)) = m;. Abbiamo inoltre la successione esatta

00— Kerf — A" NV > 0;

dato che Ker f C A", e anche esso libero, di rango s < r, per T.108.1;
fissata allora una sua base wi,...,ws, possiamo definire un omomorfismo
p: A — A", ponendo ap(el(-s)) = w;. In questo modo, Ker f ~ Im ¢, da cui
segue che

M ~ A"/ Ker f ~ Coker .

Inoltre, fissate delle basi di A® e A" possiamo rappresentare 1’omomorfismo
© con una matrice X di taglia r x s.
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Scelte le basi canoniche C; e C,, otteniamo una matrice X = (z;5) le
cur colonne generano le relazioni fra i generatori di M; in altri termini,
(ai,...,a,) € A" e tale che aymi + ...+ a,m, =0, i.e. (ay,...,a,) € Ker f

esiste u € A® tale che Xu® = (ay,...,a,)", i.e. (ay,...,a,)" € Imy,
ove ' denota 'usuale trasposizione di vettori.

Questo spiega perché, al fine di studiare gli A-moduli finitamente generati,
possiamo passare attraverso lo studio delle matrici a coefficienti in A.

4.8.1 La forma normale di Smith

Sia X una matrice 7 X s a coefficienti in un dominio a ideali principali A. Come
gia visto nel corso di Algebra Lineare, su X possiamo eseguire le seguenti
operazioni elementart di riga: scambiare due righe, sommare ad una riga un
multiplo non nullo di un’altra riga, moltiplicare una riga per un elemento
invertibile di A. Analogamente possiamo operare sulle colonne. Ognuna di
queste operazioni si ottiene moltiplicando - a sinistra se lavoriamo sulle righe,
a destra se lavoriamo sulle colonne - la matrice data per le matrict elementari
corrispondenti, ovvero quelle ottenute eseguendo sulla matrice identica la
corrispondente operazione elementare.

Diciamo che due matrici X,Y € M,4(A) sono equivalenti se esistono ma-
trici R € M,(A) e S € My(A) invertibili - ovvero con det R,det S € A* -
tali che Y = RX S e facile verificare che in questo modo si introduce effet-
tivamente una relazione d’equivalenza su M,4(A). Diciamo che una matrice,
non necessariamente quadrata, D = (d;;) € M,s e diagonale se d;; = 0, per
1 7.

Data una matrice X a coefficienti in A, consideriamo gli ideali
Ai(X) = (det X;: X; sottomatrice i x i di X) C A.
T. 110. Siano X e Y matrici equivalenti; allora A;(X) = A;(Y) per ogni i.

Dimostrazione T. 110 Ci basta dimostrare che, data una una matrice
invertibile R, A;(RX) = A;(X). Infatti da cio seguira anche che A;(XS) =
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A ((XS)Y) = A;(S'XY) = Aj(X") = A(X), e di conseguenza la tesi. Ini-
ziamo osservando che le righe di RX sono combinazioni lineari delle righe
di X e quindi, per la multilinearita del determinante, i determinanti delle
sottomatrici ¢ x ¢ di RX sono combinazione lineare dei determinanti delle
sottomatrici ¢ x ¢ di X. Di conseguenza, A;(RX) C A;(X). D’altronde R
¢ invertibile e dunque vale anche A;(RX) 2O A;(R'RX) = A;(X), come
volevamo.

T. 111. Sia A un dominio ad ideali principali. Allora ogni matrice a coeffi-
cienti in A e equivalente ad una matrice diagonale.

Dimostrazione T. 111 Consideriamo una matrice X = ad entrate

ac
bd
in A, con a,b non entrambi nulli, e indichiamo con 0 # x = gecd(a,b) il

loro massimo comune divisore; allora esistono s,t € A tali che sa + tb = x.

. . . t . \
Consideriamo la matrice R = —b:f"_l a:p_1> , che ha determinante 1, ed ¢

dunque invertibile; moltiplicando a sinistra per R otteniamo

S t ac €T *
RX = (—ba:_l a:p_1> (b d) - (0 *) ’

che ¢ triangolare superiore e il cui primo elemento diverso da zero nella pri-
ma colonna e proprio il massimo comune divisore degli elementi della prima
colonna di X.

Osserviamo anche che moltiplicando R' a destra di X', che ha gli elementi
a,b nella prima riga, otteniamo similmente una matrice triangolare inferiore

it (ab\ (s —=bx '\ [0
X = (cd) (t aa:1> N <>»<>1<

in cui il primo elemento diverso da zero della prima riga e uguale al massimo
comune divisore degli elementi della prima riga di X*.

Sia ora X una matrice r X s. Consideriamo la prima colonna di X. Se e
nulla passiamo alla seconda colonna, altrimenti eventualmente con scambi di
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righe, ossia moltiplicando a sinistra per opportune matrici elementari, pos-
siamo applicare la costruzione precedente alle prime due righe e colonne di

T %

X, trovare una matrice R = (}82 [O ) tale che RX = | 0 x *
r—2

x| *

Ripetendo questo passo con tutte le matrici 2 x 2 ottenibili con le prime due
colonne di X, otteniamo una matrice equivalente ad X con una prima colonna
nulla eccetto per ’elemento x; di posto (1, 1) che & il massimo comun divisore
degli elementi della prima colonna di X. Nello stesso modo, moltiplicando a
destra la matrice ottenuta per opportune matrici invertibili si puo sostituire
x1 con un elemento s che e il massimo comun divisore di tutti gli elementi
sulla prima riga e azzerare tutti gli altri elementi della prima riga. In questo
modo pero possono ricomparire elementi diversi da zero nella prima colonna
e quindi si deve ripetere il procedimento sulla prima colonna. Con successive
applicazioni di questo metodo si costruisce, al posto (1, 1), una successione
elementi xq,x9,...,x;, ..., che sono alternativamente il massimo comun di-
visore degli elementi della prima colonna e il massimo comun divisore degli
elementi della prima riga, e quindi tali che z;41|z;. Dal momento che A ¢
PID, da questo segue che esiste n tale che x, = x,.1, cf. T.25, ma questo
dice che z,, ¢ il massimo comun divisore sia degli elementi della prima colonna
che della prima riga, e quindi si possono azzerare tutti gli altri elementi sia
della prima riga che della prima colonna con operazioni elementari. Iterando
il procedimento sulla matrice ottenuta cancellando la prima riga e la prima
colonna si ottiene che la matrice puo essere diagonalizzata.

La forma normale di Smith
Sia A un dominio ad ideali principali. Una matrice D = (d;;) € M,5(A) &
in forma (normale) di Smith se

- D e diagonale;

- dy | dog | -+ | di, ovet = min{r,s}.

Osserviamo che ¢ possibile che d;; = 0 per ¢ > 5 > k per qualche indice k.
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T. 112. Ogni matrice X a coefficienti in A & equivalente ad una matrice
in forma di Smith.

Dimostrazione T. 112 Grazie a T.111, possiamo assumere che X = (z;)
sia in forma diagonale. Se la matrice non ¢ in forma di Smith, siano ¢ il minimo
indice tale che esiste j > i con x;/x;; e supponiamo che j sia minimo con
questa proprieta; a meno di scambi di riga e colonna, possiamo supporre senza
perdita di generalita che i =1e j = 2.

Siano allora z = ged (11, x92) € s,t € A tali che sx1;+tx9 = x e consideriamo
le matrici

S t 0 1 —tzgx™!
R=| —xpz tapa™ , S=11 sxpx?
0 [T—2 0 [5—2

La matrice prodotto RX S = (y;;) € ancora diagonale, con y;; = x;; se j > 2,
Y11 = T € Yo = T11T207 1, quindi tale che Y11|Y22. A meno di ulteriori scambi
di riga e colonna otteniamo una matrice diagonale (z;;), dove zy; = ), per
h # 14,7, zii = Y11 € zjj = Yoo, tale che, per ogni 1 < h <i—1, z2pp | Zngenis
per ogni ¢ > 0 e z; | zn, per ogni ¢ < h < j. Iterando il procedimento si
ottiene la tesi.

T. 113. Sia X una matrice equivalente ad una matrice D = (d;;) in forma
di Smith; allora

1. Al(X) = (dll);

2. Aj(X) = (d;i)Ai—1(X) per ogni i > 1.

Quindi, se A;(X) = (6;), possiamo prendere dy; = 01, d;; = 0;/d;—1, per ogni
i > 1 tale che 6; 1 # 0. In particolare, gli elementi d;; sono unici solo a
meno di elementi invertibili in A. In questo senso possiamo dire che la forma
della matrice X e essenzialmente unica, e diciamo che D e la forma di Smith
di X; chiamiamo gli elementi d;; fattori invarianti di X. Da quanto detto
sopra segue dunque che due matrici sono equivalenti se e solo se gli elementi
corrispondenti nelle rispettive forme di Smith sono associati.
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Dimeostrazione T. 113 Per T. 110, abbiamo che A;(X) = A;(D) =
(dy; - - - dy;), ove la seconda uguaglianza & dovuta al fatto che D & diagonale e
alle relazioni di divisibilita dy|dgs| - - |dy tra i d;;. Dunque A(D) = (dy1) =
A1(X). Inoltre A;(X) = A;(D) = (di;)Ai—1(X), per ogni 1 < <t

Osservazione 4.10. Ricordiamo che le operazioni elementari consentite, de-
scritte all’inizio della sezione, non alterano i A;(X); se si procede al calcolo
dei A;(X) tramite I'eliminazione di Gauss si deve quindi prestare attenzione

ad usare solo quelle. Per esempio (g g) si riduce a <§ (2)> , sottraendo alla se-
: 24 :
conda colonna 2 volte la prima, ma non a 092 che si otterrebbe sottraendo

4 :
>, sottraendo al doppio

alla seconda riga % volte la prima, e nemmeno a < 04

della seconda riga 3 volte la prima.
4.8.2 Il teorema di struttura per moduli finitamente generati

Dall’esistenza della forma normale di Smith e dalle sue proprieta discende
una classificazione dei moduli finitamente generati su domini ad ideali prin-

cipali. Fissiamo dapprima la seguente notazione. Dato N = (wy, ..., w,) un
sottomodulo di un modulo L = (I, ...,l,), esistono elementi x;; € A tali che
wp, =Yy Tenlp, perogni h =1,....s. Se X = (x;;) ¢ la matrice r x s forma-

ta con gli elementi x;;, possiamo scrivere queste relazioni usando la notazione
matriciale (wy,...,ws) = (ly,..., ) X.

T. 114. Siano L un A-modulo libero di rango r ¢ 0 # N C L un sottomodulo;
allora esistono una base {vy,...,v,} di L e scalari dy,...,ds € A, con s <,
tali che {djvy,...,dsvs} & una base di N.

Dimostrazione T. 11/ Siano [y,...,l, una base di L e wy,...,ws una
base di N, che e sottomodulo di un modulo libero e quindi libero, per
T.108.1, di rango s < r; allora esiste X matrice r X s a coefficienti in A
tale che (wy,...,ws) = (l1,...,1l,)X. Per quanto provato prima, cf. T.112,
X e equivalente ad una matrice in forma di Smith D e quindi esistono
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matrici invertibili R e S di taglia » X r e s X s rispettivamente tali che
RXS = D. Siano dy, . . ., d; gli elementi non nulli della diagonale di D. Otte-
niamo allora che (w1, ..., ws)S = (Iy,...,1,)XS = (I1,...,1,)R™1D. Ponendo

(v1,...,v.) = (I1,...,l,)R™!, otteniamo che {v1,...,v,} & una base di L. Inol-
tre, (wy,...,ws)S = (vq,...,v.)D = (dyvy, ..., dxvg,0,...,0), con k < s. Dal
momento che anche S ¢ invertibile, segue che k = s e {djvy,...,dsvs} € una
base di V.

Nella dimostrazione precedente si osserva che i coefficienti d; sono le entrate
diagonali di un’opportuna matrice in forma di Smith. Inoltre notiamo che
dv; € N se e solo se d;|d, dunque (d;) = N: (v;) per ogni i = 1,...,s, cf.
anche T.115, ed ¢ banalmente vera per ¢ > s.

T. 115. Con le stesse notazioni di T.114,

LLL/N~(t1) & ... & (7).
2.L/N ~A/(d)) @ ... 0 A/(ds) ® A",

Dimostrazione T. 115 1. Certamente 71, ..., 7, generano L/N; proviamo
allora che la somma ¢ diretta. Per qualche i = 1,...,r, sia av; € ), ,;(7j),
con a € A; allora av; = ), ;a7 da cui segue che av; — >, av; € N.
Esistono quindi by, ...,bs € A tali che av; — Z#i ajv; =Y 1_ bedivg, da cui
segue che a = 0se 7> sea=bid; sei < s.Inognicaso av; = 0 e quindi la
somma e diretta.

2. Osserviamo che ’assegnazione 1 — 7; induce un omomorfismo surgettivo
A — (7;) il cui nucleo ¢ Annw; = 0 : (7;). Sia allora av; = 0: se i < s
questo accade se e solo se av; = ijl bijd;v;, cioe se e solo se a € (d;), mentre
se i > s cio e vero se e solo se a = 0. Quindi (7;) ~ A/ Ann 7; che a sua volta
¢ isomorfo a A/(d;) se i < s e ad A sei > s. La conclusione segue ora dal
punto 1.

Teorema di struttura / I

T. 116.5ia A un PID e M = (my,...,m,;) un A-modulo finitamente
generato; allora esistono ideali principali [; 2 Io O --- D I, tali che
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i
A
Y
M =~ @ 7 I;:
g=ll

Dimostrazione T. 116 Siano M = (mq,...,m,) e f : A" — M T'omo-
morfismo definito da f(e;) = m;. Dal momento che Ker f ¢ libero, diciamo
di rango s, esistono una base vy,...,v,. di A" e costanti dy,...,ds tali che
{dyv1,...,dsvs} € una base di Ker f. La tesi segue immediatamente dal co-
rollario precedente, dato che M ~ A"/ Ker f e gli ideali I; = (d;) = 0: f(v;)
verificano le relazioni di contenimento poiché dy|dy|---|ds e [s11 = ... = I, =
0.

E importante osservare che, per quanto visto in precedenza, ogni matrice a
coefficienti in A e equivalente ad una matrice in forma normale di Smith, che e
essenzialmente unica; e chiaro allora che, scegliendo un’altra base wj, ..., w.
del modulo delle relazioni Ker f la rappresentazione di M come somma diret-
ta di moduli ciclici rimane la stessa. Non e evidente a priori pero cosa sarebbe
successo se fossimo partiti da un altro insieme di generatori {ny,...,n,} di

M = (mq,...,m,). Il seguente risultato chiarisce la situazione.

T. 117.Sia Aun anelloesiano 1 2 L, D --- D1, e J1 D JyD--- D Ju
ideali di A, con r <7/, e supponiamo che

TJ

M:G?A/Ii :@A/Jh.

h=1
Allora

Ly =y =cee = oy = A4

2. Jp_pi=1;, perogni 1 =1,...,r.

Dimostrazione T. 117 1. Supponiamo r < 7/, consideriamo B = A/ J, ©
dimostriamo che B = 0. Notiamo subito che, per ipotesi, J; + J, = J; per
ogni h > 1, e quindi da E.116 segue che
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YO MA o DA M, LM A
b _@ /Jl_@/(Jl‘l‘Jh)_ /J1M_@ /(J1+]i)'
h=1 h=1 1=1

Proiettando B" su €3,_ A/  otteniamo dunque per composizione un
i=1 (Jl + ]z)

omomorfismo surgettivo da B" in B"; dato che r < 7' questo implica che
B = 0, ct. E.118. Iterando il ragionamento otteniamo similmente che Jo =

o= = A
2. Per il punto precedente, possiamo supporre che r = r’ e, per simmetria,
ci basta dimostrare che I, C Jj, per ogni h = 1,...,r. Sia allora a € I;; da

E.117 discende che

aM ~ a (@A/]i) 26914/(]@:@'

i=1 i=1
Poiché I; C I;_1, abbiamo anche che a € I; perogni : < h equindi [; :a= A
per tali 2. Di conseguenza avremo che

@A/(Iiia)NaMNa<€BA/Ji> Z@A/(Ji:a)'

i=h+1 i=1 i=1
Dal punto 1 discende allora che J; : a = A per ogni ¢ < h e dunque che
a € Jy.

Per concludere questa parte vogliamo arrivare ad una seconda formulazione
del teorema di struttura. In primo luogo introduciamo la seguente definizione.

Sottomodulo di torsione
Dati un dominio A e un A-modulo M il sottomodulo di torsione T'(M) di
M ¢ definito come l'insieme

T(M)={me M : am =0 per qualche a € A\ {0}};

1 suoi elementi si dicono di torsione. Si dice infine che M ¢ un modulo di
torsione se M = T (M) e che M ¢ libero da torsione se T(M) = 0.
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T. 118. Siano A un dominio a ideali principali e M un A-modulo finita-
mente generato. Allora,

1. il sottomodulo di torsione T'(M) di M ¢ finitamente generato;
2. M ~T(M) @ A*, per qualche k > 0;
3.0: T(M) # 0.

Dimostrazione T. 118 1. E un caso particolare di T.108.2.

2. Dal teorema di struttura T.116, sappiamo che esistono ideali principali
I =(dy) 2 Iy =(dy) 2+ 2 I, = (d) tali che M ~ @, /. Se I, =0
per ogni i, allora M ~ A" e T(M) = 0. Altrimenti, sia s tale che I, # 0 per
h<se I; =0 per i > s; allora ci basta osservare che T(M) = @:_; A/IZ- ¢
M ~T(M)® A* con k =1 — s.

3. Abbiamo osservato sopra che T'(M) = ;_, A/ T; allora segue subito che
0:T(M) =1, = (dy), e tanto basta per concludere.

Il risultato precedente mostra come ogni modulo M finitamente generato
su un dominio ad ideali principali A si possa decomporre come somma di-
retta della sua parte libera e della sua parte di torsione. Per decomporre
ulteriormente M introduciamo la seguente definizione.

Dati un A-modulo M e p € A definiamo la p-componente di M come

M, ={m € M: p"m =0 per qualche kEN}:UO:Mpk.
keN

Questa risulta essere un sottomodulo di M, cf. E.154.
Nel caso in cui p sia un elemento primo e M = M, allora M si dice
P-pPrImario .

Teorema di struttura / II

Sia A un dominio ad ideali principali.

T. 119. Siano p € A un elemento primo e M un A-modulo p-primario
finitamente generato. Allora
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M~A 1 A . .o A
) @ ) BB iy,
per certi k1 < ko < ... < k,.

T. 120. Sia M un A-modulo finitamente generato. Allora,

h
~ A k

M= 16? /(QZ) ® A
con (g;) C A ideali primari per ogni i e h,k interi positivi o nulli.
Inoltre, I'insieme degli ideali primari che compaiono nella decomposizione
¢ unico, la decomposizione ¢ unica a meno dell’ordine degli addendi, e un
ideale puo comparire piu di una volta. Gli elementi ¢; sono unici a meno
di associati e si chiamano i divisor: elementari di M.

Dimostrazione T. 119 Osserviamo innanzitutto che in un PID gli ideali
primari sono potenze di elementi primi, cf. E.57.

Per il teorema di struttura T. 116 esistono ideali principali I} = (dy) 2 I, =
(dg) 2 -+- D I, = (d,) tali che M ~ P;_, A/]Z,. Dato che M = M, ogni
ideale I; contiene una potenza positiva di p, ma se p" € [; allora p" = bd; e
da questo si ottiene I; = (d;) = (p*i), come volevamo. Le disuguaglianze tra
i k; sono dovute alle inclusioni tra gli ideali I;.

Dimostrazione T. 120 Per il teorema di struttura T.116 esistono ideali
principali Iy = (di) 2 Iy = (dy) 2 -+~ 2 I, = (d;) tali che M ~ @], 4/

Siano di,...,ds #0e d; = H?;l pfj la decomposizione di d; come prodotto
di primi distinti, per i = 1,...,s. Avremo che M ~ _, A/]Z_GBAT_S; inoltre,

J=1

s h;
M ~ @ EBA/(]?Z”) DA

i=1 j=1

per il teorema cinese del resto, si ha che A/ = @hi A/(pei_j) e quindi
ij

ove gli ideali (pfj]) sono gli ideali primari cercati.

Osservazione 4.11. Osserviamo che se M ~ Coker ¢ ¢ un A-modulo gene-
rato da r elementi e ¢ ¢ rappresentato da una matrice X di taglia r x r/,
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allora il rango della parte libera di M coincide con il numero delle righe di
zeri della forma di Smith di X, cf. anche T.115.

4.9 Approfondimento: la forma canonica razionale e la forma di Jordan

Possiamo applicare i risultati della sezione precedente ai gruppi abeliani, ossia
agli Z-moduli, finitamente generati ottenendo cosi ben noti teoremi di clas-
sificazione. In questa ultima parte vediamo una ulteriore applicazione della
teoria al caso degli spazi vettoriali.

Sia V' # 0 un K-spazio vettoriale di dimensione finita n e sia ¢ € Endg (V)
un endomorfismo di V. Definiamo su V' una struttura di K [z]-modulo tramite
¢ in questo modo: dati p(z) = Z;ZO a;x' e v € V poniamo
t
Py = ag(),
i=0
cf. la dimostrazione di T.98.
Nel seguito considereremo fissato I’endomorfismo ¢ e la struttura di K[z]-
modulo su V' appena introdotta; dato un sottoinsieme W C V denoteremo
con (W) il K|z]-sottomodulo di V' da esso generato.

T. 121. Con le stesse notazioni, valgono i seguenti fatti.

1. L’annullatore AnnV = 0 :gp,) V' di V' ¢ un ideale proprio e non nullo di
K|x]; il suo generatore monico viene detto il polinomio minimo di .

2. Per ogni 0 # v € V, Ann(v) & un ideale proprio e non nullo di K{z].

3. Una qualsiasi base B di un sottospazio vettoriale W di V' e un insieme di
generatori di (W), ma non ¢ mai una base di (W).

4. Dato un Klz]-sottomodulo W C V W & un sottospazio vettoriale -
invariante di V', ossia tale che (W) C W. Visto che ¢ ¢ fissato, diremo
semplicemente invariante.

5.Siano 0 # v € V, f,(x) il generatore monico di Ann(v) e d il suo grado; allo-
ra la dimensione di (v) come K-spazio vettoriale & d e {v, p(v), ..., % 1(v)}
¢ una sua base. Inoltre (v) ¢ il piu piccolo sottospazio invariante di V' che
contiene v.
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Dimeostrazione T. 121 1. Dato che f(z)v = 0 se e solo se f(y)(v) =0,
si ha f(x) € AnnV se e solo se f(¢) ¢ 'endomorfismo nullo. Dal momento
che gli n2+1 vettori idy, ¢, ..., " € Endg (V) sono linearmente dipendenti,
possiamo trovare una combinazione K-lineare non banale Z:iarl aip’ = 0;
allora il polinomio 0 # f(z) = Zigl a;x' € K[x] & tale che f(p) = 0 in
Endg(V), ie. f(z) € AnnV.
2. Dato che (v) ¢ un sottomodulo di V, dal punto 1 segue subito che 0 #
AnnV C Ann(v) C K|z].
3. La prima affermazione discende dal fatto che, se a € K e v € V allora il
prodotto av in V' come K-spazio vettoriale o come K [z]-modulo ¢ lo stesso.
Dal momento pero che, per il punto 1, V' come K[x]-modulo ¢ di torsione,
certamente V' non e libero, e dunque non ammette base.
4. Per ogni w € W si ha p(x)w € W; in particolare p(w) = zw € W per ogni
w e W, cioe (W) C W,
5. Osserviamo che, per il punto 2, d > 0; inoltre, (v) = {p(z)v: p(x) € K[z]}
¢ generato da v su K[z e dunque da {¢'(v): i € N} su K, visto che per ogni
i si ha che ¢'(v) = x'v. Dato che f,uv = 0 e f, & monico, possiamo scrivere
©?(v), e dunque anche %™ (v) per ogni h € N, come combinazione K-lineare
di v, p(v),...,9" Y(v). Abbiamo quindi dimostrato che ogni elemento di (v)
si puo scrivere come combinazione K-lineare di v, p(v), ..., 9% ! (v), ovvero
v, 0(v),. .., 1 (v) generano (v) come K-spazio vettoriale.
Se per assurdo esistesse una combinazione K-lineare non banale Zf;ol a;ip'(v)
uguale a 0, avremmo un polinomio non nullo f(z) = S} a;z' € Ann(v)
= (fu(x)) di grado minore di d, che non & possibile.

Il sottospazio (v) ¢ invariante, come visto nel punto precedente; inoltre,
dato un altro sottospazio W invariante che contiene v, induttivamente avremo
che ©'(v) C @' (W) C (W) C W per ogni i, cioe (v) C W.

Dal momento che K[z] & PID, il K[z]-modulo finitamente generato V' che,
come osservato nella dimostrazione di T.121.3, e di torsione, si decompone
come somma diretta di moduli ciclici

V=(n)® - & (vs) ~ Klz]/Ann(v,) & - -- & K[z]/Ann(vy),
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per il teorema di struttura T.116.
Consideriamo allora, per ogni ¢« = 1,...,s, il polinomio monico f; = f,, che
genera Ann(v;), cf. T.121.5; per ogni ¢, il grado d; di f; & positivo e scriviamo

Ji= Zjl Oag )29, per certi a() € K.

La forma canonica razionale
T. 122. Con le notazioni precedenti, sia data una decomposizione V =
(v1) ® -+ - ® (vs) di V' come somma diretta di K|[x]-moduli ciclici; allora

L {v1, o(v1), -+, "7 (01), -+, Vs, 9(05), -+, %7 (05) } & una base di V;
2.la matrice M associata a ¢ rispetto a questa base € una matrice a
blocchi,

My 0 ... 0

0 My,... 0
M=\ | ,

0 0 ..M

dove ogni blocco e dato dalla matrice compagna di f;

(00 .0 —ao)\
. 0 —ag)
My =|01...0 —a}

\O | —agl?_lj

M viene detta forma canonica razionale di .

Dimostrazione T. 122 1. Per T.121.5 ogni insieme {v;, ..., 0% 1(v;)} &
una base di (v;) come K-spazio vettoriale. La conclusione segue dal fatto che
V ¢ la somma diretta su K[z]| e quindi anche su K dei sottospazi (v1), . .., (vs).

2. E una immediata conseguenza del punto precedente.

Ricordiamo che, per il teorema di struttura, i polinomi f; che definiscono la
forma canonica razionale di ¢ soddisfano la condizione fi | fo |-+ | fs.
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Esempio 4.12.Sia V = Q' e ¢ € Endg(V) 'endomorfismo dato da op(v) =
Av dove

1 0 10
0 1-20
1 20
1

Vogliamo trovare una decomposizione di V' come somma diretta di Q[z]-
moduli ciclici e determinare la forma canonica razionale di A.

Sia B = {e1, ey, e3,e,4} la base canonica di V; per T.121.3, B costituisce un
insieme di generatori di V' come Q[z]-modulo. Sia dunque f : Q[z]* — V

definito da f(p1, pa, p3, pa) = pr(z)er + p2(x)es + ps(z)es + pa(z)ey; allora f ¢
un omomorfismo surgettivo e la successione

O—>Kerf—>@[x]4L>V—>O

e esatta. Determiniamo ora il sottomodulo Ker f; dato che

4

re|; = gp(el) = Ae1 = Z ap1€h,
h=1

si ha
flz — a1, —agn, —as;, —agn) =0 .

Definendo ry = (x — a11, —as1, —ag1, —ay1) otteniamo quindi un elemento in
Ker f. Analogamente possiamo definire ry, r3 e ry tali che il sottomodulo
(r; - i=1,...,4) sia contenuto in Ker f.

Adesso sia p = (p1,p2,p3,p4) € Q[z]!, dividendo per gli & — a;; possiamo
scrivere p; = h;(x — a;;) + ¢; dove, per ogni i, ¢; € Q e deg h; < deg p;.
Dunque
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1 hi(z —an) +a
p2| _ ho(z — ag2) + ¢
D3 hg(l’ — CL33) -+ C3
D4 ha(z — au) + ¢4

hoaia + hsaiz + hyais + 1
hiag + hzass + haaos + o
hiasi + haass + hyazs + c3
h1a41 + h2a42 + h3a43 + Cy

(611

= hiry + hory + hars + hyry +

= hiry + hore + hgrs 4 hyry + 32 ,
3
\CM
per certi polinomi ¢i,...,qs tali che max;{deg ¢;} < max;{deg p;}. Iteran-

do questo procedimento, dato che gli x — a;; sono lineari, possiamo dunque
scrivere

P1 d;
P2y

= g1T1 + goTr2 + g3r3 + garg +
P3 ds
D4 dy

per certi ¢gi,...,9¢ € Klx] e dyi,...,dy € Q. Di conseguenza, se p =
(p1,p2,3,p4) € Ker f, si ha

0= f(p) = f(di,ds,ds,dy) = dre1 + doey + dzes + dsey,

che implica d; = 0 per ogni ¢ dal momento che B & una base di V, i.e.
p € (ry,ro,r3, ry). Abbiamo dunque dimostrato che (ry,rs, r3, ry) = Ker f.
Per trovare la decomposizione di V' e sufficiente ora trovare la forma di Smith
della matrice delle relazioni che ha per colonne i vettori r;, ovvero la matrice
xl — A, che cambiata di segno e
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/an — T a2 ais a4
as1 Q22 — T Q923 a4
A—xl =
asi aza a3z — T a34
\ 41 Q42 Q43 Q44 — X

[1-2 0 1 0

0 1-z -2 0
2 -1 2-z 0
\ -2 -1 -2 1-gz

ovvero la matrice caratteristica di A.
La sua forma di Smith ¢ la matrice

10 0 0
01 O 0
00 z—1 0 ’

00 0 a3—42®+52—2
quindi V ~ Q[z]/(z — 1) ® Q[z]/(2® — 42* + 5z — 2).

La forma canonica razionale M di A e composta da due blocchi, che sono

le matrici compagne di f; = agl):r: — a(()l) =x—1le fo= a§2)x3 — a§2):c2 +ag2)a:+
a(()Q) = 2% — 42% + 5r — 2. Avremo pertanto
11000
Mgl 0O 0/00 2
M _ 1 —
< 0 Mf2> 0/10-5
0/01 4

Dalla decomposizione V' = @;_,(v;) ~ @;_,; K[z]/(f;) e utilizzando la
fattorizzazione unica dei polinomi in K[z], con il teorema cinese del resto
possiamo anche scomporre ulteriormente gli addendi come

() = K12)/(£) = D KLl ()

dove gli f;; sono i fattori irriducibili distinti di f;, cf. E. 156. Questa scrittura
ci riconduce alle componenti f;;-primarie dei K[z|/(f;), mentre la componente
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fij-primaria di V' risulta esserne la somma diretta. Date le relazioni di divi-
sibilita tra gli f; ¢ ovvio che componenti f;;-primarie non banali compaiano
anche nei K[z]/(fi) successivi, cioe per k > 1.
In particolare, nel caso in cui K sia algebricamente chiuso, possiamo decom-

. €4
porre ogni polinomio f; = H; 1 (x — )\y)> " come prodotto di potenze di

polinomi lineari, con Ag.) cKe )\ + )\h se j # h. Dunque e;; ¢ la moltepli-

cita di Agl) come radice di f;. Come ricordato sopra, AW j comparira in generale
come radice degli f con k > 1.
Possiamo quindi scrivere per ogni 7

(W) = () & ... (w),

. . €ij
dove Ann <w](-l)> = (x — )\gl)> " ¢ ottenere una decomposizione di V' come

somma diretta di K [x]-moduli ciclici primari

1 1 S s
V=(wMe. . ewNe. owhe. owd.

La forma di Jordan
T. 123. Sia K algebricamente chiuso e, come sopra, sia

V:<w§1)>@,,,@<w§11)>@...@<w§8)>@...@<w§:)>.

Definiamo ¢ = @ ¢i;, con ¢;; = (¢ —)\(-i)l)|< 0y allora

J
0]

L {w?% Pri?), o i ) e ey, wl(wﬁf)),
L R R R U
Py, (W ts) e weStS_l( ))}eunabase di V;

2. la matrice associata a ¢ rispetto a tale base € una matrice diagonale a
blocchi
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J)\él)
0
J
A
J)\§2)
)
J s
ALY
0 J AW
\ Ty

ove ogni blocco J,» € una matrice di Jordan di taglia e;;, della forma
J

(A0 0\
1A 0
Jo=[0 1x"0..
: R 0

\o0 0 .19

Dimostrazione T. 123 Dal momento che V' ¢ somma diretta, possiamo

limitarci a considerare 1’azione di ¥ su ognuno dei sottospazi (w( )>, su cui,

J

per definizione, v coincide con ¥;; = ¢ — /\5_1')[ . Per semplicita di notazione
poniamo wgl) = w, )\.g-i) = A, Ann (w) = (z — \)¢, per cui risulta ¢ = p — Al
e lo spazio vettoriale che stiamo considerando ¢ (w) ~ K[x]/(z — )¢ che ha
dimensione e su K.

1. Da E. 121.5 sappiamo che {w, p(w), ..., ¢ 1(w)} & una base del K-spazio
vettoriale (w).

Per definizione di ¢ si ha che ¢'(w) = (¢ + M) (w) € (w, Y (w), ..., Hw))
e quindi anche {w, ¥ (w),...,¢* H(w)} & una base di (w).
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2. Controlliamo 'azione di ¢ su (w)

P (w) + M (w) se0<i<e—1

P (w)) = (¥ + AW (w)) =
A (w) sei=e—1,

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che ¥(w) = (z — A)®w = 0. Quin-
di rispetto alla base {w, ¥ (w),...,¥" " }(w)} la matrice che rappresenta ¢ &

esattamente
( A0 ... ... 0

1A 0 ...0
Ji=|01Xx..0

\(')0..'. )

Esempio 4.13. Troviamo la forma di Jordan su C della matrice A dell’Esem-
pio 4.12. Fattorizziamo i polinomi z — 1 e 2® —42? + 5z — 2 = (x — 1)*(x — 2),
e di conseguenza ottieniamo che la forma di Jordan di A &

o OO

1100
010
011

0[00]|2

Osserviamo infine che la componente (z — 1)-primaria e rappresentata dal
blocco 3 x 3 in alto a sinistra, composto a sua volta da due blocchi: uno, di
dimensione 1, proveniente da My, e uno, di dimensione 2, proveniente da My, .







5}

Il prodotto tensoriale

Siano A un anello e M, N, P A-moduli.

Diciamo che un’applicazione f: M x N — P e A-bilineare se per ogni
m € M la mappa fi,.): N — P, fo(n) — f(m,n), e per ogni n €
N la mappa f.,: M — P, f.,(m) = f(m,n) sono A-lineari, ovvero
omomorfismi di A-moduli.

In maniera analoga, dati A-moduli M, ..., M, e P, un’applicazione f: M;jx

- X M, — P si dice multilineare se e lineare su ogni componente.

Denotiamo l'insieme di tutte le mappe A-bilineari definite da M x N in P

con Bil(M, N; P); lo dotiamo di una struttura di A-modulo ponendo, per ogni
f,g€BI(M,N;P)eac A

(f +9)(m,n) = f(m,n) +g(m,n) e (af)(m,n)=af(m,n),
per ognim € M,n € N, cf. E.179.
T. 124. Siano A un anello e M, N, P A-moduli; allora
Bil(M, N; P) ~ Hom (M, Homy (N, P)).

Dimostrazione T. 12/ Sia @: Bil(M,N; P) — Hom (M, Hom (N, P))
I’applicazione che ad ogni forma bilineare b associa la mappa ¢,: M —
Homu(N, P) definita da (py(m))(n) = by,(n) = b(m,n). Sia inoltre
V: Homy(M,Homy (N, P)) — Bil(M, N; P) l'applicazione che manda un
omomorfismo ¢ nella mappa bilineare b, € Bil(M, N; P) definita da b,(m, n)
= p(m)(n), per ogni m € M, n € N. Dopo averne verificato la buona defi-
nizione, ovvero che ¢, sia un omomorfismo e che b, sia bilineare, si verifica
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anche che @ e ¥ sono omomorfismi di A-moduli; la conclusione segue poi dal
fatto, facile da vedere, che @ e ¥ sono uno l'inverso dell’altro.

Il prodotto tensoriale viene definito unicamente attraverso la sua proprieta
universale, come segue; si procede poi a dimostrarne l’esistenza e unicita.

Il prodotto tensoriale e la sua proprieta universale

Siano A un anello e M, N due A-moduli. Si definisce prodotto tensoriale
di M e N la coppia (T, 1), data da un A-modulo T insieme con un’appli-
cazione A-bilineare 7: M x N — T che verificano la seguente proprieta
universale:

per ogni f € Bil(M, N; P) esiste un unico omomorfismo f: T —s P che
rende commutativo il diagramma

M x N f%
-"ﬂ

T

T. 125. Siano A un anello e M, N due A-moduli; allora il prodotto tensoriale
di M ed N esiste ed ¢ unico (a meno di isomorfismi).

Dimostrazione T. 125 Supponiamo che (71, 7) e (15, 75) siano
due prodotti tensoriali di M ed N, e consideriamo i seguenti diagrammi
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T
&,
7_1
T2
M x N——=>1T,
-'.ﬂ
m @1
e

ove gli omomorfismi @; e &5 sono dati dalle proprieta universali, sono unici
e sono tali che m =®d1071 e 71 = Py 0.

Componendo, troviamo che @30®; & un omomorfismo di 77 in sé tale che (@50
1) o 11 = 71; osservando che anche idy, ha la stessa proprieta, per ['unicita
di un tale omomorfismo concludiamo che @3 o #; = idz,. Analogamente,
Py o Py = idy,; possiamo pertanto concludere che 77 ~ T5.

Consideriamo I’ A-modulo libero F' = AM*¥ ']a sua base canonica
B ={emmn: (m,n) € M x N} elamappa

i: M XN —F, (m,n) = eumn)-
Sia
T=moi: M XN —F — F/D,
ove m: FF — F/D ¢ la proiezione canonica e D & il sottomodulo di F
generato da tutti gli elementi in F' che devono ridursi a 0 per imporre la
bilinearita di 7, ovvero
D = (i(my +mg,n) —i(my,n) —i(mg,n),
i(am,n) — ai(m,n),
i(m,ny +n9) —i(m, ny) —i(m, no)
i(m,an) — ai(m,n): m,my,me € M,n,ny,ns € N,a € A).

Per costruzione 7 ¢ bilineare. Mostriamo ora che la coppia (T' = F/D, 1) &
un prodotto tensoriale di M e N provando che vale la proprieta universale.
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Siano P un A-modulo, f € Bil(M,N;P) e consideriamo il seguente
diagramma

M x N f% P

F—>F/D=T—0;
s

dobbiamo dimostrare che esiste un unico omomorfismo f tale che f oT =
f omroi=f.

Dato che F' e libero esiste un unico omomorfismo 1 che fa commutare il
triangolo sinistro, i.e. f = ¢ o1i. Dimostriamo ora che esiste unico f cercato,
definendolo in modo tale che f om = 1); in questo modo avremo che f oT =
fo7T01—w01—f. Sia dunque

f:F/D— P, T~ (x) perogni z € F.

Per costruzione avremo che il diagramma commuta, nel momento che saremo
sicuri della buona definizione di f ovvero bisogna verificare che 1, = 0.
Basta verificarlo sui generatori di D: ad esempio, ¥ (i(m +m',n) —i(m,n) —
i(m',n)) = Yoilm+m/,n) —yYoilm,n) —voi(m' n) = f(m+m n)—
f(m,n) — f(m',n) =0, poiché f ¢ bilineare.

Rimane dunque da mostrare che tale f & unica. Siano dunque fi, f2 due
omomorfismi con la proprietd che fiomoi= fyoroi. Dunque fiome from
coincidono sugli elementi della base canonica di F' e quindi su tutto F’; allora
per ogni « € F/D esiste y € F tale che fi(z) = fi(n(y)) = fo(n(y)) = folz),

pertanto la dimostrazione ¢ conclusa.

Alla luce di quanto appena visto, il prodotto tensoriale di M ed N esiste
sempre ed e unico: lo denotiamo con M ® 4 N, o semplicemente con M ® N
quando non vi sia ambiguita sull’anello sul quale stiamo lavorando. Deno-
tiamo inoltre con m ®4 n, o semplicemente m ® n, ’elemento 7(m,n). Tali
elementi m®n, conm € M en € N sidicono tensori elementari o monomiali.
Un tensore € un elemento di M ® N.
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Dalla costruzione di 7 discende immediatamente che

per ogni m,my,my € M, n,ny,ne € N, a € A,
(m14+mo) @n =m1; @n+myn,

m® (n;+n2) =mn; +mQ ny,

alm®n) =am®@n=mQ an.

T. 126. Siano A un anello, M, N due A-moduli.

1.m®0=0®n=0 perognime M, née& N.

2. L’insieme {m ® n: m € M,n € N} dei tensori elementari ¢ un insieme di
generatori di M ® N.

3.5e Gy e Gy sono insiemi di generatori di M e N rispettivamente, allora
I'insieme dei tensori elementari dato da Gy ®Gs = {m®n: m € G1,n € Gy}
¢ un insieme di generatori di M ® N.

4.Se M e N sono finitamente generati, allora M ® N ¢ finitamente generato.

In particolare, da T.126.2 segue dunque che un tensore e una combinazione
A-lineare finita di tensori elementari.

Dimostrazione T. 126 1. Basta osservare, ad esempio, che 0 @ n = (0 +
0)n=0®n+0xmn.
2. Segue direttamente dalla definizione.

3. Dire che L genera M ® N equivale a dire che (M ® N)/(L) = 0. Sia
L = G; ® G5 e consideriamo il diagramma

0
MxN—>MON/,,
-'ﬂ

T

MoN .
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Senz’altro ¢ = 0 fa commutare il diagramma. Inoltre, sia (m,n) € M x N,
ove m = Z?:laimi, m; € Gi, a; € A, i = 1,....h, e n = Z?Zlbjnj,
n; € Ga, bj € A, 5 =1,..., k. Allora, indicando con 7 la proiezione M @ N —
(M ® N)/(L), si ha

h h
m(r(m,n)) =nr(m®n)=m <Z a;m; ® Z bjnj) = Z a;bim(m; ®n;) =0,

i=i ij
dove abbiamo usato che 7 € un omomorfismo, ® & bilineare e m; € Gy,
n; € Gs. Dunque anche ¢ = 7 fa commutare il diagramma e, per I'unicita
nella proprieta universale, 7 = 0, cioe M @ N = (L).

4. Segue immediatamente dal punto precedente.

Esempi 5.1. 1. Mostriamo che Z/(5)®z7/(7) = 0. Osserviamo che 5(a®b) =
564®2b = 5a®b = 0®b = 0, per T.126.1; analogamente 7(a®b) = 0. Pertanto,
per ogni tensore elementare m®n avremo m®@n = 1(m®n) = (21—-20)m®n =
0. La conclusione segue allora da T.126.2.

2. Dimostriamo che Q ®z Q ~ Q. Consideriamo il diagramma

QxQ—>0Q

."ﬂ
0 ... (p
Q®Q,
ove -(z,y) = xy e l'usuale moltiplicazione in Q, che ¢ Z-bilineare. Esiste

dunque un unico omomorfismo ¢ tale che - = o7, i.e. tale che p(z®y) = xy.
Vogliamo dimostrare che ¢ ¢ un isomorfismo. Dato che, per ogni x € Q, p(z®
1) = x, avremo che esso ¢ surgettivo. Osserviamo ora che L = {z®1: z € Q} ¢
un insieme di generatori di Q®@Q. A questo scopo, se consideriamo un tensore
elementare m ® n, con n = a/b, avremo m ® § = me@)%: TRa=%Q®1,
con 4% € Q, e 'osservazione ¢ provata. Avremmo potuto concludere che L ¢
un insieme di generatori direttamente da T.126.2. Da questo segue che ogni
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elemento di Q ® QQ, che e combinazione lineare a coefficienti in Z di tensori
elementari, si puo scrivere come x ® 1, per un opportuno z € Q. Possiamo
ora procedere a dimostrare l'iniettivita: se p(z ® 1) = 0 allora x = 0 da cui
r®1=0.

3. Quando si utilizza la proprieta universale e si vuole dimostrare che ¢ ¢
iniettiva, come nel punto precedente, bisogna procedere con cautela, poiché
in generale non e detto che ogni tensore sia un tensore elementare, come si
evidenzia nel seguente esempio.

Si consideri C con la struttura di R-modulo data dalla restrizione di scalari
tramite 'omomorfismo di inclusione di anelli R — C, ovvero si consideri C
dotato della usuale struttura di R-spazio vettoriale: esso e libero con base
{1,4}. Sia dunque M = N = C e studiamo M ®@g N = C ®g C. Un tensore
elementare in C ®g C ¢ dunque del tipo

z®y =(a+ib) ® (c+id)
=a®@c+a®id+ib®c+ib®id
=ac(1®1)+ad(l®17)+bc(i ® 1)+ bd(i ® 1),

per certi a,b, c,d € R. Consideriamo ora l’elemento 1 ® 1 + i ® 1 € C ®g C.
Affinché esso sia un tensore elementare deve essere ac = 1, ad = 0, bc =
0, bd = 1, che non ha soluzioni in R.

Consideriamo gli A-moduli M = A[z], N = A[y] e il loro prodotto tensoriale
Alz] ®4 Aly]. Mostriamo che esso ¢ isomorfo a Alz,y]. Come A-moduli M
ed N sono generati rispettivamente da {z': i € N}, {¢/: j € N}. Pertanto
M @4 N & generato da {z' @ y’: (i,7) € N*}. Costruiamo il diagramma

Alz] x Aly] %é[m,y]

e

Al] ©4 Aly),

ove -(z,97) = z'y/ & l'usuale moltiplicazione in A[z,y], che & A-bilineare,
e p(3;,aij(r" ®y’)) = 3, aijz'y’. Chiaramente ¢ & surgettiva: dato un
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qualsiasi polinomio p(z,y) = Z” aijx'y’ € Alz, y] avremo che (3, ; ca; (' ®
y’)) = p. Se poi p(3_, ; a;j(z' @ y)) = >_ijaijx'y’ = 0, allora a;; = 0 per
ogni ¢, 7, e dunque ¢ € anche iniettiva.

E importante osservare che M ® N puo essere uguale a zero anche se M # 0
e N # 0, come evidenziato dal primo esempio.

Proprieta del prodotto tensoriale
T. 127. Siano A un anello, I un ideale di A,e siano M, N, P A-moduli.
Allora
1.ARQ M ~ M;
2. M QN ~ N M;
3.(M®N)®P2M®(N®P):M®N®P;
4. (M®&N)®P~(M®P)d(NQP);
5. M ® (A/I) ~ M/IM;

6.se M e N sono liberi di rango m e n rispettivamente, allora M ® N e

libero di rango mn.

Osserviamo anche che il prodotto tensoriale e la somma diretta com-

mutano, mentre questo in generale non e vero per il prodotto diretto, cf.
E.186.

Dimostrazione T. 127 1. L’applicazione f: Ax M — M, f(a,m) = am
e A-bilineare; per la proprieta universale esiste allora un omomorfismo sur-
gettivo f: A® M — M tale che f(a ® m) = am. Consideriamo I’omo-
morfismo g: M — A ® M, definito da g(m) = 1 ® m. Avremo allora che
go fla®@m) = glam) = 1® am = a @ m, per ogni tensore elementare a @ m;
quindi f e anche iniettivo ed e l'isomorfismo cercato.

2. L’applicazione f: N x M — M ® N definita da f(n,m) = m ® n ¢
bilineare e quindi induce un omomorfismo f N M — M ® N, tale che
f(n®m) = m®n. In modo analogo troviamo un omomorfismo §: M @ N —
N®M, tale che g(m®n) = n®m. Questi due omomorfismi sono uno l'inverso
dell’altro e quindi i due moduli sono isomorfi.
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3. Sia m € M, 'applicazione
fn : NxP—(M®N)® P

fm(n,p) =(m®n)@p

¢ bilineare e quindi definisce un omomorfismo }; NP — (M®N)®P.
Se poi consideriamo 'applicazione

g Mx(N®P)— (M®N)® P,

definita da g(m,n ® p) = fm(n ® p) = (m ® n) ® p, anch’essa & bilineare e
quindi induce un omomorfismo

G M®(N®P)— (M®N)® P,

Dal momento che gli elementi del tipo (m ® n) ® p generano il prodotto
tensoriale, questo omomorfismo ¢ unico. In modo analogo si puo costruire un
unico omomorfismo

h: ( MON)QP — M®(N®P), definito da h((m@n)®p) = m® (nQp),

che e l'inverso di g, da cui la tesi.
Per I'ultimo isomorfismo rimandiamo a [AM, Proposition 2.14].

4. I omomorfismo di A moduli
f - IM&N)XP— (M®P)®(N®P)

f((m,n),p) = (m & p,n&p)

e bilineare e quindi induce un unico omomorfismo

f(M&N)®P — (M®P)® (N®P)

per provare che f & un isomorfismo costruiamo il suo inverso. A partire dalle
applicazioni bilineari

g:MxP— (M&N)®P, g(m,p)+— (m,0)® p;
h:NxP— (M@&N)® P, h(n,p)— (0,n) ®p,
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costruiamo gli omomorfismi §: M @ P — (M ® N)® P e h: N@ P —
(M @ N)® P. Per la proprieta universale della somma diretta otteniamo cosi
un omomorfismo

(M@P)® (N®P)— (M®&N)® P

(m@p,n®q) — §(m @ p)+ h(n @ q)
che e l'inverso di f cercato.
5. L’applicazione f: A/I x M — M/IM tale che (a,m) — am ¢ ben

definita e bilineare, ed induce pertanto un omomorfismo f AT Q@ M —
M /IM tale che f(@®@m) = am. Consideriamo ora I'omomorfismo M/IM —s
A/I®M definito dam — 1®m. Esso € ben definito: se m = 7, alloram—n €
IM e dunque m —n = Y. a;m;, per certi a; € I, m; € M in numero finito.
Avremo allora che 1®@m—1@n = 1®(m—n) =10, a;m; = Y, a;@m; = 0.
Ora basta verificare che i due omomorfismi sono uno l'inverso dell’altro, sui
tensori elementari:

adm—am— 1lan=a®@m, m— 1Qm— m.

6. La dimostrazione del caso in cui M ed N sono finitamente generati segue
immediatamente dai punti precedenti: dimostriamo per induzione su m che,
per ogni n € N si ha A" ® A" ~ A™". 1l caso m = 1 segue dal punto 1; per
il caso generale siano M ~ A™, N ~ A". Allora

M@N=A"®@A"=(A"1pA) o A"
~ (A" @ A" @ (A A")
~ A(mfl)n D A" ~ AT

Per la dimostrazione generale bisogna utilizzare la proprieta universale, cf.
E.182.

T. 128. Siano A un anello, e M, N, P A-moduli. Allora,
Homy(M ®4 N, P) ~ Bil(M, N; P) ~ Hom (M, Homu(N, P)).
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L’isomorfismo tra Homa(M ®4 N, P) e Homa(M,Homy(N, P)) viene
talvolta chiamato formula di aggiunzione Hom-®.

Dimostrazione T. 128 Abbiamo gia dimostrato il secondo isomorfismo
in T.124. Per ogni f € Bil(M, N; P), dalla proprieta universale discende
che esiste un unico omomorfismo f tale che f(m ® n) = f(m,n). Definiamo
dunque @: Bil(M, N; P) — Hom4(M @4 N, P) ponendo &(f) = f. Sia f =

O(f) = @(g) = g; allora f(m,n) = f(m®@n) = §g(m @n) = g(m,n), per ogni
m € M, n € N, cioe @ e iniettiva. La mappa @ e anche surgettiva: data f €
Homy (M ®4N, P), definiamo f: M x N — P ponendo f(m,n) = f(m®n).

Essa e bilineare e pertanto esiste z tale che z(m ®@n) = f(m,n) = f(m®n),

per ogni m € M, n € N. Segue pertanto che f = z =&(f).

5.1 Il prodotto tensoriale come funtore

Dati f: M — M’ e g: N — N’ omomorfismi di A-moduli, si definisce
I’omomorfismo

fRg M@N — M @ N’ (f®g)(m®n)=f(m)® g(n);

esso € ben definito, cf. E.184.

In virtu di E.185, dato un A-modulo N, possiamo considerare e ® N come
un funtore covariante dalla categoria degli A-moduli in sé: esso trasforma un
A-modulo M in M ® 4 N e un omomorfismo f: M — M'in fQidy: M Q4
N — M'®4N. Lo stesso possiamo fare con N®e, anche se in realta possiamo
identificare i due funtori in quanto equivalenti, cosa che non definiremo né
verificheremo in questa sede. Esso costituisce un esempio di un funtore esatto
a destra ma non esatto.

T. 129. [Esattezza a destra di e ® N]|

Sia M, f) M L M, » 0 una successione esatta. Allora, per ogni

A-modulo N, la successione
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f®idy gRidy
MiQN — MIN — My@N — 0

¢ esatta.

Dimostrazione T. 129 Per T.100.1, I'esattezza di M, 'f> M L My —

0 implica quella di
0 — Hom(M;, Hom(N, Q)) — Hom(M, Hom(N, Q))
— Hom(M;, Hom(N, Q))

per ogni A-modulo (). Segue allora da T.128 I'esattezza della successione
0 — Hom(M; ® N, Q) — Hom(M ® N,Q) — Hom(M; ® N, Q)

sempre per ogni (). Per T.101.1, cio implica 'esattezza di

f®idy gRidy
Mi@N — M QN —— My®@ N — 0,

dopo aver controllato la compatibilita delle mappe che compaiono nelle varie
successioni.

Analogamente a quanto visto per i funtori Hom 4 (M, e) e Homy(e, N), cf.
T.100 e T.101, della precedente proposizione vale anche il viceversa.

T. 130. Sia M; f> M - M,y > 0 una successione di A-moduli tale
che, per ogni A-modulo N, la successione

f®idN g®idN
M1®N—>M®N—>M2®N—>O

e esatta; allora M, f) M L My — 0 e esatta.

Dimostrazione T. 130 Ponendo N = A, la tesi discende subito da
T.127.1.

Un A-modulo () tale che e ®4 () trasforma successioni esatte corte in
successioni esatte corte si dice piatto. Chiaramente non tutti i moduli sono
piatti. Per esempio siano A = Z = M = N, Q = Z/(2) e consideriamo la

successione 0 — Z - 7 — 7 /(2) — 0, che ¢ esatta corta. Tensorizzando
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con () avremo che 0 — Z ®y Z/(2) — 7Z ®yz Z/(2) non ¢ piu esatta,
perché I'omomorfismo 2 ® idz2) ¢ nullo, e non puo essere iniettiva poiché

Z @z Z/(2) ~ Z/(2) £ 0.

5.2 Estensione di scalari

Abbiamo visto in precedenza, cf. la restrizione degli scalari nella Sezione 4.1,
che se A e B sono anellie f: A — B ¢ un omomorfismo e possibile definire
su ogni B-modulo M una struttura di A-modulo via f definendo il prodotto

AxM — M (a,m)+— f(a)m.

Possiamo anche interpretare la restrizione di scalari come un funtore cova-
riante tra la categoria dei B-moduli e quella degli A-moduli: un omomor-
fismo di B-moduli u: M — N induce un omomorfismo u di A-moduli
fra le restrizioni di M e N, dato che, presi m € M e a € A, avremo
tw(am) = u(f(a)m) = f(a)u(m) = au(m) = au(m).
Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. L’anello B e in maniera naturale
un modulo su se stesso. Inoltre possiamo considerare su B la sua struttura
di A-modulo definita tramite f. Le due operazioni di moltiplicazione per uno
scalare commutano, ossia (ab)b’ = (f(a)b)t/ = f(a)bb' = a(bb') per b,b' € B e
a € A. Si dice pertanto che B ¢ un (A, B)-bimodulo.

Sia ora M un A-modulo. Il prodotto tensoriale B ® 4 M = Mp ha natural-
mente una struttura di A-modulo. Dal momento che B ¢ un B-modulo, su
Mp risulta definita anche una struttura di B-modulo, data da

BXMB—>MB, (b,b’@m)l—>bb'®m

Diremo che la struttura di B-modulo su Mp e definita per estensione di
scalari. Osserviamo che il modulo Mp ottenuto per estensione di scalari e un
(A, B)-bimodulo.

Alcuni esempi classici di estensione di scalari si hanno quando A ¢ un dominio
e B =Q(A) ¢ il suo campo dei quozienti oppure quando si considerano due
campi k£ C K, dove 'estensione di scalari trasforma uno spazio vettoriale su
k in uno spazio vettoriale su K.
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Analogamente a quanto fatto per la restrizione di scalari, possiamo inter-
pretare ’estensione di scalari come un funtore covariante, questa volta dalla
categoria degli A-moduli a quella dei B moduli, dato da B ® 4 e.

Il seguente fatto, che enunciamo senza dimostrazione, risulta essere di
grande utilita.

T. 131. Siano A e B anelli, M un A modulo, N un (A, B)-bimodulo e P un
B-modulo; allora

(M ®aN)®pP~M®4(N®pP).

Osserviamo che su entrambi i moduli (M ®4 N) ®p P e M ®4 (N ®@p P)
e definita una struttura di (A, B)-bimodulo. Infatti, I’A-modulo M ®4 N ha
una struttura di B-modulo, e quindi di (A, B)-bimodulo, ponendo b(m®n) =
m ® bn; analogamente il B-modulo N ®p P ha una struttura di A-modulo, e
quindi di (A, B)-bimodulo, ponendo a (n ® p) = an ® p.
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Localizzazione

6.1 Anelli di frazioni

Vogliamo descrivere in questa sezione una costruzione, detta localizzazione,
che generalizzi la costruzione del campo dei numeri razionali a partire dagli
interi e quella del campo dei quozienti di un dominio di integrita. Localiz-
zeremo anelli arbitrari usando come denominatori gli elementi di particolari
sottoinsiemi S, i sottoinsiemi moltiplicativi.

Sia A un anello; diciamo che un sottoinsieme S C A e moltiplicativamente
chiuso o moltiplicativo se 1 € S e st € S per ogni s,t € S.

T. 132. La relazione
(a,s) ~ (b,t) <= esiste ueS taleche wu(at—bs)=0
definisce una relazione di equivalenza su A x S.

Dimostrazione T. 132 La relazione e certamente riflessiva e simmetrica.
Proviamo che e transitiva: siano (a, s) ~ (b,t) e (b,t) ~ (¢, r). Allora esistono
u,v € S tali che u(at —bs) = 0 e v(br — ct) = 0, da cui vru(at — bs) =0 e
vus(br — ct) = 0. Sommando queste relazioni otteniamo vruat — vusct = 0,
ossia vut(ar — sc) = 0, e quindi (a, s) ~ (¢,r), dato che vut € S.

Denotiamo 4 % S/N con S7!'A:; indichiamo inoltre con 3 la classe di
equivalenza di un elemento (a, s).
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Anello delle frazioni

Siano A un anello e S C A un sottoinsieme moltiplicativo di A.

T. 133. L’insieme S—1A = 4 % S/N dotato delle operazioni di somma e
prodotto definite da

s t st s

a b at+bs gl_) ab
t st

o

con a,b € Aes,te S eun anello commutativocon 0 =3 e 1 = %

Tale anello viene detto I'anello delle frazioni di A rispetto a S o la localizza-
zione di A in S.

L’applicazione o = 0g: A — S™' A definita da o(a) = ¢ & un omomorfi-
smo di anelli, detto I’omomorfismo canonico.

Dimostrazione T. 135 E sufficiente dimostrare che le operazioni sono
ben definite; 'esistenza dell’elemento neutro per la somma e per il prodotto,
I’associativita, la distributivita e la commutativita delle operazioni si ricavano
direttamente da quelle di A. Supponiamo allora che ¢ = Zf—: e % = IZ—: Proviamo
che & 4 2 = atths — a't;,*tf’/sl = Z—:—|— lt)—,/ Per ipotesi, esistono u,v € S tali che
u(as’ —a's) = 0 e v(bt' —b't) = 0 . Da questo segue uvtt'(as’ — a's) = 0 e
uvss'(bt" — b't) = 0, sommando si ha la relazione cercata. Lo stesso tipo di

verifica si effettua per il prodotto.

T. 134. Sia S un sottoinsieme moltiplicativo di A e o 'omomorfismo cano-
nico. Allora,

1. o ¢ iniettivo se e solo se SND(A) = 0;
2.571A =0 se e solose SNN(A) # 0.

Dimostrazione T. 134 1. Per definizione esiste a # 0 tale che o(a) = ¢ =

0 se e solo se esiste u € S tale che ua = 0 ossia se e solo se u € SND(A).

2. S71A = 0 se e solo se % = % ossia, per costruzione, se e solo se 0 € S.

Quindi, dato che S e moltiplicativo, se e solo se S contiene un elemento
nilpotente.



6.1 Anelli di frazioni 165

Una fondamentale proprieta della localizzazione S~'A & che ogni omomorfi-
smo g di A in un anello B in cui tutti gli elementi di g(.S) sono invertibili, si
fattorizza attraverso S—1A.

Proprieta universale dell’anello delle frazioni
T. 135.Sia g: A — B un omomorfismo di anelli tale che ¢g(S) C B¥;
allora esiste un unico omomorfismo di anelli §: S™'A — B tale che
g oo = g, ossia tale che il seguente diagramma commuti

A %
..'ﬂ
g
S *114.

Dimostrazione T. 135 Se un tale omomorfismo ¢ esiste, allora per ogni
a € A si deve avere che §(§) = go(a) = g(a); inoltre se s € S, g(%) =
g(5)™) =g(3)7" = g(s)~". Pertanto

3(2) =3 (3)a(;) = dto@iatols) ! = starg(s)

Un tale g & dunque determinato da g ed e pertanto unico.
Proviamo allora che §: S~'A — B ¢ ben definito. Se questo, come vedremo,

¢ il caso, sara senz’altro un omomorfismo di anelli poiché g lo ¢. Siano allora

=Y e u € S tale che u(at —bs) = 0; avremo che g(u)(g(a)g(t)—g(b)g(s)) =

e, dato che g(u) € B*, da cid segue che g (%) = g(a)g(s)™t = g(b)g(t) ™ =
b

(;) , come volevamo.

O Owle

T. 136. Con le notazioni precedenti, supponiamo che:

i. g(a) = 0 implica che esiste s € S tale che as = 0;
ii. per ogni b € B esistono a € A, s € S tali che b = g(a)g(s)™*;
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allora §: S™'A — B & un isomorfismo.

Dimostrazione T. 136 Ricordando che §(2) = g(a)g(s)™", dalla seconda
condizione segue subito la surgettivita. La prima condizione implica l'iniet-
tivita: infatti se g(%) = 0, allora g(a) = 0 e per ipotesi esiste t € S tale che
at = 0; quindi in S~'A4 avremo =0.

Esistono due casi di particolare importanza nella costruzione di anelli di

frazioni. Il primo e quando S = Sy = {f" },en € costituito dalle potenze di un
elemento f € A; in questo caso S™'A si indica con Ay. E chiaro che affinché
Ay # 0 si deve avere che f & N(A).
Il secondo caso e quando si considerano un ideale primo p € Spec A e I'insieme
moltiplicativo S = A\ p complementare di p in A; in questo caso indichiamo
S71A con Ay. 1l nome localizzazione viene da questo caso ed ¢ giustificato
dal seguente fatto.

T. 137. A, ¢ un anello locale con ideale massimale pA, = {¢: a € p, s € S}.

Dimostrazione T. 137 Siam = pAy: ¢ un ideale di Ay, infatti dati %, %’ em
cGcAysihat+?="Pcme gecm

Inoltre esso ¢ proprio: se § = % per qualche a € p, esisterebbe u € A\ p
tale che ua = us € A\ p, che non & possibile.

Infine osserviamo che, se 7 ¢ m, allora a € S e 2 € Ay, quindi ¢ ¢

invertibile. Pertanto Ap ¢ locale con ideale massimale m.

Generalizzando, ¢ immediato verificare che per ogni insieme di primi {p; €

SpecA: he H}, S=A\ | pn ¢ un sistema moltiplicativo.
heH

Ideali estesi e ideali contratti rispetto a og
T. 138.Siano A un anello, S un insieme moltiplicativo e ¢ = og
I’omomorfismo canonico.

1. Siano I C A un ideale e I¢ = (o(I)) la sua estensione in S71A; allora

a)[e:{gzael,seS}:S_ll;
b) S = S7tA seesolose INS #
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c)[*“={a € A: as € I per qualche s € S} = |J I : s.

seS

2. Siano J C S7!'A un ideale e J¢ = 0~1(J) la sua contrazione in A; allora
J = J, i.e. ogni ideale di S7'A & un ideale esteso.

Dimostrazione T. 138 1.a) E chiaro che S~1I C I°. Viceversa sia i € I°;

 — ko apin s oap ag -1 . . .
allora i = ) het o1, per certi ... 2 € ST Aeiq,...,1; € I. Possiamo
k .
. . _,bpt . .
allora scrivere 1 = %, per certi by,...,b, € A. Dato che il numeratore

di questa frazione e un elemento di I e il denominatore un elemento di S
abbiamo verificato che i € S~1.

L.b) Ses € INS alloral =2 ¢ S~'I e quindi S7'1 = S~'A. Viceversa, se
I¢ = 8711 = S71A, allora % € I° e quindi esistono a € I e s € S tali che

5= % Per definizione della relazione di equivalenza, esiste percio t € S tale

che st = at € I, da cui segue che st € I N S.

l.c) Siaa € (J I : s; allora esiste s € S tale che as € I. Dato che § = %,
seS
avremo che ¢ € S~/ = I° e quindi a € I,

Sia ora b € I¢; allora esistono a € I e s € S tali che % =2 € S = I°.
Esiste quindi ¢ € S tale che stb = ta € I, da cui segue che b € [ : st, con
st € S, e I'altra inclusione e provata.

2. Vale sempre che J D J, basta pertanto provare che J C J. Consideriamo
2 € J; allora anche 1 € Jequindia € J°e ¢ = %% e Je.

S

T. 139. Siano A un anello e S C A un insieme moltiplicativo.

Se p C A ¢ un ideale primo tale che p NS = () allora p = p°; inoltre
p¢ & un ideale primo di S~'A.

In particolare, vi ¢ una corrispondenza biunivoca tra gli ideali primi di
S~1A e gli ideali primi di A che non intersecano S.

Spec S~tA LN {p € Spec A: pN S = 0}.

Dimostrazione T. 139 Vale sempre che p C p“. Sia a € p*; per T.138.c)
esiste s € S tale che a € p : s. Dal momento che p NS = () si deve avere
a € p, e quindi p* C p.
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Proviamo la seconda affermazione. Dall’ipotesi e T.138.1.b) avremo intanto
che S71p C S1A.

Siano £, %’ € S~1A tali che %%’ € p°. Allora esistono p € p e u € S tali che
f;—f = £ per T.138.1.a), ed esiste v € S tale che vuab = vstp € p. Dato che
vu € S e per ipotesi p NS = @ otteniamo che ab € p; quindi o ¢ € S~1p
oppure 2 € S7'p, come volevamo.

Localizzazione ed operazioni fra ideali
T. 140. Siano I, J C A ideali; allora

LS I+J) = S+ S71;

2.571(1J) = ST S71J;

3.7 InJ) = S7lIn St

4. 57T = /S-1I. In particolare, S~IN(A) = N (S~1A).

Dimostrazione T. 1,0 1 e 2 seguono immediatamente dalle proprieta
dell’estensione di ideali.
3. Certamente S™H(INJ) C S NS Slaa==%L=1coniel,
j € Jes,t €S, un elemento di S™'1 N S~1J; allora esiste u € S tale che
u(it —js) =0. Quindiuti =usje INJ e a= z—g e S~HInJ).
4. Sia o € S~'/T allora esistono i € VI e s € S tali che a = é Se i €1
allora o = ;—Z € S7'I, dacuiaevSI.

Per I'altra inclusione, sia f = ¢ € v.S~!I; allora esiste n tale che " =
?—: € S~ e quindi 8" = é, cont € I es e S. Da cio segue che esiste u € S
tale che ua™s = ut"i € I, quindi uas € VI e = s ST,

Concludiamo osservando che nella costruzione della localizzazione e possibile
che si “aggiungano” non solo gli inversi degli elementi di S, ma che risultino
invertibili anche altri elementi. Ad esempio, se S = {6"},en C Z, allora in
S~17Z anche % e invertibile: %% = % Di fatto tutti gli elementi dell’insieme
T = {2"3M},.men risultano invertibili. Per un’analisi di questo fenomeno si

veda la sezione in appendice a questo capitolo.
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6.2 Moduli di frazioni

La costruzione descritta per gli anelli puo essere generalizzata al caso dei
moduli: localizziamo un A-modulo M in un sottoinsieme moltiplicativamente
chiuso S C A, ottenendo S~'M, che & un S~'A-modulo.

Piu precisamente,

(m,s) ~ (n,t) <= esisteu € S tale cheu(tm — sn) =0,

con m,n € M, s,t € S, definisce una relazione di equivalenza su M x S.
Indichiamo con % la classe di equivalenza di un elemento (m, s). Denotiamo

MXS/N.

inoltre con S~1M D'insieme

Modulo delle frazioni
Siano M un A-modulo e S C A un sottoinsieme moltiplicativo.

L’insieme S~!M dotato delle operazioni definite da:

m n tm + sn a m am

s t st ' s t st
conm,neM,s,teESeac A, &un S 'A-modulo.

Tale modulo si chiama il modulo delle frazioni di M rispetto ad S o la
localizzazione di M in S.

Osserviamo che se Ann(M) NS # @ allora ST'M = 0. Infatti se esiste
s € Ann(M) N S, preso un qualunque elemento 2 € S~'M, avremo sm =0
e quindi 7 = %

Analogamente a quanto fatto per gli anelli, denotiamo S~'M con M;

oppure M, rispettivamente quando S = {f"},en oppure S = A\ p.
Considerando ’'omomorfismo canonico 0: A — S~ A di anelli, per restrizio-
ne di scalari, qualsiasi S~'A-modulo ¢ dotato di una struttura di A-modulo,
con am = {m, per ogni a € A e m € M. Pertanto S~'M ha una naturale
struttura di A-modulo.

Con un lieve abuso di notazione indichiamo ancora con ¢ = og I’omomor-
fismo canonico per i moduli.
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La mappa o: M — S™'M, definita da o(m) = %, ¢ un omomorfismo di
A-moduli.

Per definire la proprieta universale del modulo delle frazioni, in analogia a
quanto visto per gli anelli, dobbiamo tenere conto del fatto che M e S~ M
sono moduli a priori su anelli diversi, quindi abbiamo bisogno di oggetti che
abbiano una doppia struttura, quella di A-modulo e quella di S~!A-modulo,
e che queste strutture siano compatibili.

T. 141. Siano A un anello, S C A un insieme moltiplicativo e N un A-
modulo. E possibile definire su N una struttura di S~'A-modulo compatibile
con la struttura di A-modulo data, cioe tale che an = ¢n per ogni a € A

en € N, se e solo se per ogni s € S la moltiplicazione p,: N —» N &
biunivoca. In tale caso la struttura di S~*A-modulo su N & unica.

Dimostrazione T. 1/1 Osserviamo che, per ogni s,t € S, si ha che ug e
(4 commutano e, se sono invertibili, chiaramente commutano anche le loro
inverse.

Sia N dotato di una struttura di S~!A-modulo compatibile con quella di
A-modulo e sia s € S. Allora u; = prs e quindi pig 0 fii = 10 g = i1 = idy.
Dunque p4 € biunivoca per ogni s € S.

Viceversa, sia N un A-modulo; dobbiamo definire su N un prodotto
esterno compatibile con la struttura di A-modulo: deve essere {n = an e

1

%n = (5)_1 n. Dunque definiamo ¢n come quell’'unico elemento n’ € N tale

1
che ps(n') = sn’ = n, ottenendo

a
—n = an’ = ap,*(n).
s
Per vedere che questa e una buona definizione verifichiamo che e indipendente
dal rappresentante di 2. Siano allora £ =% e u € S tale che u(at — bs) = 0.

Ne segue che (at — bs)un = 0 per ogni n € N e di conseguenza, dato che p,
e iniettiva, atn = bsn cioe aus(n) = bus(n) per ogni n € N. Pertanto si ha
a N 1 _ 1 _ 1 _ b
—n=apg(n) = apupy g (n) = bpspr g (n) = b g (n) = on
Le verifiche che con questa definizione N abbia una struttura unica di S~ A-

modulo compatibile sono ora ovvie.
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Proprieta universale del modulo delle frazioni

Siano S C A un sottoinsieme moltiplicativo, M ed N due A-moduli con
N tale che g, € biunivoca su N per ogni s € S.

Per ogni omomorfismo di A-moduli f: M — N esiste un unico omo-
morfismo di S~'A-moduli f: S~'M — N tale che f (%) = %f(m), ossia
tale che il seguente diagramma commuti

f

Mﬁ/\f

gs

i,

S™M.
Osserviamo che, per quanto visto in T.141, si richiede che N sia un

(A, S71A)-bimodulo. Inoltre, 'omomorfismo f & per restrizione di scalari
anche un omomorfismo di A-moduli.

6.3 Il funtore S—1

Per poter considerare l'operazione di localizzazione come funtore, dobbia-
mo capire come trasforma gli omomorfismi. Siano M e N due A-moduli,
f: M — N un omomorfismo di A-moduli e consideriamo il seguente
diagramma:

%N
oo f
o
FSEt Y/ - >SN
S-'f

E facile verificare che la mappa definita da

Slf <%) _ f(m)

S
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¢ un omomorfismo di S~!A-moduli che rende il diagramma commutativo;
alternativamente, si puod osservare che SN ¢ un S~'A- e A-modulo e le
due strutture sono compatibili; pertanto per T.141, le moltiplicazioni per
elementi di isgno mappe biunivoche e dunque per la proprieta universale si
ha S7lf =00 f.

Inoltre, dato un omomorfismo di A-moduli g: N — P, si ha

SHgof)=5""goS7'F.

L’operazione di localizzazione allora puo essere anche interpretata come
funtore covariante dalla categoria degli A-moduli a quella degli S~ A-moduli.

T. 142. [Esattezza di S71] S~ & esatto ossia, per ogni successione esat-

ta M L5 N L5 P la successione S~1M —2I> 1N 5795 g-1p 3
esatta.

In particolare, se f ¢ un omomorfismo iniettivo, allora S~'f ¢ iniettivo,
se g ¢ un omomorfismo surgettivo, allora S~1g & surgettivo.

Dimostrazione T. 1/2 Dato che S71g o S71f =S (go f) = 0 si ha che
ImS~!f C KerS'g. Sia ora 2 € KerS™'g; allora @ = U e quindi esiste
t € S tale che g(tn) = tg(n) = 0, ossia tn € Kerg = Im f. Quindi esiste
m € M tale che f(m) = tn; in S™'N otteniamo allora che 2 = 2 = fm)

ts ts
STHF() € Im S f.

Localizzazione ed operazioni fra moduli
T. 143. Siano M, N, P A-moduli.

1.Se M,N C P, allora S™}(M +N) = S7'M + S™IN.

2.5 (MNN) = S'M n SIN.

3.Se N C P, allora SN C S'P e SY(P/N)~S'P/SIN.

4.Se M ¢ finitamente generato, allora S~ Anns(M) = Anng-14(S~1M).
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5.5e M, N sono sottomoduli di P, e N e finitamente generato, allora
S(M :N)=S'M: SN

Dimostrazione T. 143 1. Siha 2 = 2 4+ quindi S™'(M + N) C
STIM + S7'N.

Si ha anche che 2 4 2 = #2451 da cui segue P'altra inclusione.

2. S (M NN) C S 1Mﬂ S™IN segue immediatamente dal fatto che M NN
¢ contenuto sia in M che in N.
Viceversa sia o € S~'M N S~'N. Allora esistono m € M,n € N,s,t € S

tali che « = = = %, ed u € S tali che u(tm — sn) = 0; da cio discende che

utm =usn € M NN e pertanto 2 = Y — L1 ¢ G-I(\[ O N).

uts uts

3. Applicando S~ alla successione esatta 0 —» N -1 P - P /N — 0,
ove 7 € 'omomorfismo di inclusione e 7 la proiezione canonica, otteniamo la

571 571
successione esatta 0 — S'N — S71P — SflP/N — 0 per T.142.
Consideriamo il seguente diagramma

sS4 S~Lr
0 >§N—>5'P 55 P g

o] B gl

5715 1
0——>S5'N—>ss5ip A5 P/ s

dove 7 ¢ la proiezione canonica sul quoziente, 7 (‘g) =24+S5'N,a=id_, ,

B=id_, , e y(E)=E4+S5"'N,dovep e Peun qualsiasi elemento congruo

a p modulo N. La v e ben definita: osserviamo che p = q implica che esiste

u € S tale che utp = usq, i.e. utp — usq = n, per un certo n € N. Allora

_ / _
v (2) =Lysin=P gy W, T gy 457N =1 g
S S uts uts uts t

Il quadrato a sinistra senz’altro commuta, mentre per il secondo avremo
che vy o (S71r) (f) =y (ZE’) n ( ) La conclusione segue allora da T.104.

4. Procediamo per induzione sul numero di generatori di M. Se M = 0 non c’e
nulla da dimostrare, quindi supponiamo che M = (m) 4 # 0 sia un A-modulo
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ciclico; allora M ~ A/ Anngm e, per il punto 3, S™IM ~ S71A/S™! Anny M.
Con lo stesso ragionamento, sfruttando il fatto che S™1M = () s-14, si ot-
tiene STIM ~ S71A/Anng-14 ST1M. La tesi segue dal lemma del serpente

applicato al diagramma

S—l

0——=5 Amy M —=>5"14——=5 Ao, 0

87 idS—lA ﬁ

S

-1
0—>Amng 48 M —>814 > A/AHHSIA g1 —>0,

dove 3 € un isomorfismo e a 'omomorfismo di inclusione.
Dimostriamo ora il passo induttivo: scriviamo M = N; + Ny con N; e Ny
due A-moduli con un numero di generatori strettamente minore del numero
di generatori di M. Allora, per i punti 1 e 2 e le proprieta dell’annullatore,
avremo che
S7HAnng M = S~ Anny (N7 + No) = S7H(Anny Ny N Anny N,)

= S 1 Anny Ny NS~ Anny N,

= Anng14 SN, N Anng-14 S7IN,

= AnnsflA(SilNl + Sleg)

= Anns—lA(S_l(Nl + Ng)) = Anng-14 S—IM ,

ove la quarta uguaglianza e giustificata dall’ipotesi induttiva.
5. Osserviamo chea € M : N «<— aN C M <+— a<N+M/M> = 0,

ie. M : N =Anny <N + M/ M) Adesso basta osservare che N finitamente
generato implica che anche N+ M/ 2/ ¢ finitamente generato e applicare le
proprieta dimostrate ai punti precedenti:
S™HM : N)= S~ Anny (N T M/M
= Anng-1y4 <S_1 (N + M/M>)

-1
= Annqu S (N + M)/5«—1M)

-1 -1
:Anl’ls—lA <S N+S M/SlM) :S_lM : S_lN .
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Esempio 6.1. Osserviamo che il punto 4 €& un caso particolare di 5, e
le affermazioni non valgono in generale. Per esempio consideriamo A =
K [t, TS N}, con K campo, x e t indeterminate, M = (x)4, N = (5 :
neN)s e S={t" : neN} Allora

M:N:{aEA:%EMperogninEN}z(t%:nEN):N

e dunque STY(M: N)=S7IN = S 1(x) = S™'M e infine S7'M : S7IN =
S—1A.

Vediamo infine quali sono alcune relazioni con il prodotto tensoriale.

Localizzazione e prodotto tensoriale
T. 144. Siano A un anello, S un sottoinsieme moltiplicativo di A e M un
A-modulo. Allora abbiamo isomorfismi canonici
1.5 1M ~85-1A XA M;
2.5 (M @4 N) =S M ®514 S IN.

Dimostrazione T. 144 1. Definiamo f: S7'A x M — S 'M come
f (a m) = #=. Tale f ¢ ben definita e A-bilineare e quindi, per la proprieta

PR
universale del prodotto tensoriale, esiste un unico omomorfismo di A-moduli

FoS " A@a M —s ST'M,  definitoda (9 D4 m) _am
S S

Poiché f e surgettiva anche f ¢ surgettiva.
Osserviamo ora che se a € S'A ®4 M, allora a = >

k a; .
i=1 5_1 0% mg,
mdi — k __ s _ k . N .
quindi, ponendo s = [[,_;si, ti = Zen= Y g aitim; si puo scrivere
_ k a;t; 1 k 1 . £ e .
=) frem = ®)),_atim; = ®n. Proviamo ora che f ¢ iniet-

tiva. Supponiamo che « € Ker f; allora 0 = f(a) = f (% ® n) = 2, ed esiste
dunque v € S tale un = 0. Da cio si ottiene che

U 1
a=-Qn=—n=—QQun =0,
S us us
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come volevamo.

2. Per il punto precedente, le proprieta del prodotto tensoriale T.127 e T.131,

si ha

S—1M Xg-14 SN ~ (M XA S_lA) XRg-14 (S_lA XA N)

~M®4(STARg 14 STTA) @4 N
~ M R4 S—1A Qs N
~ S-1A XA (M XA N) ~ S_l(M XA N)

6.4 Proprieta locali

Una proprieta P di un anello A si dice locale se
P vale per A

P vale per ogni localizzazione Ay, con p € Spec A.

Allo stesso modo, una proprieta P di un A-modulo M si dice locale se
P vale per I’A-modulo M

P vale per I’Ap-modulo M, per ogni p € Spec A.
Una proprieta locale fondamentale e la seguente.

T. 145. Sia M un A-modulo. Sono fatti equivalenti:

1. M = 0;
2. M, = 0 per ogni ideale primo p C A;
3. My = 0 per ogni ideale massimale m C A.

Dimostrazione T. 1/5 Le implicazioni 1 = 2 = 3 sono ovvie, quindi
basta provare che 3 = 1 Supponiamo per assurdo che M # 0. Allora esiste
0 # m € M tale che Annm C A e quindi esiste un ideale massimale Annm C
m. Per ipotesi My, = 0 e quindi 7 = % ed esiste u € S = A\m tale che um =0
ma dato che Annm C m questo non e possibile.
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Alcune proprieta locali
T. 146. Siano A un anello, M, N due A-moduli, f: M — N un omo-
morfismo. Le seguenti sono proprieta locali:

1. A e ridotto;

2. f € iniettivo;
3. f e surgettivo;
4. M e piatto.

Dimostrazione T. 1/6 1. Segue subito da STIN(A) = N(S71A), cf.
T.140, e da T.145.

2. Indichiamo con f, : M, — N, 'omomorfismo indotto da f sulle localizza-

zioni, tramite M SN N,. Dimostriamo che (Ker f), = Ker f, per ogni
primo p. Infatti, si ha che = € Ker f, < ! (;n) = fu (%) = 0, dunque esiste
u €S = A\p tale che f(um) =uf(m)=0. Allora = = = € (Ker f),.

Per I'inclusione opposta, = € (Ker f), = @ = % per qualche n € Ker f.
Dunque esiste u € S tale che utm = usn e

m\ utmy usny  f(usn)
Tv (?) = <ut3) _fp<uts)  uts =0
i.e. 7 € Ker fp.

Adesso per T.145 si ha Ker f =0 <= (Ker f), =0 <= Ker f, = 0 per
ogni primo J.

3. Analogamente a quanto fatto al punto precedente, si dimostra che Imf, =
(Imf), e, di conseguenza, Coker f, = (Coker f),. La tesi segue applicando di
nuovo T.145.

4. Dal fatto che S~! ¢ un funtore esatto e da T.144 segue che S~'A & piatto.
Dato che il prodotto tensoriale di moduli piatti e piatto, cf. E.187, la piattezza
di M implica la piattezza di M, per ogni primo p, ancora per T.144.
Viceversa sia f: N — N’ un omomorfismo iniettivo di A-moduli; vogliamo
verificare che idy; @ f: M @ N — M ® N’ ¢ iniettivo. Dato che, in generale,
(M ®a N)y =~ M, ®4, Ny, segue che (idy ® f), = idy, ® f,. Pertanto,
0 = Ker(idy, ® fp) = (Ker(idy ® f)), per ogni primo p. Dunque, per T.145,
Ker(idy; ® f) =0 ed M & piatto.
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Esempio 6.2. 1. Essere un dominio non ¢ una proprieta locale: basta consi-
derare 'anello Z/(6) i cui unici ideali primi sono (2) e (3). E facile verificare
che (Z/(6)) s ~ Z/(2) e (Z/(6)) 3 =~ Z/(3) che sono entrambi domini, mentre
Z/(6) non & un dominio.

2. Essere un anello noetheriano non ¢ una proprieta locale: definiamo A =
(Z/(2)) [x;: i € N]/T con I = (22 —x; : i € N). Sicuramente A non &
noetheriano. Preso un qualsiasi 1deale primo p, allora A, ¢ un anello locale
per T.137; dalla definizione di I e dal fatto che la caratteristica ¢ 2 si ha che
ogni elemento di A, ¢ idempotente. Dato che in un anello locale, gli unici
elementi idempotenti sono 0 e 1, cf. E.14, si ha allora che A, = Z/(2) &
noetheriano per ogni p € Spec A.

6.5 Approfondimento: la saturazione di un insieme

In questa appendice ci proponiamo di spiegare brevemente il procedimen-
to della saturazione che e strettamente connesso alla descrizione dell’insie-
me degli invertibili in un anello di frazioni. E possibile infatti che 1'insieme
{t e S1A : te S} non esaurisca (STTA)*.

Consideriamo un sistema moltiplicativo S C A. Osserviamo che ¢ € (S1A)*
se e solo se esistono beAeu e S tale che uab € S. Infatti, 2 € (S7'A)* se e
solo se esaste € S71A tale che &2 = 1, e quindi se e solo se esiste u € S tale
che uab = ust es.

Diciamo che un insieme moltiplicativo S C A e saturato se dati s,t € A
tali che st € S allora s,t € S.

Per esempio, il gruppo delle unita A* di A e il sottoinsieme dei non divisori
di zero S = A\ D(A) sono sottoinsiemi moltiplicativi saturati.

Se S ¢ saturato, allora S = {a € A : ¢ € (S7'A)*}. Infatti, come visto
sopra, § € (S71A)* se e solo se uab € S per qualche b € A e u € S, e quindi
se e solo se a € S, per definizione di saturato.
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T. 147. Un insieme moltiplicativo S e saturato se e solo se

S=A\ |J »
p € Spec A
pNS =10

Dimostrazione T. 147 Consideriamo l'insieme P = {p € Spec(A): pN
S = (}; allora sicuramente S C A\ U,cp p-

Sia S saturato; per provare l'altra inclusione, supponiamo che a & S e
proviamo che esiste un primo p € P tale che a € p. Dato che a ¢ S, ’elemento
{ non ¢ invertibile in S 1A e quindi esiste un ideale massimale m C S~'A4
tale che 7 € m. Per la corrispondenza tra gli ideali primi di S7'A e i primi
di A che non intersecano S, esiste allora p C A primo tale che pNS =10 e
m = S7'p. Quindi § = l—; conb € pete S Esiste quindi v € S tale che
uta = ub € p da cui segue che a € p.

Viceversa, abbiamo gia osservato che il complementare di un’unione di ideali
primi e un insieme moltiplicativo. Inoltre se st € S allora per ogni p € P si

ha st € p e quindi s,t € S, da cui segue che S e saturato.
Definiamo la saturazione di un insieme S C A come il sottoinsieme

S={te A: Ja € A tale che at € S} .

Si verifica facilmente che la saturazione di un insieme moltiplicativo e un
insieme moltiplicativo saturato, cf. E.235.
Con il prossimo risultato dimostriamo tra le altre cose una caratterizzazione
dell’essere saturato e delle unita di S~1A.

Proprieta della saturazione
T. 148. Siano S C A un sottoinsieme moltiplicativo e S la sua saturazio-
ne; allora
1.SCS;

2.sia T C A un insieme moltiplicativo saturato, con S C T allora S C T
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3.8=A\ U »p;

p € Spec A

pNS=0
4.(S71A)r ={¢ : a€ S,s€ S};
5.05'((S71A4)") = S;
6.5 A~ SlA.

Dimostrazione T. 1/8 1. Sia s € S; allora s1 € S e quindi s € S.

2. Sia s € S; allora esiste t € A tale che st € S C T e quindi, dato che T &
saturato s € T.

3.SiaT =A\ |J p: questo insieme & saturato per T.147, e contiene S,
p € Spec A
pNS =10

quindi dal punto 2 segue che S C 7.

D’altra parte anche S e saturato e contiene S, quindi, di nuovo per T.147,

S=4a\ |J »24a\ | »=1T

p € Spec A p € Spec A
pNS=0 pNS=10

4. Consideriamo ¢ con a € S allora esiste t € A tale che at € S e quindi

ast — 2 ossia ¢ € (ST1A).
Per D'altra inclusione, siano £, % € (S71A)* tali che %%’ = 1; allora esiste
u € S tale che abu = stu € S e quindi a € S, come volevamo.

5. Dal punto 4 segue subito che og(S) C (S71A)*.

Per l'altra inclusione, sia u € og'((S71A)*); allora ¥ € (S71A)*, e quindi
esiste %’ tale che %i—’ = % Pertanto esiste s € S tale che sbu = st € S e quindi
ues.

6. Usiamo la proprieta universale dell’anello delle frazioni e T.136, conside-
rando il seguente diagramma
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Q
n
- =

se proviamo che

a) per ogni s € S si ha che og(s) € (§_1A)*;
b) per ogni a € A tale che og(a) =0 esiste s € S tale che as = 0;
c) per ogni ¢ € S 'Aesistono b€ A e s e S tali che ¢ = og(b)og(s)™,

allora 5: S7'A — S A definita da (%) = ogla)og(s)™ = 2 & un

S
isomorfismo.

Si osserva che a) vale per i punti 1 e 5.

b) Sia a € A tale che ¢ = og(a) = Y; allora esiste ¢ € S tale che ta = 0 e
dunque, dalla definizione di saturato, esiste u € A tale che ut € S, e quindi
esiste s = ut € S tale che sa = 0.

c) Sia ¢ € §_1A; dobbiamo trovare % € S~ A tale che = g: Basta prendere

u € A tale che ut € S per ottenere ¥ = % € STLA.
In generale, se S C T sono due insiemi moltiplicativi di A non e vero che
S~1A C T~1A: vale invece il seguente
T. 149. Siano S, T sottoinsiemi moltiplicativi di A, allora

STA=T"14 seesolose S=T.
Dimostrazione T. 149 Se S™'A = T7'A, allora i loro elementi invertibili
sono gli stessi e per T.148.5, S = o5 1 ((S71A)*) = o L (T 1A)") =T.
Viceversase S = T, allora, per T.148.6,siha S1A =S 'A=T 'A=T"'A.
Esempio 6.3.Siano A = Z/(6) e S = {1,5} = A* ¢ T = {1,5,2,4} =
Z/(6) \ (3); allora avremo che S™'A=7Z/(6) e T'A=17/(3).
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Moduli noetheriani e artiniani. Decomposizione primaria

Sia (X, <) un poset, ovvero un insieme X parzialmente ordinato da una
relazione di ordine <.

T. 150. Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1.ogni catena s1 < s9 < ... < s < ... di elementi di X si stabilizza, o
e staztonaria, cioe esiste un intero h tale che, per ogni £ > h, si ha che
Sk = Sh;

2. ogni sottoinsieme non vuoto di X ammette elementi massimali rispetto a
<.

Dimostrazione T. 150 1 = 2. Sia S un sottoinsieme non vuoto di X ed
s1 € 5. Se S non ammette elementi massimali, esiste so € S con s1 < $o.
Ripetendo il ragionamento, si costruisce una catena ascendente infinita di
elementi di ', negando dunque l'ipotesi.

2 = 1.Slasyg <s; <...<s,<...una catena ascendente di elementi di Y.
L’insieme {s;};en € un sottoinsieme non vuoto di X, che quindi ammette un
elemento s, massimale, cioe tale che s = s; per ogni k > h.

Come fondamentale esempio consideriamo la famiglia Y di tutti gli ideali
di un anello A. Come relazione d’ordine < su X' si possono considerare sia
la relazione C sia la relazione O. Nel primo caso, la condizione 1 si chia-
ma condizione della catena ascendente, in breve, dall’inglese ascending chain
condition, a.c.c.; nel secondo caso si chiama invece condizione della catena di-
scendente, in breve, dall'inglese descending chain condition, d.c.c.. Nel primo
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caso diremo che A soddisfa a.c.c., nel secondo che soddisfa d.c.c. Similmen-
te possiamo fare per i moduli: dato un A-modulo M consideriamo il poset
(X, Q), rispettivamente (X, D), di tutti i sottomoduli di M. Come prima si
dira che M soddisfa a.c.c., rispettivamente d.c.c..

7.1 Anelli e moduli noetheriani

Generalizziamo ora alla classe degli anelli e dei moduli la nozione di noethe-
rianita che abbiamo gia incontrato nello studio dell’anello dei polinomi, cf.
T.40 e T.41. Sia dunque M un A-modulo e sia X' la famiglia dei sottomoduli
di M. Il modulo M si dice noetheriano, rispettivamente artiniano, se X' sod-
disfa a.c.c., rispettivamente d.c.c.. In particolare, un anello A & noetheriano,
rispettivamente artiniano, se lo € come A-modulo.

Un anello A & noetheriano se e solo se I'anello dei polinomi Alzy, ..., z,] &
noetheriano. L’implicazione non banale viene fornita dal seguente fondamen-
tale risultato; per 1'altra si veda T.152.2.

Teorema della base di Hilbert
T. 151. Sia A un anello noetheriano; allora Alz1, ..., z,] & noetheriano.

Dimostrazione T. 151 Forniamo una dimostrazione non costruttiva, al-
ternativa al teorema della base di Hilbert visto quando A = K € un campo,
cf. T.40, e piu generale.

E chiaro che ¢ sufficiente trattare il caso n = 1, dato che Alzy, ...,z =~
Alxy, ..o xpo][xs].

Supponiamo dunque per assurdo che esista un ideale I di A[z] che non sia
finitamente generato, e definiamo ricorsivamente una successione di elementi
di I ponendo fy = 0 e scegliendo f; tra gli elementi di grado minimo di I \
(fo,---, fi—1). Questo & sempre possibile, altrimenti I risulterebbe finitamente
generato. Se poniamo deg f; = d; per ogni ¢ > 1 avremo per costruzione che
d < dy <...<d; <....8aa = lc(f;), per ogni i > 1, e consideriamo
la catena di ideali di A (a1) C (a1,a2) C .... Essa si stabilizza per ipotesi e
dunque esiste un intero k per cui a1 € (aq,. .., ax), OVVero axy1 = Zle bia;,
per certi b; € A. Sia allora g € A[z] il polinomio
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k
drr1—d; ¢,
9= fey1— E bix™ % fis
=1

avremo che g € I\ (f1,..., fr), e per costruzione degg < diy1 = deg fii1,
ma questo contraddice la minimalita di fj.

Come esempi di anelli noetheriani abbiamo i campi, i domini ad ideali
principali, e gli anelli di polinomi a coefficienti in anelli noetheriani. Vedremo
ora, tra le altre cose, che la noetherianita si preserva passando ai quozienti e
alla localizzazione.

Moduli noetheriani: prime proprieta
T. 152. Siano A un anello, I un ideale di A, S C A un insieme moltipli-
cativo, M, N, P, M; A-moduli.

1. M e noetheriano se e solo se ogni suo sottomodulo e finitamente
generato.

2.5i1a 0 — N — M — P — 0 una successione esatta; allora, M e
noetheriano se e solo se N e P sono noetheriani.

3.Sia M = @, M;; allora, M ¢ noetheriano se e solo se M; ¢ noetheriano
per ogni 1.

4. Sia A noetheriano; allora A/l ¢ noetheriano sia come A-modulo che
come A/I-modulo.

5. Sia A noetheriano; allora M e noetheriano se e solo se M e finitamente
generato.

6. Sia I C Ann M; allora M ¢ noetheriano come A-modulo se e solo se ¢
noetheriano come A/I-modulo.

7. Sia M noetheriano; allora S~'M & noetheriano come S~—!A-modulo.

Dimostrazione T. 152 1. Sia M noetheriano e N un suo sottomodulo;
consideriamo l'insieme Y dei sottomoduli di /V finitamente generati ordinato
con C. Chiaramente 0 € Y, quindi X' € non vuoto e pertanto esiste Ny € X
elemento massimale. Basta dunque mostrare che N = N; e avremo che N
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e finitamente generato. Se cosi non fosse, preso n € N \ Ny, avremmo che
No € Ny+(n) € N, con Ny+ (n) finitamente generato, ma cio contraddice
la massimalita di V.

Viceversa, sia M, C % C ... C M; C--- una catena ascendente di sotto-
moduli di M. Allora, M = U;M; € un sottomodulo di M, e quindi finitamente
generato, diciamo da my,...,m,. Pertanto esiste un intero h € N tale che

mi,...,m, € My e Mj, C M = (myq,...,m,) C M. Da cio segue che la
catena si stabilizza in M.
2. Sia M noetheriano e sia Ny € N; C --- una catena ascendente di sotto-
moduli di N. Allora f(Ny) C f(N;) C -+ & una catena ascendente in M, e
dunque stazionaria. Per I'iniettivita di f, la catena e stazionaria anche in /V,
che quindi e noetheriano.

Sia ora Py C P, C --- una catena ascendente in P. La catena gil(Po) -
g (Py) C --- & ascendente in M e quindi stazionaria. Allora la catena
Py = g(¢g7'(P)) € P, = g(g7'(P)) C -+ ¢ stazionaria in P, dato che g
e surgettiva.

Viceversa, supponiamo che N e P siano noetheriani. Data una catena
ascendente My C My C --- in M definiamo N; = f~1(M;) e P, = g(M,).
La catena degli N; ¢ stazionaria in N, e quindi esiste n; tale che, per ogni
n > ny, N, = N,,. La catena dei P; e stazionaria in P, e quindi esiste ng
tale che, per ogni n > ny, P, = P,,. Sia m = max{nj,no} e sia i > m.
Consideriamo la successione

0— N, Lo M, 25 p— 0,

ove f; = f|n, € gi = g|um,, e dimostriamo che & esatta per ogni ¢. Sicuramente
fi € iniettiva e g; € surgettiva; proviamo allora che la successione ¢ esatta in
M;. Chiaramente g; o f; = 0 dato che go f =0, e quindi Im f; C Ker g;. Sia
ora m; € Kerg; C Kerg = Im f. Allora esiste n € N tale che f(n)=m; e
quindi n € N;, come volevamo. Adesso, per ogni ¢ > m, basta considerare il
diagramma commutativo
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0 —s N, I M, 2"y P — 5 0

lidz\/m ljm lidpm

0 — N, I M, 24 B —— 0,

ove J,, € 'omomorfismo di inclusione, ed applicare T.104 per ottenere la tesi.
3. Entrambe le implicazioni seguono dal punto precedente. Se M = @} | M; e
noetheriano, ogni sottomodulo M; di M e noetheriano. Il viceversa si dimostra
per induzione su n, osservando che 0 — M; — M — @&, M; — 0 ¢
una successione esatta.

4. Basta considerare la successione esatta 0 — [ — A — A/I — 0.
Poiché A & Noetheriano, A/I & un A-modulo noetheriano per il punto 2;
visto poi che gli A/I-sottomoduli di A/I sono in corrispondenza biunivoca
con gli ideali di A che contengono I, avremo che le catene si stabilizzano e
quindi che A/I ¢ noetheriano anche come A/I-modulo.

5. Una implicazione discende immediatamente dal punto 1. Viceversa, sia
M = {(mq,...,m,) finitamente generato e consideriamo la successione esatta
0 — Kerp — A" %5 M — 0, con ¢(e;) = m;. Dato che A & noetheriano,
anche A" e noetheriano, e cosi pure M, per il punto 2.

6. Basta osservare che N C M implica che I C Ann M C Ann N e che N ¢
un A-sottomodulo di M se e solo se N & un A/I-sottomodulo di M.

7. Sia N = (nq,...,n,) un sottomodulo di M; allora SN = (% ... 5).

T. 153. [Primo teorema di finitezza| Siano A un anello noetheriano e I un
ideale di A. Allora esiste un intero k tale che v/T ’ C I.

Dimostrazione T. 153 Per T.152.1, v/I ¢ finitamente generato, diciamo
da fi,..., f-; esistono allora interi kq,...,k, tali che fzk € I, per ogni i =
1,...,r. Un qualsiasi intero k > >"'_, k; fa allora al caso nostro.

7.2 Decomposizione primaria

Negli anelli noetheriani possiamo finalizzare il nostro studio degli ideali: riu-
sciremo a decomporli come intersezione finita di ideali primari, ovvero dimo-
streremo che ogni ideale proprio in un anello noetheriano ¢ decomponibile. Lo
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stesso fatto si generalizza facilmente ai sottomoduli di un modulo noetheria-
no su un anello noetheriano. In questa sezione conclusiva studiamo pero tale
decomposizione nel caso degli ideali e il problema della sua unicita.

Ricordiamo che, alla luce di T.7.1, un ideale I di un anello A si dice p-
primario se & primario e v/I = p. Il prossimo risultato dimostra che ogni
ideale in un anello noetheriano e decomponibile.

T. 154. Siano A un anello noetheriano e I C A un ideale.

1. Se I e irriducibile allora I & primario.

2. Ogni ideale proprio di A e intersezione di un numero finito di ideali
irriducibili.

3. Per ogni ideale proprio [ esistono qq, ..., q, ideali primari tali che I =
Miz19i-

Dimostrazione T. 15/ 1. Supponiamo che [ sia un ideale irriducibile e
per contraddizione non sia primario: esistono allora a,b € A tali che ab € I
con a" ¢ I per ogni intero n e b & I. Consideriamo la catena ascendente di
ideali I CT:a C 1 :a*>C---; essa per ipotesi ¢ stazionaria. Sia dunque I :
a™ = I : a"™! per un certo intero n. Mostriamo allora che I = (I,b) N (I, a"),
e troveremo una contraddizione perché I C (I,b),([,a") ¢ irriducibile per
ipotesi.

Chiaramente I e contenuto in tale intersezione. Per concludere ci basta
allora mostrare che se ¢ € (I,b) N (a",I) allora ¢ ¢ un elemento di /. Sia
allora ¢ = da™ 4+ € (I,b), per qualche d € A e i € I. Avremo dunque che
ca = da" + ai € (al,ab) C I; quindi d € I : a"™ =T : a", da cui discende
chece I.

2. Consideriamo la famiglia F di ideali propri di A che sono controesempi
all’affermazione, e supponiamo per assurdo che essa sia non vuota. Allora,
visto che A e noetheriano, esistono in F elementi massimali, che dunque
sicuramente non sono irriducibili. Sia J un tale elemento: possiamo dunque
scriverlo come J; N Jo, ove J C Ji, Jo. Per la massimalita di J, avremo che
J1 e Js non sono elementi di F, e si scrivono entrambi, e dunque anche J,
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come intersezione finita di ideali irriducibili; una tale scrittura di J fornisce
la contraddizione cercata.

3. Segue direttamente da 1 e 2.

La decomposizione di un ideale I come intersezione finita di ideali primari
si chiama, come dicevamo sopra, decomposizione primaria. Essa non e unica,
ma usando alcuni accorgimenti, come vedremo nel seguito, ci si puo ridurre
ad una decomposizione primaria minimale, ossia tale che

i) per ogni i # j, p; = \/qi # \/qj = bj;

ii) per ogni i, q; 2 Njxq;.

Chiaramente, data una decomposizione primaria di / possiamo da essa elimi-
nare quegli ideali primari che contengono l'intersezione degli altri, in quanto
ridondanti, e avere ancora una decomposizione primaria di I che verifica la
seconda condizione. Per verificare anche la prima condizione, possiamo accor-

pare ideali con lo stesso radicale in un unico ideale intersezione; che questo
sia lecito ¢ garantito dal seguente semplice fatto.

T. 155. Siano q; e g9 ideali p-primari di A; allora ¢ = gy N g2 € p-primario.

Dimostrazione T. 155 L’ideale q e primario: sia ab € q C q; con a € qq,
e dunque anche a ¢ q. Allora b" € q1, da cui b € \/q; = p = /q2. Pertanto
avremo anche che 0™ € gy per qualche intero m; da cio segue allora che
b"" € q192 C q. (Ese a € q1\ q7)

Inoltre, \/q = /91 N g2 = /91 N /92 = p.

T. 156. Siano a € A e q un ideale p-primario di A.
1.Se a € q, allora q:a = A.

2.S5e a ¢ q, allora q:a € p-primario.

3.5e a ¢ p, allora q:a=q.
Dimostrazione T. 156 1. Segue subito dal fatto che 1 € q: a.

2. Osserviamo innanzitutto che ¢ sempre vero che q : @ 2 ¢. Dimostriamo
dapprima che /q : a = p e poi che q: a ¢ primario.

Sia b€ q:a,ie. abe€ q. Dato che a € q e q ¢ primario, avremo che b" € q
per qualche intero positivo n, e dunque che b € p. Pertanto ¢ C q : a C p.
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Passando ai radicali, otteniamo p = /q C /q : a C p, e la prima affermazione
e provata.

Siaorabc € q: a,conb & p, e dunque b" &€ q per ogni intero n. Verifichiamo
dunque che ¢ € q : a. Dato che q & primario, bca € q implica che ca € q,
come volevamo.

3.S5ia b € q:a,ie ab € q. Per ipotesi a € p, e dunque a” &€ q per ogni n.
Dato che g e primario, si deve allora avere che b € ¢, e abbiamo verificato
I'inclusione q : a C q.

Data una decomposizione primaria minimale di un ideale I = (._, q;, con g;
ideali p;-primari, possiamo provare che gli ideali primi p; sono indipendenti
dalla decomposizione data e caratterizzarli nel modo seguente. Osserviamo
che il risultato vale senza che A sia noetheriano, basta che I sia decomponibile.

Teorema di unicita /I

T. 157. Sia I = ()_, q; una decomposizione primaria minimale dell’ideale
I C A. Allora

{p; € Spec A | p, =+/qi} ={VI:a|aec A VI:aec SpecA}.

Dimostrazione T. 157 Osserviamo in primo luogo che

I:a:mqi:a:ﬂ(qi:a)
1=1 1=1

e che se a € (., q; allora VI : @ = A non & primo.

Mostriamo ora le due inclusioni: sia a € A tale che /I : a & primo. Possiamo

scrivere VI :a =/ (qi:a) =iy V9 :a= () pi, ove I'ultima ugua-
i: agq;

glianza e garantita da T.156. Dato che /I : a € primo, dovra necessariamente

esistere un indice j tale che VI : a = p;.

Per ogni p; troviamo ora un elemento a; € A tale che p; = +/I : a;. Sceglia-
mo tale a; € [ q; \ q;; cio € lecito poiché la decomposizione di I ¢ minimale.
J#
Avremo allora che
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VI a;= ﬂw/qj:ai:ﬂ\/qj'iaz'ﬂ\/chiaizpm
J=1 J#

ove 'ultima uguaglianza discende nuovamente da T.156.

T. 158. Con le stesse notazioni di T.157, se A ¢ noetheriano avremo

{p; € Spec A | p, =i} ={l:a|a€ A, I:ac SpecA}.

Dimostrazione T. 158 Per T.153 esiste un intero k tale che p¥ C g;;
avremo allora che ([ q;)pF € () ;N q; = I. Scegliamo allora il pilt piccolo k

JF#i JF#i
per cui () q;)pf CTesia0#ac ((Nq;)pl "\ 1. Allora ap; C I, e dunque
JFi Wkl
p; C I :a;inoltre a € () q; \ q; e dalla dimostrazione di T.156 discende che
JFi

I:aC+I:a=p; Laprova e ora completa.

Chiameremo i primi p; del precedente teorema prim: associati di I e de-
notiamo l'insieme di tali primi con Ass/. Gli elementi minimali di Ass [ si
dicono primi minimali di I e 'insieme di tali primi si denota con Min [; infine,
i primi associati non minimali si chiamano prim: immers: di 1.

T. 159. 1. Sia I un ideale decomponibile; allora Min I e costituito esat-

tamente dagli elementi minimali dell’insieme dei primi che contengono
I.

2. Sia 0 = ()i_; g; una decomposizione primaria minimale dell’ideale 0 di

A, con /q; = p;. Allora,
NA= (N », DA= |J »

pi€Min(0) pi€Ass(0)

In virtu del punto 1 del precedente risultato, la notazione Min I ¢ coerente,
perché i primi minimali che contengono I sono sotto queste ipotesi i primi
piu piccoli di AssI. Come corollario, abbiamo dunque il secondo teorema di
finitezza: in un anello noetheriano i primi minimali sono in numero finito e
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sono proprio i primi minimali con cui decomponiamo /0. In questo senso
possiamo scrivere Min A = Min(0).

Dimostrazione T. 159 1. Vogliamo mostrare che

Min I = {p; € Ass[: p; minimale in Ass [} = {p € Spec A: p O [ minimale}.

“D”. Sia p un primo che contiene I = (), q;; allora p D (i_, ps; quindi
p 2 () ¥pi e dunque, dato che & primo, per T.12.2 contiene un certo
iEMin I

pi, € T\/Iin I; allora p D p;, 2 I, e se p e minimale tra i primi che contengono
I deve essere necessariamente p = p;,. In particolare, I'insieme dei primi che
contengono I e sono minimali e finito.

“C”. Sia VI = p;N...Np;,, conp;, € Min I per j € {1,...,k} e mostriamo ad
esempio che p;,; ¢ minimale rispetto all'inclusione. Visto che p;, € primo, esiste
un ideale primo p’ minimale tale che p;, D ' D I. Quindi p;,N...Np;, = VI C
p’. Allora, dato che p’ & primo, esiste i; tale che p;; D p’ D p; , applicando
nuovamente T.12.2. Per la minimalita, non si puo avere i; # 41; da cio segue
che p;, = p’, come volevamo.

2. La prima uguaglianza discende subito dal punto 1, dato che N'(A4) = /0.
Dimostriamo allora la seconda.

Da E.30, sappiamo che D(A) = |J +/0:a. Preso p; € Ass(0), abbiamo
0#acA

che p, = /0 : a; per qualche a; € A, per ogni ¢ = 1,...,n. Abbiamo pertanto
dimostrato “2”.
Sia ora 0 # a € D(A); cio vuol dire che a & (_; ¢i- Avremo dunque, grazie

a T.156, che VO:a=()_;+/4i:a= () pi, che & contenuto in qualche p;,
i: agq;
per come abbiamo scelto a. Dunque anche I’altra inclusione e provata.

Vediamo ora il comportamento degli ideali primari rispetto alla localizzazione.

T. 160. Sia q un ideale p-primario di A.

1.Sia S C A un sottoinsieme moltiplicativo. Se S Np = 0, allora S~ !q &
S~1p-primario e (S71q)¢ = q; se invece SN p # () allora S~lq = S71A.
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2. 5ia I = Mj_;q; una decomposizione primaria minimale di 7, con /q; = p;.
Sia inoltre k € N, con k < n, tale che p; NS =0 perognii=1,...,k e
p; NS # () altrimenti. Allora
k

(ST =(Nai-

i=1
3.Sia S = A\ U, canns P, allora S & un sottoinsieme moltiplicativo e

(5= () a

VA€ Min I

Dimostrazione T. 160 1. E sufficiente dimostrare che $~!q ¢ primario in
S~1A quando SNp = 0, le altre affermazioni seguono da T.138 e da S~ /q =

/5 1q, cf. T.140.4.
b

Supponiamo allora SNp =0 esia 22 =2 ¢ S7'q con ¢ ¢ S™'q, cioe tale

che wa ¢ q per ogni w € S. Esiste allora w € S tale che wuab = wstq € q e,
dato che uwa € gsihabe /qe % e S71/q =+/5"q, come volevamo.
2. Segue direttamente da T.138.2 e T.140.3.

3. E un caso particolare del punto 2.
Come corollario del precedente risultato otteniamo il secondo teorema di
unicita.

Dato un ideale I decomponibile in un anello A, e una sua decomposi-

zione primaria minimale I = ()., ¢;, eventualmente riordinando gli indici,
possiamo assumere la convenzione di scrivere

IT=qiN...0q: N qee1 N oo N gy,
con AssI ={p, =/qi:i=1,...n}, MinI = {py,...,pp} ek <n.

Teorema di unicita /II
T. 161. Sia I = ()._, g, una decomposizione primaria minimale dell’ideale
I C A scritta come sopra; allora, gli ideali primari qq, ..., q; associati ai
primi minimali sono univocamente determinati.
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In particolare, per ogni¢z =1,...,k,

q = (I4,,)"

Dimostrazione T. 161 Sia S; = A\ p;, per un i fissato tra 1 e k; allora,
per ogni j # i, S;Np; # (), altrimenti p,; C p; negherebbe la minimalita di p;.
Da T.160.1 segue allora che IA,, = S; ' = S;'q; e (IA,,)¢ = q;.

Rivisitiamo la definizione di primo associato, generalizzando quanto visto in
J

precedenza alla situazione di un A-modulo M. Un primo associato ad M e

per definizione un elemento dell’insieme

Ass M ={p € SpecA : 30# m € M tale che p=Annm =0:m}.

T. 162. 1. Gli elementi massimali dell'insieme X' = {Annm : 0 #m e M}
sono ideali primi, e quindi appartengono ad Ass M.

2.Se A ¢ noetheriano e M # 0 allora Ass M # ().

Dimostrazione T. 162 1. Sia 0 # m € M tale che Annm e massimale
in Y. Sia ab € Annm,; allora abm = 0. Se bm = 0, allora b € Annm;
altrimenti @ € Ann(bm) O Annm. Per l'ipotesi di massimalita si deve avere
Ann(bm) = Annm e quindi @ € Annm.

2. Siano A noetheriano e M # 0; allora 'insieme X' = {Annm : 0 # m €
M}, che € non vuoto, ha elementi massimali che, per il punto precedente,
sono elementi di Ass M.

T. 163. Siano M un A-modulo e p € Spec A; allora p € Ass M se e solo
se esiste un omomorfismo iniettivo A/p — M, e dunque M contiene un
sottomodulo isomorfo a A/p.

Dimostrazione T. 163 Siap =Annm e f: A "% M definita da f(1) =
m. Allora Ker f = Annm = p e dal primo teorema di omomorfismo si ha la
tesl.

Viceversa, supponiamo che esista j: A/p — M iniettiva con m = j(1). Sia
a € p; allora am = aj(1) = j(a) = 0, da cui segue che p C Annm. Sia ora
a € Annm; allora 0 = am = aj(1) = j(a) e dall’iniettivita di j segue che
a € p. Percio Annm C p, come volevamo.
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T. 164. 1.Sia 0 s N f> M -2+ P — 0 una successione esatta di
A-moduli. Allora

Ass N C Ass M C Ass N U Ass P.

2. Siano A ed M rispettivamente un anello e un A-modulo non nulli, entrambi
noetheriani; allora esiste una catena di sottomoduli My C M; C --- C
M, = M e un insieme di ideali primi pq,...,p, tali che M;/M; 1 ~ A/p;,
peri=1,....n

3. [Terzo teorema di finitezza| Siano A un anello noetheriano e M un A-
modulo finitamente generato. Allora Ass M e finito.

Dimostrazione T. 16 1. Siap € Ass N allora esiste j: A/p — N iniet-
tiva, per T.163.1. Dato che foj: A/p — M & ancora iniettiva p € Ass M,
sempre per T.163.1.

Sep=0:m € Ass M, allora esiste j: A/p — M, 1 — m, iniettiva. Ci
sono due casi: j(A/p) NKerg =0, allora go j: A/p — P rimane iniettiva e
p € Ass P. Altrimenti j(A/p)NIm f # 0; allora esiste 0 # m; € Im fNj(A/p).
Sia my = f(n) = j(@) = am, per qualche 0 # n € N e a ¢ p, allora
p=0:m =0 :am. Infatti certamente 0 : m C 0 : am. Sia ora b tale che
bam = 0; pertanto ba € 0 : m che e primo e dunque, visto che a &€ 0 : m,
be0:m.

Per l'iniettivita di f, possiamo allora concludere che Annn = Ann f(n) =
Ann(am) = Annm = p e quindi p € Ass V.,

2. Dato che M # 0, avremo Ass M # () per T.162.2; sia p; = 0: my € Ass M,
allora esiste j: A/p; — M iniettiva, per T.163.1. Se j e anche surgettiva
allora A/py ~ M, altrimenti j(A/p;) = M; = (my) C M. Indichiamo con
My = 0. Allora My ~ M;/My ~ A/p;. Quindi se M; = M abbiamo con-
cluso; altrimenti Ass(M/M;) # 0); sia dunque py = 0 : Ty € Ass(M /M) e
j: A/ps — M /M iniettiva. Se & surgettiva allora My = M e abbiamo con-
cluso; altrimenti sia My = (my, mg) 2 (my) = M. Cosi procedendo troviamo
una catena di sottomoduli con la proprieta richiesta e il processo termina
perché M e noetheriano.
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3. Siano 0 = My C My C --- C M, = M come nel punto precedente e
mostriamo la tesi per induzione su n. Se n = 1 allora M = A/p, con p €
Spec A e quindi Ass M = {p}, perché Ass(A/p) = {p}, se consideriamo A/p
come A-modulo. Vediamo il passo induttivo: sappiamo che M;/M; 1 ~ A/p; e
quindi la successione 0 — M; 1 — M; — A/p; — 0 & esatta. Dal punto
1 allora segue che Ass M; C Ass M;_ 1 U {p;}. Pertanto, dall’ipotesi induttiva
segue che Ass M; e finito.

7.3 Anelli e moduli artiniani

Alcune delle proprieta che valgono per gli anelli e moduli noetheriani hanno
analoghi per gli anelli e moduli artiniani, anche se vedremo nel seguito che
una vera e propria simmetria non c’e, cf. T.171.

T. 165. Siano A un anello, I un ideale di A e M, N, P A-moduli.
Sia0 — N —» M — P — 0 una successione esatta; allora M & artiniano
se e solo se N e P sono artiniani.

In particolare, se A € artiniano e I & un ideale di A, allora A/ & artiniano.

Dimostrazione T. 165 La dimostrazione e del tutto analoga a quella di
T.152.2.

T. 166. Sia A un anello artiniano. Allora

1. Spec A = Max A, ovvero gli ideali primi di A sono massimali;
2. esistono solo un numero finito di ideali massimali in A;
3.1l nilradicale N'(A) & nilpotente, ossia esiste n € N tale che N'(A)" = 0.

Dimeostrazione T. 166 1. Sia p C A un ideale primo e B = A/p; B & un
dominio di integrita e dimostriamo che ¢ un campo. Sia b € B un elemento
non nullo e consideriamo la catena discendente di ideali B D (b) D (b*) D - - -;
per ipotesi la catena si stabilizza ed esiste k tale che (b¥) = (b**!). Pertanto
b € (V") ed esiste ¢ € B tale che b* = cb**1. Da cio segue che b*(1—cb) = 0
e, poiché B e un dominio, cb = 1 come volevamo.

2. Consideriamo la famiglia F degli ideali di A che si possono scrivere come
intersezione di un numero finito di ideali massimali. Tale famiglia € non vuota
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(perché?) e dunque esiste un elemento minimale Iy = N¥_ m; € F, cf. T.150.
Per ogni ideale massimale m di A avremo che Iy Nm = Iy per la minimalita
di Iy. Allora m D N¥_;m; e pertanto m D m; per qualche i, cf. T. 12.2. Per
la massimalita di m;, deve essere allora che m = m; e abbiamo concluso.

3. Per d.c.c., esiste k tale che la catena discendente N'(A) D --- D N(A)F =
N (A)*1 = I. Supponiamo per assurdo che I # 0; allora la famiglia F di tutti
gli ideali J tali che JI # 0 € non vuota (perché?); ne segue che F possiede un
elemento minimale Jy. Allora esiste b € J; tale che b1 # 0 e (b) C Jy, e quindi
deduciamo che Jy = (b) per la minimalita di Jy, con b # 0. Dato che bl € F
e (bI)I = bI* = bl # 0, ancora per la minimalita osserviamo che bl = (b).
Avremo dunque che b=bc, conc € I, dacui b=bc=bc®> =---=bc' = - .
Dato che ¢ € I e nilpotente, cioe esiste un intero positivo s tale che ¢* = 0,
possiamo concludere che b = bc® = 0, trovando la contraddizione cercata.

T. 167.Sia (A, m) un anello artiniano locale; allora ogni elemento di A ¢
invertibile o nilpotente.

Dimostrazione T. 167 In un anello locale ogni elemento di A\ m ¢ inver-
tibile, dunque basta mostrare che ogni elemento di m ¢ nilpotente. Dato che

A e artiniano, ogni ideale primo e massimale per T.166.1. Di conseguenza,
N(A) =m e la tesi segue da T.166.3.

Il prossimo enunciato generalizza quanto avevamo visto nella discussione
che seguiva la dimostrazione di T.72.

T. 168. [Teorema di struttura degli anelli artiniani] Sia A un anello arti-
niano; allora A e isomorfo ad una somma diretta finita di anelli artiniani

locali.

Dimostrazione T. 168 Per T.166, A possiede solo un numero finito di
ideali primi mq,..., my che sono massimali. Inoltre, esiste k tale che 0 =
N(AF = (N, my)" D []_, mF. Allora, visto che gli ideali m¥ sono a coppie
comassimali, per il teorema cinese del resto T.20 avremo che

A Ay A o LA,
0= e~ 11

1=1
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ove gli anelli A/m¥ sono anelli artiniani locali.

T. 169. Sia K un campo e V un K-spazio vettoriale. I seguenti fatti sono
equivalenti:

1.dimg V < oc;
2.V e un K-modulo noetheriano;
3.V & un K-modulo artiniano.

Dimostrazione T. 169 E ovvioche 1 = 2 ¢ 1 = 3, dato che V ~ K™,
Vediamo che 2 =1 e 3 = 1. Se la dimensione di V' non fosse finita, esisterebbe
un insieme infinito {v;} di vettori linearmente indipendenti di V. Al variare
di n € N, i sottospazi V;, = (v, ..., vn)k € Wy = (Up, Uns1, .. .) i, definiscono
rispettivamente una catena ascendente e una catena discendente infinita di
sottospazi di V.

T. 170. Siano A un anello e mq,...,m, ideali massimali di A non necessa-
riamente distinti; allora
n
A/ Hmi ¢ artiniano se e solo se ¢ noetheriano .
i=1
In particolare, se [[;_; m; = 0, allora A ¢ artiniano se e solo se & noetheriano.

Dimostrazione T. 170 Dimostriamo ’enunciato per induzione su n. Se
n = 1, allora A/my & un campo, che ¢ artiniano e noetheriano. Sia ora n > 1.

Consideriamo N = (H?;ll mi) / (ITi=; m;) e la successione esatta

n n—1
0—>N—>A/Hmi—>A/Hmi—>O.
i=1 i=1
Si ha che N ¢ un (A/m,)-spazio vettoriale, cf. T.85; per T.169 ¢ dunque
artiniano se e solo se noetheriano. Inoltre A/ H?’;ll m; ¢ artiniano se e solo se
noetheriano per ipotesi induttiva, quindi la tesi segue da T.152.2 e T.165.
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T. 171. [Caratterizzazione degli anelli artiniani
Un anello e artiniano se e solo se ¢ noetheriano di dimensione 0.

Dimostrazione T. 171 Sia A e un anello artiniano; allora ogni ideale
primo & massimale e dunque dim A = 0. Inoltre, vale che un prodotto [];_, mk
degli ideali massimali di A, e nullo, come abbiamo visto ad esempio nella
dimostrazione di T.168. Per T.170, A € dunque noetheriano.

Viceversa, se dim A = 0, si avra che v/0 = ();_, m; poiché in A gli ideali
primi sono massimali; se inoltre A e noetheriano, esiste un intero k tale che
1T, mk C \/6’“ C 0. Quindi, ancora per T.170, A & artiniano.
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Esercizi su anelli e ideali

E. 1. (— p. 255) Sia S un sottoinsieme di un anello A; mostrare che (5) ¢
I'intersezione di tutti gli ideali che contengono S.

E. 2. (— p. 255) Sia A un anello. Provare che i seguenti fatti sono equivalenti:

1. A e un dominio;

2. [Legge di cancellazione] per ogni a,b,c € A, con a # 0, si ha ab = ac <=
b=c;

3. A\ {0} & chiuso rispetto alla moltiplicazione.

E. 3. (— p. 255) Sia A=17Z/(n).

1. Determinare D(A), A* e gli ideali primi e gli ideali massimali di A, quando
n = 24.

2. Stesso esercizio per n = 17.

3. Determinare per quali valori di n 'anello A € un dominio e per quali & un
campo.

E. 4. (— p. 256) Sia a un elemento nilpotente di A. Provare che 1+ a ¢
un’unita di A. Dedurre che la somma di un elemento nilpotente e di un’unita
¢ un’unita.

E. 5. (— p. 256) Sia f(z) =>_." ,a;z" un polinomio di A[z]. Provare che:

1. f e invertibile se e solo se ay € invertibile e aq, ..., a, sono nilpotenti;
2. f e nilpotente se e solo se ay,...,a, sono nilpotenti;
3. f € un divisore di zero se e solo se esiste 0 # a € A tale che af = 0;
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E. 6. (— p. 256) Provare che, per ogni anello A, il radicale di Jacobson e il
nilradicale di A[z| coincidono.

E. 7.(— p. 257) Sia I C A un ideale. Provare che, se (), .y /" =0, allora
1+a¢&D(A) perogni a € I.

E. 8. (— p. 257) Siano A un anello e [ un ideale di A. Provare che 'insieme
Iz] = {f(z) = >, a;x" € Alx]: a; € I per ogni i} dei polinomi di A[z] che
hanno tutti i coefficienti in I ¢ un ideale di A[x].

Provare inoltre che A[z]/I[z] ~ (A/ I) [z].

E. 9. (— p. 257) [Lemma di Gauss| Dato un polinomio f = ", fiz' € Az],
diciamo che f & primitivo se e solo se (fo, ..., fn) = (1).

Provare che se f e g sono primitivi, allora anche fg ¢ tale.

E. 10. (— p. 257) Provare che f,g € Alx] sono primitivi se e solo se fg &
primitivo.

E. 11. (— p. 257) Sia A un anello per cui valgono le seguenti condizioni:
(i) il radicale di Jacobson J(A) ¢ un ideale primo e non nullo;

(ii) ogni ideale I O J(A) ¢ principale;

(iii) D(A) C J(A).

Provare che A ¢ un anello locale con ideale massimale J(A).

E. 12. (— p. 258) Sia A un anello locale con ideale massimale m = (m)
principale. Provare che:

1. per ogni 0 # a,b € m si ha che: (a) = (b) <= a = bu, con u € A*;

2.se m # (0), allora m ¢ un elemento irriducibile di A.

E. 13. (— p. 258) Siano A un anello e I,J ideali di A. Provare che se
ICJ(A)e (I,J)=1,allora J = (1).

E. 14. (— p. 258) Un anello locale A non contiene idempotenti diversi da
0, 1.

E. 15. (— p. 258) Sia A un anello booleano. Provare che
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1.2a = 0 per ogni a € A;
2. ogni ideale primo p & massimale e A/p & un campo con due elementi;
3. ogni ideale finitamente generato e principale.

E. 16. (— p. 258) Provare che, se ogni ideale di A ¢ primo, allora A & un
campo.

E. 17. (= p. 258) [Operazioni in Z] Sia A =7Z e siano I = (m), J = (n),
H = (h) ideali di A. Provare che:

1.1+ J = (ged(m,n));

2.1NnJ = (lem(m,n));

3.1J = (mn);

4.1:J = (m/ged(m,n));

5IN(J+H)=(UInJ)+(INH);

6.I+J)INJ)=1J.

E. 18. (— p. 259) [Proprieta del quoziente di ideali] Siano I,.J, H, 1, Js
ideali di un anello A, con a e § che variano in insiemi di indici A e A
rispettivamente. Verificare che:

1.I1C1I: J;

2.(I: J)J C I

3.(I: J): H=1:JH=(I: H): J;

4. (ﬂaeA [O‘> = ma€A<Ia: J)7

510 Y 5ends =Ngenl: Js.

E. 19. (= p. 260) Provare con un esempio che, relativamente alle operazioni

tra ideali, in generale non vale la proprieta distributiva della somma rispetto
all’intersezione.

E. 20. (— p. 260) Siano I C R = K|x1,...,x,] un ideale e f € R; provare

che
I:(f)= %(m (f)).

E. 21. (— p. 260) Siano I, J, H ideali di un anello A. Provare che:
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l.se [+ H=Ae J+H=A, allora INJ+ H" = A per ogni n € N;
2.s¢e [ICH, INJ=HNJ,e I/INJ)=H/(HNJ), allora I = H.

E. 22. (— p. 260) Siano I, Hy,..., H, C Aideali. Provare chese I+ H; = A
per ogni i, allora [ + HiHy--- H, = A.

E. 23. (— p. 260) Siano I e J ideali di A. Provare che
l.se VIJ=A, alloral =A e J=A,
2.se p C A ¢ un ideale primo tale che IJ = p, allora I =p o J = p.

E. 24. (— p. 260) Siano I,J C A ideali. Provare che
1.1+ J=(1)seesolose vVI++J=(1);
2.VI+VJ=VI+J.

E. 25. (— p. 261) Mostrare con un esempio che, in generale, VI+VJ =+
vI+J.

E. 26. (— p. 261) Siano A = K[x,y] e I = (22, xy). Provare che I ¢

primo e I non ¢ un primario.

E. 27.(— p. 261) Sia A un anello dotato della seguente proprieta: ogni
ideale I € N'(A) possiede un elemento idempotente diverso da zero. Provare

che J(A) = N(A).

E. 28. (— p. 261) Siano A un anello e N/(A) il suo nilradicale. Provare che
i seguenti fatti sono equivalenti.

1. A possiede un unico ideale primo.
2. Ogni elemento di A e invertibile oppure nilpotente.

3. A/N(A) & un campo.
E. 29. (— p. 261) Sia {F,}aca una famiglia di sottoinsiemi di un anello A.
Mostrare che VU, E, = UV E,.

E. 30. (— p. 262) Provare che, in un anello A4, si ha D(A) = (J VAnna.
0#acA

E. 31. (— p. 262) Siano A un anello e J(A) il suo radicale di Jacobson.
Provare che:
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1.a € A ¢ invertibile se e solo se @ ¢ invertibile in A/ J(A);
2.se a € J(A) ¢ idempotente, allora a = 0.

E. 32. (— p. 262) Sia A un anello e a € A. Provare che se a € J(A) ed ¢
idempotente modulo un ideale I di A, allora a € I.

E. 33. (— p. 262) Sia A un dominio infinito con un numero finito di elementi
invertibili. Dimostrare che A possiede un numero infinito di ideali massimali.

E. 34. (— p. 262) Siano A e B anelli. Descrivere gli ideali, gli ideali primi
e gli ideali massimali di A x B.

E. 35. (— p. 263) Provare che ogni ideale di A = [[/_; 4; ¢ della forma
I =TI, i, con I; ideale dell’anello A;, per ogni i; descrivere inoltre gli
ideali primi e massimali di A.

E. 36. (— p. 263) 1. Provare che un anello A ¢ prodotto diretto di un numero
finito di campi se e solo contiene solo un numero finito di ideali e J(A) = (0).

2. Provare che un anello finito e prodotto diretto di campi se e solo se non
contiene nilpotenti diversi da zero.

E. 37. (— p. 264) Si consideri 'anello A = Z x Z/(36) x Q. Determinare:

1.1l nilradicale di A;

2. gli elementi idempotenti di A;

3. gli ideali di A e dire se sono tutti principali;
4. gli ideali primi e gli ideali massimali di A.

E. 38. (— p. 264) Siano p,ps,...,p, primi distinti di Z.

1. Verificare che I'anello A, = {% €Q: b#0 mod p} ¢ locale e descriverne
I'ideale massimale ed il campo residuo.

.....

semilocale e descriverne gli ideali massimali.

E. 39.(— p. 265) Provare che il prodotto di un numero finito di anelli
semilocali e semilocale, ma non e vero il viceversa.

E. 40. (— p. 265) Sia A un anello tale che, per ogni a € A, si ha a" = a
per qualche n > 1. Provare che ogni ideale primo di A ¢ massimale.
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E. 41. (— p. 265) Siano A un anello e X' = {I C A: [ ideale, I C D(A)}
parzialmente ordinato rispetto a C . Provare che:

1. 2} possiede elementi massimali e ogni elemento massimale e un ideale
primo;
2.D(A) ¢ unione di ideali primi.

E. 42. (— p. 266) Sia A un anello tale che ogni ideale primo ¢ principale.
Allora A e PIR.

E. 43. (— p. 266) Sia A un anello tale che ogni ideale primo ¢ finita-
mente generato. Allora ogni ideale di A ¢ finitamente generato, ovvero A
¢ noetheriano.

E. 44. (— p. 267) Sia f : A — B un omomorfismo di anelli. Mostrare che:

1. Ker f € un ideale di A;
2. f ¢ iniettiva se e solo se Ker f = 0;
3.Im f ¢ un sottoanello di B.

E. 45. (— p. 267) Se A = B = 7 esiste un unico omomorfismo di anelli
f:A— B.

E. 46. (— p. 267) Siano A un anello, I C A un ideale e a € A fissato. Si
consideri 'insieme J = {f € A[z]: f(a) € I}. Provare che:

1. J e un ideale;
2. J e primo se e solo se I e primo.

Se A=Qly], a=y—1e [ =(y—2), trovare J.

E. 47. (— p. 267) Sia A un anello non banale. Provare che i seguenti fatti
sono equivalenti:

1. A € un campo;
2. gli unici ideali di A sono (0) e (1);
3. ogni omomorfismo di A in un anello B # 0 ¢ iniettivo.

E. 48. (— p. 268) Si consideri 'omomorfismo di immersione A SN Alz] e
sia I[z] = {f(z) =Y, a;x" € Alz]: a; € I per ogni i}, cf. E.8. Provare che:
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1. I[x] e I'ideale esteso I€ rispetto ad j;
2.se I & primo allora I[z] & primo.

E vero che se I ¢ massimale allora I[x] ¢ massimale?

E. 49. (— p. 268) Siano f : A — B un omomorfismo di anellie [ C A
un ideale tale che Ker f C I. Provare che:

L (f(V1)) € V/(f(D)), ie. (WT)* C VI
2.se f & surgettivo allora (V1) = VI¢;
3.se J C B ¢ un ideale di B allora v/.J¢ = (\/7)6

E. 50. (— p. 268) Sia ¢ una radice quarta primitiva dell’unita e, per ogni
primo dispari p, sia (, una radice primitiva p-esima dell’unita. Consideriamo
gli omomorfismi di inclusione Z — Z[i] e Z — Z[(,)].

1. Mostrare che in Z[i] si ha:

(1414)? se p=2
(p)¢ =< (a+ib)(a—ib) sep=1 mod 4
() se p=3 mod 4.

a

1—
2. Mostrare che per ogni a € (Z/(p))* si ha 1 gp € Z[()" e dedurre che in
Y
21, 5 ha (p)° = (1— G

E. 51. (— p. 269) Siano A e B anelli commutativi con identita e sia f: A —
B un omomorfismo di anelli. Provare che:

1. f(N(A)) S N(B);

2.se f e surgettivo allora f(J(A)) C J(B);

3.se f non e surgettivo la conclusione del punto precedente non vale;
4.1l contenimento del punto 2 puo essere stretto;

5.se f e surgettivo e A e semilocale allora f(J(A)) = J(B).

E. 52. (— p. 270) Siano A e I C A un ideale contenuto in N'(A). Provare
che A e locale se e solo se A/I & locale.

E. 53. (— p. 270) Sia A un PID e siano I, J C A ideali di A. Provare che
I+J)y?=I"+J
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E. 54. (— p. 270) Sia A un anello tale che D(A) C J(A). Provare che due
elementi a,b € A per cui (a) = (b) sono associati.

E. 55. (— p. 270) Sia A un PIR. Provare che, se J(A) = D(A) # (0), allora
A ¢ un anello locale.

E. 56. (— p. 270) Sia A un PID. Provare che:

1. a ¢ irriducibile se e solo se A/(a) € un campo;

2. gli ideali massimali di A sono gli ideali generati da elementi irriducibili.

3.Sia A = K|x], con K campo, e sia f € A di grado positivo. Allora (f) e
primo se e solo se f e irriducibile.

E. 57.(— p. 271) Sia A un PID; provare che gli ideali primari di A sono
generati da potenze di elementi primi.

E. 58. (— p. 271) Sia A un anello. Provare che A[z] ¢ un PID se e solo se
A e un campo.

E. 59. (— p. 271) Sia A un PID. Provare che se d ¢ massimo comun divisore
di a e b allora esistono u,v € A tali che ua + vb = d.

Costruire poi un esempio di anello A per cui la proprieta precedente non e
vera.

E. 60. (— p. 271) Provare che nell’anello Z[v/—5] I’elemento 3 ¢ irriducibile,
ma 1" ideale (3) non ¢ irriducibile.

E. 61. (— p. 272) Sia A un dominio di integrita. Provare che se ogni catena
ascendente di ideali principali di A ¢ stazionaria allora A ha (UFD1).

E. 62. (— p. 272) Provare che un dominio che ¢ quoziente di un UFD non
¢ necessariamente UFD.

E. 63. (— p. 272) Siano A un anello e a € A. Definiamo [, = {ax —z: z €
A} e diciamo che a € un elemento quasi-regolare se I, = A. Provare che:

1. I, € un ideale per ogni a € A;
2. a ¢ quasi-regolare se e solo se esiste ¢ € A tale che a + ¢ — ac = 0;
3. ogni elemento nilpotente di A e quasi-regolare;
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4. se ogni elemento di A diverso da 1 e quasi-regolare allora A € un campo.

E. 64. (— p. 273) Sia A un dominio d’integrita, che non ¢ campo, e con la
proprieta che ogni ideale proprio di A e prodotto di un numero finito di ideali
massimali. Provare che:

l.se m C A & un ideale massimale, allora per ogni a € m \ {0} esiste un
ideale I tale che Im = (a);

2.se J,H e m sono ideali di A, con m massimale, allora Jm = Hm implica
J=H.

65. (— p. 273) Sia A un anello e siano I, J ideali di A. Provare che:

se I & primario e J € /1, allora v/T: J™ = /T per ogni m > 1;
se I =+ e h¢ I, allora I: h & radicale.

E.
1.
2.
E. 66. (— p. 273) Siap =p(z) = >,y aix' € A[[x]]. Mostrare che:
1.
2.
3.
4.

p € invertibile se e solo se ag e invertibile;

se p ¢ nilpotente allora a; ¢ nilpotente, per ogni . E vero il viceversa?

p € J(A][x]]) se solo se ag € T (A);

la contrazione ad A di un ideale massimale m di A[z]] ¢ un ideale
massimale di A; mostrare inoltre che m ¢ generato da m¢ e .

E. 67.(— p. 274) Sia A un anello commutativo con identita e sia I C A
un ideale. Provare che, se un elemento g € A verifica I: ¢" = I: g™ per
qualche m € N, allora:

l.perogni s e N, I: ¢"" =1: g™

2.1 =I:g")N (L, g™m).

E. 68. (— p. 274) [Esistenza dei primi minimali] Dimostrare che l'insieme
degli ideali primi di un anello A # 0 contiene elementi minimali rispetto all’in-
clusione. Dedurre che, dato un ideale I, 'insieme V(I) = {p: p € Spec A, p D
I} contiene elementi minimali rispetto all’inclusione.

L’insieme degli elementi minimali di V(I) si denota con Min I; se I = 0 si
usa anche la notazione Min A.

E. 69. (— p. 275) Siano A un anello ridotto e a € A un divisore di zero;
allora a appartiene a uno dei primi minimali di A.
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E. 70. (— p. 275) Si consideri I'anello A = Z[z,y] e l'ideale I = (92* —
y, Ty + 22 +1,63) di A.

1. Provare che ogni ideale primo di A/I ¢ massimale.

2. Provare che A/I ~ 7Z/(9) x (Z/7)*.

3. Scrivere I come intersezione di ideali primari.

4.Se B ¢ un dominio ed esiste un omomorfismo di anelli f: B — A/I
iniettivo, allora B ¢ un campo.

E. 71. (— p. 276) Provare che

SpecZlz] = {(0), (p), (f(2)), (p,g(x))} e MaxZlx] = {(p, g(x))},

al variare di p primo in Z, f(x) € Z|x] irriducibile e g(z) € Z[z] irriducibile
modulo p.

re
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Esercizi su anello di polinomi, basi di Grobner, risultante e varieta

E. 72. (— p. 276) > ¢ un buon ordinamento su N” se e solo se ogni catena
discendente in N" ¢ stazionaria.

E. 73. (— p. 277) Provare che gli ordinamenti lex, deglex, degrevlex sono
ordinamenti monomiali.

E. 74. (— p. 277) Sia > un ordinamento totale su N" tale che se a > ( allora
a+v > [+~ perogni a,fB,v7 € N". Dimostrare che > e un ordinamento
monomiale se e solo se a > 0 per ogni o € N".

E. 75. (— p. 278) Sia K C K’ un’estensione di campie [ C K|zy,...,x,] un
ideale; sia inoltre I¢ C K'[x1, ..., x,] I'ideale generato da I in K'[zq,...,z,].
Allora, ogni base di Grobner di I rispetto ad un ordinamento monomiale
fissato € anche una base di Grobner di ¢ rispetto a tale ordinamento. In
particolare, per ogni ordinamento, E([) = E(I°).

E. 76. (— p. 279) Siano A = K|[x1, z2| dotato dell’ordinamento lessicografico
con x1 > T, [ = aiwe, e F = {f1 =23 fo = x3x9 —23}. Mostrare che il resto
della divisione di f per F' non e unico.

E. 77.(— p. 279) Siano g1 = z4+ 2,90 =y — x € Q[z,y, 2], G = {91, 92}
e I = (g1,92); siano inoltre >; 'ordinamento lex dato da = < y < z e >
I'ordinamento lex dato da x > y > z. Mostrare che G € una base di Grobner
di I rispetto a >; ma non rispetto a >.

E. 78. (— p. 279) [Test di monomialita] Provare che I ¢ monomiale se e
solo se la sua base di Grobner ridotta, rispetto ad un qualsiasi ordinamento
monomiale, e costituita da monomi.
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E. 79. (— p. 280) Sia [ = (2® — 2y, 22 — 9%, y2* — 2%) C R[x,y, z]. Calcolare
una base di Grobner di I, rispetto all’ordinamento lessicografico con z > y >
z. Dire se la base trovata ¢ minimale e ridotta.

E. 80. (— p. 281) Siano I = (yz—y, zy+22%,y—2) C Qlx,y, z] e f = 232—y>.
Determinare se f € I.

E. 81.(— p. 281) Siano [ = (22 +zy + y*, 2y + 1) C A = (Z/(2))[x, y],
fi=2*+9° +xy? fo=y(@*+ 2 +y); determinare se f; = foin A/I.

E. 82.(— p. 281) Siano [ = (xzy—ytx,yQ—y:U—xQ,a;‘?’—l—y—Qx) C Qlz,y]
e f =y + x4+ 1. Calcolare I'inverso di f in A = Q[z,y]|/I.

E. 83.(— p. 282) Sia I = (2?y + z, 22 +y) C Q|z,v, 2].

1. Calcolare la base di Grobner ridotta G di I rispetto all’ordinamento deglex
conx >y > z.

2. Calcolare la matrice di passaggio da GG ai generatori dati.

3. Verificare che f = xy?*z + y® € I; esprimere f come combinazione lineare
degli elementi di G e dei generatori dati.

E. 84. (— p. 282) Sia I = (2*+2y* 3,22+ 2y +y?>—3) C Clz, y]; calcolare
I NCly].

E. 85.(— p. 283) Siano I,J C K[z,y|, con I = (z(zx + y)*,y) e J =
(22,2 +v); calcolare I : J.

E. 86. (— p. 283) Siano K un campo di caratteristica 0, I = (2% +y?, 23y> +

y!) C K[z,y] e f = 2® + 5. Determinare se f € v/1.

E. 87.(— p. 283) Sia I = (2%y%2%, 22+ > +22 -1, 2 —ay) C Clz,y, 2].

Provare che:

1. dim¢ Clz,y, z|/1 ¢ finita, e calcolarla;

2.se J = (323 + 22— 2, vy + 22 —2) C Clx,y, 2], allora I + J = (1).

E. 88.(— p. 284) Dato il sistema di equazioni polinomiali
r+y =a
P +y’=a
2+ =a

2
5
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determinare per quali valori del parametro a € C esistono soluzioni in C? e
in tal caso calcolarle.

E. 89.(— p. 285) Siano I = (2%y + 22 + yz,y%2) C Rlz,y,2] e A =
M%]ﬂ

1. Calcolare la base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento lessico-
grafico con z >y > 2.

2. Trovare gli elementi nilpotenti di A.
3. Provare che (22y3,9%2) C I C (22, 2).

E. 90. (= p. 285) Siano f, g1, 02 € K[1], € a,, = le(f); allora

L. Ris(f, g1 g2) = Ris(f, 1) Ris(f, g2);
2. sta N =deg(g1f + g2); allora

Ris(f, g1 f + g2) = a) 8) Ris(f, go).

E. 91. (— p. 285) [Costruzione di polinomi con radici assegnate]

Siano f,g € K|[z] di gradi m,n > 0 rispettivamente. Siano ai,...,q, e
Bi,..., 0, leradici in K di f e g rispettivamente; allora

1. il polinomio r(x) = Ris,(f(z —v),g(y)) ha radici o; + f;;

2. il polinomio 7(z) = Ris,(f(x + ) ( )) ha radici «; — f;;

3. il polinomio r(x) = RISy< > ha radici «o;f;;

4. se ¢(0) # 0, il polinomio r(z ) = RISy(f( ¥),g(y)) ha radici g—J

E. 92. (— p. 286) Siano f, g € Q[z] di grado positivo. Provare che, se f(0) =
1, allora per ogni intero pari k si ha che Ris(f, 2%g) = Ris(f, g).
E. 93. (— p. 287) Sia A = Z|x].

1. Siano f,g € A polinomi monici tali che Ris(f,g) = p, con p primo in Z.
Provare che (f,g) NZ = (p).
2.Sia [ = (2? —4x + 1,2% — x) C A. Calcolare I NZ e descrivere A/I.
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E. 94. (— p. 287) 1. Siano K un campo perfetto, 0 # f € Klx] e f' la
sua derivata prima. Provare che I'anello A = K{[z]/(f) e ridotto se e solo se
ged(f, f') = 1.

2. Sia f € Z[z] un polinomio che verifica ged(f, f') = 1. Provare che I'insieme
dei primi p € Z per cui I'anello (Z/(p))[x]/(f) non & ridotto & un insieme
finito.

E. 95. (— p. 288) Siano A = K|z, vy, 2|, con K campo, e [ = (xz—y,yz—x) C
A. Decomporre V(1) come unione di varieta irriducibili.
E. 96. (— p. 288) Sia I = (2% — yzt,t — yt, 2t — y) un ideale di Clz,y, 2, t].

1. Trovare le componenti irriducibili di V(7).
2. Determinare se f = xt+y € I.

E. 97. (= p. 288) Sial = (2*+y*+2>—1la+y+z—1) C Clz,y,2].
Calcolare

1. dim¢ Clz, y, 2| /1;

2.V(H)NV(z—1).

E. 98. (— p. 289) Siano A = Clz,y,2] e I = (v, 2y + v*, y* — 2?).

1. Calcolare Iy = INCly, z] e I, = I N C[z].
2.Sia m : C* — C? la proiezione sulle ultime due componenti data da
m1(a1, as, az) = (as, az). Determinare se m(V(I)) = V(I1).

E. 99. (— p. 289) Sia [ = (t* — ,t® — y,t* — 2) C Clz,y, z,t]. Calcolare

J = INC[z, y]. Determinare inoltre se ogni elemento di V(J) C C? si estende
ad un elemento di V(I) c C.

E. 100. (— p. 289) Siano [ = (2? — 4*> —yz, 2y — y*2) e J = (2® — y* —

yz, 2y — y?z,y°2% — y3 — y*2) ideali in Clz,y, z]. Determinare se I = J e se

I(V(I)) =1.

E. 101.(— p. 289) Sia [ = (x +y+ 2,2y + yz + zx,zyz — 1) C Clz, y, 2].

Mostrare che:

1. V(I) & I'insieme costituito dall’elemento (1, a,a?), con a = (=1 +iv/3),
e dagli elementi di C? ottenuti permutando le sue coordinate;
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2. I & radicale.

E. 102. (— p. 290) Sia I = (2* +y*+ 23+ 1,22 +9y> + 22+ 1,2 +y+2+1) C
Z/(2)[z,y, z].

1.V(I) C ZJ(2)" & finita?

2. Decomporre V(1) come unione di varieta irriducibili.

E. 103. (— p. 290) Sia [ = (2% —yz + y?, 2yz — x) C Qlz, y, 2].

1. Trovare una base di Grobner ridotta di I.

2. Calcolare la contrazione di I rispetto all’lomomorfismo di immersione
Qly, 2] — Qlz,y, 2].

3. Determinare se V(I) C Q? ¢ finita.

4. Determinare Min([]).

E. 104. (— p. 291) Siano I = (yt* + 23223, 2% + yt?, 2%*) C K[z, y,2,t] e A
il suo anello quoziente.
1. Verificare che I & un ideale monomiale.

2. Decomporre I come intersezione irridondante di ideali primari.
3. Trovare N'(A) ed esprimerlo come intersezione irridondante di ideali primi.

4. Stabilire se V(I) ¢ finita.
E. 105. (— p. 291) Siano I = (y? — xz, 2% — y?, 2% — yz) C Q[x,v, 2].

1. Trovare le componenti irriducibili di V(1) e stabilire se V(1) ¢ finita.
2. Determinare se f = y(z> 4+ = +y) € V1.

E. 106. (— p. 291) Sia I = (2%2,y*2% — yz,y* — 2%) C Clz, y, 2]. Stabilire se
V(I) ¢ finitae I C (2%,y+1,2—1).
E. 107. (= p. 291) Sia I = (zyz — 2,y%*2 — z,32%2> —y) C K|z, v, 2].

1. Provare che, se K = C, allora V(I) é finita.
2. Trovare, se esistono, primi p € Z tali che se K = Z/(p), V(I) & vuota
oppure infinita.

E. 108. (— p. 292) Siano [ = (2?+y*+22—2,y*—2°+1,22—1) C Q[z, v, 2]
e A il suo anello quoziente.
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1. Provare che A & un Q-spazio vettoriale di dimensione finita e trovarne una
base.

2. Determinare le coordinate di p = 224?242y + 1 rispetto alla base trovata
sopra.

3. Stabilire se dimg A = | V¢ (1)].

. Decomporre VI come intersezione di ideali massimali in Q[z, y, z].

W

E. 109. (— p. 293) Dato il sistema

fi=a*=3zy+y*=0
Y=Xfo=2>-8x+3y=0
fs =%y —3r+y =0,

1. provare che X ha un numero finito di soluzioni in C?;

2. trovare tutte le soluzioni 3 di X tali che 5 € Q?;

3. decomporre la varieta V' = Vg(f1, f2, f3) come unione di varieta irriduci-
bili.

E. 110. (— p. 293) Sia [ = (vz —yz,9*> — z,2yz — 1) C Q[z, y, 2].

—_

. Trovare, se esiste, un polinomio univariato p(y) € I.
2. Determinare l'insieme X' = {q(y) € Qly]: Vo((g,I)) # 0}, e dire se & un
ideale.

E. 111. (— p. 293) Siano V = {a,...,a,} C C", con o; # «aj per i # j, e
sia A = Clzy,...,z,)/I(V) lanello delle coordinate di V.

1. Provare che esistono m elementi non nulli ay, ..., a,, € A, tali che a? = a;,
m
a;a; =0 per i # j e tali che > a; = 1.
i=1

2. Determinare quanti e quali sono gli elementi idempotenti di A.
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Esercizi sui moduli

10.1 Moduli, sottomoduli e omomorfismi

E. 112. (— p. 294) Dati un ideale I C A e un A-modulo M, provare che,
ponendo am = am, per ogni a € A/l e m € M/IM, si definisce su M /IM
una struttura di A/I-modulo.

E. 113. (— p. 294) Verificare che I'operazione di restrizione di scalari induce
effettivamente una struttura di modulo.

E. 114. (— p. 294) Sia f: A — B un omomorfismo surgettivo di anelli e
consideriamo B come A-modulo per restrizione di scalari tramite f. Provare
che gli ideali di B coincidono con gli A-sottomoduli di B.

E. 115. (— p. 294) Sia M un A-modulo, e siano N e P sottomoduli di
M; sia inoltre N: P = {a € A: aP C N}. Allora N: P e, in particolare,
Ann P = 0: P sono ideali di A.

E. 116. (— p. 204) Siano I,J;,Jy C A ideali e sia M = /5 & b/ -
verificare che

M ~ A A
AIM =L+ DO D+ 1)
E. 117. (— p. 294) Siano J C A un ideale, M = A/J e a € A; verificare che
~ A
alM == /(J La)

E. 118. (— p. 295) Sia A un anello e sia f : A” — A" un omomorfismo
surgettivo di A-moduli; mostrare che se n > m, allora A = 0.
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E. 119. (— p. 295) Sia M un A-modulo libero di rango r. Allora ogni insieme
di generatori ha cardinalita maggiore o uguale a 7.

E. 120. (— p. 295) Siano A un anello commutativo, / C A un ideale nil-
potente e ¢: M — N un omomorfismo di A-moduli. Provare che se 'o-
momorfismo indotto @ : M/IM — N/IN e surgettivo allora anche ¢ &
surgettivo.

E. 121. (— p. 295) Siano m,n € N, A # 0 un anello e f : A™ — A" un
omomorfismo di A-moduli. Provare che:

1.se f e surgettivo allora m > n;
2.se f e iniettivo allora m < n;
3.se f € un isomorfismo allora m = n.

E. 122. (— p. 295) Siano M un A-modulo finitamente generato e 0 # N C
M un sottomodulo.

1. Provare che M % M/N.
2. Trovare un controesempio al punto precedente nel caso in cui M non sia
finitamente generato.

E. 123. (— p. 296) Siano A un anello e M, N due A-moduli. Provare che:

1. M # 0 & semplice se e solo se ¢ M ~ A/m, con m ideale massimale;
2.se M, N = 0 sono semplici e ¢: M — N e un omomorfismo, allora ¢ e
I’omomorfismo nullo o un isomorfismo.

3.se M ¢ semplice allora J(A)M = 0.

E. 124. (— p. 296) Provare che un A-modulo M # 0 ¢ semplice se e solo
se per ogni 0 # m € M si ha (m) = M. Determinare poi tutti gli Z-moduli
semplici.

E. 125. (— p. 296) Sia M uno Z-modulo ciclico e siano N e P sottomoduli
di M. Provare che, se esistono p,q € Z coprimi e tali che Ann N = (p),
Ann P = (q) e Ann M = (pq), allora M = N & P.

E. 126. (— p. 297) Siano M, N, P degli A-moduli; dimostrare che
Hom (M, P) @& Homu (N, P) ~ Homs(M @& N, P),
Hom (P, M) ® Hom4(P, N) ~ Hom (P, M & N).
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E. 128. (— p. 297) Siano A un anello, I,J C A idealie 0 # M un A-
modulo. Provare che:

1. Homa(A/I, M) ~0:y I = {me M : Im=0};

2. Hom4(A/I, M) ha una struttura di A/I-modulo;

3.se M =A/J, allora Homy(A/I, M) ~ (J:1)/J.

E. 129. (— p. 298) Siano A = K[z,y,z2], I = (23, 2%y,y2) e J = (2%, y2);
calcolare la dimensione di Homy(A/I, A/J) come K-spazio vettoriale.

E. 130. (— p. 298) Siano (A, m) un anello locale e sia M # 0 un A-modulo
finitamente generato. Provare che Hom (M, A/m) # 0.

E. 131. (— p. 298) Siano K un campo e B C K un anello locale che non ¢
un campo. Provare che K non ¢ un B-modulo finitamente generato.

E. 132. (— p. 299) Siano M un A-modulo finitamente generato e I C A un
ideale; allora:

VAn(M/IM) =vAnn M + 1.

E. 133.(— p. 299) Siano A un anello e M un A-modulo non necessaria-
mente finitamente generato. Provare che, se N (A) ¢ finitamente generato e
N(A)M = M, allora M = 0.

E. 134. (— p. 299) Fornire un controesempio all’enunciato del lemma di
Nakayama nel caso in cui il modulo M non sia finitamente generato.

10.2 Successioni esatte e moduli proiettivi

E. 135. (— p. 299) [Lemma dei 5] Dato il seguente diagramma commutativo
di A-moduli con righe esatte
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M, — M, M My ——> M5
aq a a3 Oy Qa5
Ny Ny N3 Ny N,

dimostrare che

1.se a; € surgettivo, e g, ay sono iniettivi, allora ag ¢ iniettivo;
2.se as e iniettivo, e an, ay sono surgettivi, allora asz e surgettivo.
In particolare, se a; e surgettivo, as € iniettivo, as e ay sono isomorfismi,

allora a3 € un isomorfismo.

E. 136. (— p. 300) Siano M, N,P tre Z-moduli. Provare che, se pN =
qP = 0, con p,q primi distinti di Z, allora la successione

0—N-LmLp_—0
spezza.
E. 137.(— p. 300) Siano A =Z, M =7Z/(2), N = 7Z/(4), P = Z/(8).
Trovare, se possibile, successioni esatte corte di A-moduli
1.0— M — N — M — 0;
20— M — N M — MeM— 0;
30 — M — P —Mc&M—DO.

E. 138. (— p. 301) Sia0 — M 'y N —% P — 0 una successione esatta
corta di A-moduli. Dimostrare che, se M e P sono generati rispettivamente
da m e p elementi, allora N puo essere generato da m + p elementi.
Esistono casi in cui N puo essere generato da meno di m + p elementi?

E. 139. (— p. 301) Siano M, N A-moduliesiano f: M — Neg: N — M
omomorfismi tali che g o f = idj;. Provare che N = Kerg & Im f.

E. 140. (— p. 302) Siano

0 s M 25 N > P > 0
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0—P-LT-5W—0

due successioni esatte di A-moduli. Provare che

0— M- NZhr Ysw 0

¢ esatta.

E. 141. (— p. 302) Provare che Z/(n) non & proiettivo come Z-modulo ma
lo & come Z/(n)-modulo.

E. 142. (— p. 302) Sia A =7Z/(12). Allora Z/(4) ¢ un A-modulo proiettivo
non libero.

E. 143. (— p. 302) Siano A =17Z/(4) e B =7Z/(6). Trovare i sottomoduli
non banali di A e B e dire quali di essi sono proiettivi come A e B-moduli
rispettivamente.

E. 144. (— p. 302) Siano [, J ideali comassimali di un anello A. Provare
che:

1.1 J~1J® A;
2.se A e un dominio e IJ e principale, allora I e J sono proiettivi.

E. 145. (— p. 303) Sia0 — M 'y N —%5 P — 0 una successione esatta
di A-moduli.

1.Se A = 7Z, e due dei tre moduli della successione sono isomorfi a Z, cosa
possiamo dire del terzo, in ognuno dei casi possibili?

2.5¢ A = 7Z, e uno dei tre moduli della successione e isomorfo a Z, cosa
possiamo dire degli altri due, in ognuno dei casi possibili?

3. Le conclusioni dei punti precedenti, opportunamente riformulate, valgono
per un qualsiasi PID A?

E. 146. (— p. 303) Siano A un anello e 0 # M un A-modulo. Provare che:
1.se ¢ € Enda(M) e ¢* = @, allora M ~ o(M) @ (idy — @) (M);

2.se M e finitamente generato, allora M e proiettivo se e solo se esistono
n€Ne f € Endy(A") tali che f2= f e M ~ f(A").
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E. 147. (— p. 304) Provare che un dominio A & un campo se e solo se ogni
A-modulo e proiettivo.

E. 148. (— p. 304) Siano N C M, N' € M’" A-moduli tali che M/N ~ A ~
M'/N'. Provare che:

~

M— M/N—0e0— N — M

~

1. le successioni 0 s N
M'/N'" — 0 spezzano;
2.se N ~ N’ allora M ~ M'.

E. 149. (— p. 304) Sia A = Z[V—=5] e stano I = (3,1 — /=5) e J =
(3,14 +/—b) ideali di A. Provare che:

1. I e J sono ideali massimali distinti e non principali, quindi A non e PID;
2.I1NJ =1J=(3). Inoltre I e J sono A-moduli proiettivi non liberi.

E. 150. (— p. 304) [Criterio di Baer] Dimostrare che un A-modulo F ¢
iniettivo se e solo se ogni omomorfismo f: I — FE, con [ ideale A, si estende
ad un omomorfismo f: A — F.

E. 151. (— p. 305) Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti.

1. E ¢ iniettivo.
2. Homy (e, F') ¢ un funtore esatto.
3. Ogni successione esatta

0 > F > M > N > 0

spezza.
4.Se FE ¢ isomorfo ad un sottomodulo di M allora E ¢ un addendo diretto
di M, i.e. esiste L sottomodulo di M tale che M ~ E & L.

E. 152. (— p. 307) Sia A un anello e F' un A-modulo libero.

1.Se A e un campo, allora F' ¢ iniettivo.
2. L’affermazione precedente e ancora valida per un anello qualsiasi?
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E. 153. (— p. 307) Sia A PID; provare che ogni sottomodulo di un modulo
proiettivo e proiettivo.

E. 154. (— p. 308) Siano A un anello, p € A, M un A-modulo e M, la
p-componente di M. Provare che M, ¢ un sottomodulo di M.

E. 155. (— p. 308) Siano A PID, M un A-modulo finitamente generato e
a,b € A tali che ged(a,b) = 1. Provare che:

1. M, ® My ~ Mgy,

2.siano m, e m le proiezioni di M,, su M, e M, rispettivamente; allora,
esistono elementi ¢,d € A tali che, per ogni m € M, si ha m,(m) = cm
e my(m) = dm;

3. M, e ciclico se e solo se M, e M, sono ciclici.

E. 156. (— p. 308) Sia M # 0 un A-modulo ciclico, con A PID e M # A.
Provare che esistono primi py,...,p, € A e sottomoduli cicici p;-primari
Mi g M tali che M ~ @?:1M’L

E. 157. (— p. 309) Sia A un dominio e M un A-modulo. Provare che:

1. ogni A-modulo libero ¢ libero da torsione;

2.se A ¢ un PID, M e finitamente generato e libero da torsione allora M e
libero;

3. il risultato precedente e vero se A non e PID? E se A e PID ma M non e
finitamente generato?
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E. 158. (— p. 309) Sia M uno Z-modulo tale che la successione

0—7z Lzt Mo,

con f(r,y,2) = (r+y+2 -3x+y+zx—3y—3z,x+ 3y + 2), ¢ esatta.
Esprimere M come somma diretta di Z-moduli ciclici.

E. 159. (— p. 309) Sia ¢: Q[z]* — Q|z]* I'omomorfismo dato da
o(a,b,c,d) = (a+ 3c,b+ 2xc + 3d, (2* — z)(a + 3¢) + 2zd, (2* — ) (b + 3d)).
Trovare la dimensione su Q di Coker .

E. 160. (— p. 309) Sianoa € Z e ¢: Z> — Z* 'omomorfismo dato da
o(r,y,2) = (62 + 2y + 4z, ay + 4z, 20 + 2y + 22).

Determinare la classe di isomorfismo di Coker ¢ in funzione di a.
Esistono valori di a per cui Coker ¢ ha infiniti elementi?

E. 161. (— p. 310) Sia ¢: Z* — Z? 'omomorfismo definito dalla matrice
abc
Oab ], con a,b,cée Z. Provare che:
00a

1. Coker ¢ ha al pitt due generatori se e solo se ged(a, b, ¢) = 1;
2. Coker ¢ ¢ ciclico se e solo se ged(a, b) = 1.

E. 162. (— p. 310) Sia ¢: Z* — Z? 'omomorfismo definito dalla matrice
a 66
—360 |, con a € Z. Trovare, se esistono, i valori di a per cui:
a 33

1. Coker ¢ e finito;
2. Coker ¢ non e ciclico.

E. 163.(— p. 311) Sia M = Z?/N, ove N ¢ il sottomodulo generato da
my1 = (0,a,b), me = (3,3,0) e mg=(3,—1,0), con a,b € Z.
Trovare i valori di a,b per cui M e finito e quelli per cui M e ciclico.
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E. 164. (— p. 311) Sia M = Z?/N , ove N ¢ il sottomodulo generato da
my = (2,4,—4), my = (4,12, —12) e m3 = (2, —4, —4). Trovare 'annullatore
di M.

E. 165. (— p. 311) Siano A, B, C matrici intere 3 x 3 e sia D = <1(4)1 g) .

Sapendo che det A = 28 e det B = 7, trovare le possibili forme di Smith di
D, esibendo un esempio di ciascuna.

E. 166. (— p. 311) Sia M il gruppo abeliano generato da elementi my, mo
e mg che soddisfano le relazioni 3m; + mg = 0, 2m; — 2ms + mg = 0 e
m1 + 4mse + 2mg = 0. Trovare i possibili ordini degli elementi di M.

E. 167.(— p. 312) Siano A € M,(Z) e M lo Z-modulo Z"/AZ". Sup-
poniamo che per ogni m € M esista un primo p,, € 7Z tale che p,,m =
0.

Dimostrare che il rango di A & n e che esiste p € Z primo tale che det A = +pF
con k < n.

E. 168. (— p. 312) Sia A = K[z, y]/(v* —ay* —y + 2, 2> —axy + 2 — 9).

1. Provare che A & finitamente generato come K[z]-modulo.
2. Rappresentare A come il conucleo di un omomorfismo di K[z]-moduli e
decomporlo come somma diretta di moduli ciclici.

E. 169. (— p. 313) Sia M lo Z-modulo generato da elementi my, ms, ms3 che
soddisfano le seguenti relazioni

2m1 — 4m2 - 2m3 =0
10m; — 6mg +4ms =10
6m; — 12mo + ams = 0.

1. Rappresentare M come somma diretta di moduli ciclici al variare di a € Z.
2. Trovare, se esistono, i valori di a per cui Ann M = 0.

E. 170. (— p. 314) Siano G; = (a, b, ¢, d) ove gli elementi a, b, ¢, d soddisfano
le relazioni
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(2a4+2b+c+3d=0
—2b+c+3d=0

{ —4da+4b—3c—15d =0
6a+4b+c+9d =0
(12a +4b+c+21d =0

e Gy(a) = Coker @, ove @, : Z> — 7> & 'omomorfismo di Z-moduli definito
da

Yal(T,y,2) = (20 + 8y — 4z, ax + 6y + az, —2x — 2y + 42),
al variare di o € Z.
Determinare, se esistono, i valori di « per cui G; e Ga(a) sono isomorfi.

E. 171. (— p. 315) Siano o, 8 € N, A = A, 3 una matrice 6 x 6 ad entrate
reali, con polinomio caratteristico pa(z) = (v — 1)%(x — 2)?(22 + 1). Deter-
minare, se esistono, valori di v e S per cui le possibili forme di Smith della
matrice caratteristica A — x[ siano esattamente 4.

E. 172. (= p. 316) Sia M lo Z-modulo generato da elementi vy, vo, v3, v4 che
soddisfano le relazioni 3v; = 0, avy + 3vy = 0, bvy + 3v3 = 0, con a,b € Z
tali che ged(a, b) = 1.

Descrivere il sottomodulo di torsione T'(M) di M al variare di a, b.

E. 173. (— p. 316) Siano N C Z? il sottomodulo di Z* generato da m; =
(2,2,a), ma = (2,a,0), mz = (0,4,2) e M = Z3/N, con a € Z.

1. Determinare M a meno di isomorfismo, al variare di a.

2. Trovare, se esistono, i valori di a per cui Homy(Z/(7), M) # 0.

E. 174. (— p. 317) Sia M = (v, v2,v3)z, ove 201 = vy, v] = 3vg, V] + Vg =
avs, al variare di a € Z.

1.Per a = 3, costruire, se possibile, un omomorfismo non banale ¢:
7/(20) — M.

2. Descrivere Homy(Z/(20), M), al variare di a.

E. 175. (— p. 317) Sia ¢: Z> — M un omomorfismo surgettivo di Z-

moduli tale che Kery) = (my, mo, m3), con m; = (2,4,6), ms = (0,a,2a),

mg = (b,4,6), al variare di a,b € Z. Trovare, se esistono, i valori di a, b per

cui M e semplice.
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E. 176. (— p. 317) Siano A = K[z,y,2] e [ = (2*> +y* — 2,2y — 1).

1. Dimostrare che A/ & un K [z]-modulo finitamente generato e determinarne
un insieme di generatori finito.
2. Decomporre A/I come somma diretta di K[z]-moduli ciclici.

E. 177. (— p. 318) Sia [ = (2?2 +ay, 2%y —y*2+ 22, 2* +ay +2yz, 22 —yz) C
Kz, y,z].

1. Provare che I ¢ un ideale monomiale.

2. Determinare un insieme di generatori del K [y]-modulo M = K|z, y, z|/I.

3. M e libero?

4. Rappresentare M come conucleo di un omomorfismo di K[y]-moduli e
decomporlo come somma diretta di moduli ciclici.

E. 178. (— p. 318) Sia K un campo. In ognuno dei seguenti casi, dimostrare
che l'anello A ¢ finitamente generato come K |[x]-modulo e scriverlo come
somma diretta di moduli ciclici.

1.A=Klz,y, 2]/ (23 — v* + 2z, 2% — y?);
2. A= Klx,y,2]/(z2y — 1,9* — 2 + 2?);
3. A= Klz,y]/(2® — v, 2" — 2%y +y).
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E. 179. (— p. 319) Siano A un anello e M, N e P degli A-moduli. Per ogni
f,g € Bil(M,N; P) e a € A definiamo
(f +9)(m,n) = f(m,n) + g(m,n) e (af)(m,n)=af(m,n),

per ogni m € M,n € N. Mostrare che Bil(M, N; P) dotato di tali operazioni
e un A-modulo.

E. 180. (— p. 320) Calcolare Z/(a) ® Z/(b) quando ged(a,b) = 1.

E. 181. (— p. 320) E possibile ripercorrere la dimostrazione dell’esempio
5.1.2 per dimostrare che C ®g C ~ C?

E. 182. (— p. 320) Siano A un anello e M, N due A-moduli liberi.
Dimostrare che M ® N e libero.

E. 183. (— p. 321) Siano [, J ideali di un anello A; dimostrare che A/I ®4
Al ~A/l+ J.

E. 184.(— p. 322) Siano A un anello, M, M’ N, N' degli A-moduli e

f:M— M, g: N— N’ omomorfismi di A-moduli. Mostrare che
fegMaN—MaN (fog(men)=f(m)egn)

e un omomorfismo di A-moduli ben definito.

E. 185. (— p. 322) Siano A un anello, M, M’ M" N, N, N"” degli A-moduli
ef:M—M,{- M —M' g N— N eg: N — N’ omomorfismi
di A-moduli. Allora (f'o f)®@ (g og)=(f®¢) o (f®g).
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E. 186. (— p. 323) 1. Mostrare che Q ®z Z/(n) = 0 per ogni n € N,.
2. Provare che in generale il prodotto diretto e il prodotto tensoriale non
commutano.

E. 187. (— p. 323) Siano Nj, Ny due A-moduli. Provare che:
1. N1 e Ny sono proiettivi <= N; @& N, ¢ proiettivo;

2. N1 e Ny sono proiettivi = N; ® Ny e proiettivo;

3.1l viceversa dell’affermazione precedente in generale non vale;
4. N1 e Ny sono piatti <= N; & N, e piatto;

5. N1 e Ny sono piatti = N; ® Ny e piatto;

6.1l viceversa dell’affermazione precedente in generale non vale.

E. 188. (— p. 324) Siano (A,m,K) un anello locale e M, N A-moduli
finitamente generati. Provare che u(M ®4 N) = pu(M)u(N).

E. 189. (— p. 324) Siano (A,m,K) un anello locale ¢ M, N A-moduli
finitamente generati; allora M ® 4 N = 0 implica M = 0 oppure N = 0.

E. 190. (— p. 325) Siano p € Z primo e M = {]% : a €Z,n e N} Dopo
aver verificato che M ¢ uno Z-modulo, provare che M ®y (M/Z) = 0.

E. 191. (— p. 325) 1. Calcolare la dimensione dello spazio vettoriale
Qlz]/(z) ®qu Qlal/(z* +1).
2. Sia a = V/3; provare che C ®q Q[a] ~ C°.

E. 192. (— p. 325) Sia (A,m,K) un anello locale. Provare che ogni A-
modulo proiettivo finitamente generato e libero.

E. 193. (— p. 326) Siano Ae B anellie f: A — B un omomorfismo piatto,

cioe tale che la restrizione di scalari tramite f rende B un A-modulo piatto.
Dati I, J ideali di A, provare che (INJ)B=1BN JB.

E. 194. (— p. 326) Siano A un anello e a € A. Provare che i seguenti fatti
sono equivalenti:

L. (a) = (a?);
2. (a) ¢ addendo diretto di A;
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3. A/(a) € un A-modulo piatto.

E. 195. (— p. 327) Sia M un A-modulo tale che mM # M per ogni m €
Max A.

1. Provare che M /IM # 0 per ogni ideale proprio I di A.
2. Sia M un A-modulo piatto; provare che allora per ogni A-modulo N # 0,
si ha M @ N # 0.

E. 196. (— p. 327) Siano A un anello e a un elemento di A\ D(A). Provare
che se N ¢ un A-modulo piatto, allora an # 0 per ogni 0 #n € N.

E. 197. (— p. 327) Siano A = Klz,y|, I = () e J = (y). Provare che:

1.1,J e INJ sono A-moduli liberi;

2.1 + J e privo di torsione, ma non ¢ piatto.

E. 198. (— p. 328) Siano M e N due A-moduli liberi di rango finito; allora
Ends(M) @ Enda(N) ~ Enda(M ® N).

E. 199. (— p. 328) Sia M = Z/(15) e sia ¢ : Z* — Z? 'omomorfismo dato
da p(z,y) = (4o + 8y, 4z — 4y, 16x + 20y). Determinare M ®yz T'(Coker ¢).

E. 200. (— p. 328) Siano a € N; e M, lo Z-modulo generato da elementi
my, Mo, m3 che soddistano le relazioni 2m; — my = 0, my + my + m3z = 0,
mi1 + ams = 0. Al variare di a determinare, se esistono, i valori n € N per
cui M, ®z7Z/(n) # 0.
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E. 201. (— p. 328) Sia a € N(A); dimostrare che esiste un ideale primo p
di A che non contiene a.

E. 202. (— p. 329) Siano A un anello e S un insieme moltiplicativo di A;
provare che og € un isomorfismo se e solo se S C A*.

E. 203. (— p. 329) Siano A un anello finito e S C A un insieme mol-
tiplicativo tale che I'omomorfismo canonico e iniettivo; provare che A ~
SLA.

E. 204. (— p. 329) Descrivere I'anello S™'A quando

1.A=ZeS = A\ (p) con p primo;
22A=ZeS=A\U",(pi) con p; primi distinti;
33.A=7/(12) e S={2" : neN};

4. A=7/(12) e S= A\ (2);

5. A=7Z/(12)e S = A\ (3).

E. 205. (— p. 330) Sia A un anello finito e S C A un insieme moltiplicati-
vamente chiuso.

1. Provare che og € un omomorfismo surgettivo, in particolare se og € iniettivo
allora A ~ S~ 'A.

2.5iano A = 7Z/(24) e S = {s = 2" mod 24 : n € N}. Trovare Ker og e
SLA.

E. 206. (— p. 330) Sia A un anello e I C A un ideale.
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1. Mostrare che l'insieme S =1+ 1 = {1+ : i € I} & moltiplicativo e che
S~ & contenuto nel radicale di Jacobson di S™1A.

2.Sia A = 7/(60) e S = 1+ 4A. Trovare tutti gli ideali (distinti) di S™1A.
S~1A & un anello locale?

3. Sia ancora A = Z/(60): esiste 0 #m € N, m # 4 e T =1+ mA tale che
T~1A non sia locale?

E. 207. (— p. 331) Dati sottoinsiemi I, S C A, definiamo la saturazione di
I rispetto a S come l'insieme

={a€A:3JseS, t.c.asel}:U]:s
ses
e diciamo che I ¢ saturato rispetto ad S se I = I°.

1. Provare che, se I ¢ un ideale e S & un insieme moltiplicativo, allora I° &
un ideale.

2.Siano I,J C Aideali e 0 = 0g: A — S7'A I'omomorfismo canonico.
Provare che:
a) Kerog = (0)7;

b) I C I
c)se[CJ allora I° C J*;
d) (1°)% = 1%

) (I575)5 = (175,

E. 208. (— p. 331) Siano A un anello, S C A un insieme moltiplicativo e
M un A-modulo. Dato un sottomodulo N C M, definiamo la saturazione di
N rispetto ad S come l'insieme N = {m € M : s € S t.c. sm € N} e
diciamo che N ¢ saturato rispetto ad S se N = N?.

1. Provare che N° & un sottomodulo di M.
2. Siano og: M — S~ M I'omomorfismo canonico, P un sottomodulo di M
e @ un sottomodulo di S™'M.
a) N C N° ese N C P allora N° C P°;
b)osH(Q) = 05 (Q)%;
¢) og'(STIN) = N®; in particolare Ker og = (0)°;
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d) (N%)* = N*;
e) (N NP)* = N°n P
f) (N + P)* D N° + P,

E. 209. (— p. 331) Siano A e B anelli commutativi con identita, B # 0 e
sia C' l'anello C' = A x B.

1.Sia S = {1} x B C C; provare che S7'C ~ A.

2.Sia T = {(1,0),(1,1)} C C, provare che T7'C ~ A.

3. Si consideri su C' x T la relazione (x, s) ~ (y,t) se e solo se xt = ys. Provare
che non ¢ una relazione di equivalenza.

E. 210. (— p. 332) Sia Aunanelloe f € A. Provare che Ay >~ Alx]/(1—fx).
E. 211. (= p. 332) SiaZ [3]| = {p(3) : p(z) € Z[z]} ~ Z[z]/(3z — 2).
1. Provare che Z [%] ~ 7s.

2. Trovare tutti gli anelli A tali che Z C A C Q e descrivere ogni A come
localizzazione di Z.

E. 212. (— p. 333) Siano p un primo di Z e A = Z,. Provare che Ay, ~
A ®gz Ly se e solo se p # 2.

E. 213. (— p. 333) [Anello totale dei quozienti] Siano A un anello, D(A) I'in-
sieme dei divisori di zero di A e S = A\D(A). L’anello S~ A si chiama anello
totale dei quozienti o delle frazioni di A e si denota con Q(A) o Quot(A).
Provare che:

1.S ¢ il pin grande sistema moltiplicativo tale che og : A — S71A ¢
iniettivo;

2. ogni elemento di Q(A) & invertibile oppure ¢ un divisore di zero;

3.se A= A*UD(A), allora og ¢ un isomorfismo;

4.se A & un dominio, allora QQ(A) ¢ il piu piccolo campo che contiene A, e si
chiama campo dei quozienti o delle frazioni di A.

E. 214. (— p. 334) Sia p C A un ideale primo di un anello A; provare che
Q(A/p) = Ay /pA,.

E. 215.(— p. 335) Sia A= B/p;N---Np,, con B dominio e p; C B ideali
primi tali che p; ¢ p; se i # j, e sia Q(A) I'anello totale dei quozienti di A.
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1. Provare che Q(A) ~ @ Q(B/pi).

=1

2. Siano A = Clz,y]/(zy) e S = A\ D(A); trovare S~ A.
3.Siano A = Clz,y]/(2* —y®) e S = A\ D(A); trovare S~ A,

n

E. 216. (— p. 335) Siano A un dominio con un numero finito di ideali primi
e Q(A) il suo campo delle frazioni. Provare che esiste un elemento a € A tale

che Q(A) ~ A,.
E. 217. (— p. 336) Sia p un primo di Z; provare che Z, @z Z,/Z = 0.

E. 218. (— p. 336) Nelle ipotesi di E.80, sia J = IQ[z,y, 2](3,,.)- Stabilire
se I'immagine di f in Q[z,y, 2(z,4..) ¢ un elemento di .J.

E. 219. (— p. 336) Nelle ipotesi di E.84, siano p; = (z—1,y—1) e ps = (,y);
descrivere I, N Clz,y] e I,, N Clz, y].

E. 220. (— p. 336) Nelle ipotesi di E.86, verificare se I'immagine di f in
K(7,y](z,) ¢ un elemento di /I, ).
E. 221. (— p. 337) Nelle ipotesi di E.89, sia p = (z, 2)A; determinare A,.
E. 222. (— p. 337) Nelle stesse ipotesi di E.95, sia S = A\ (z,y). Descrivere
STYA/I).

E. 223. (— p. 337) Nelle ipotesi di E.105, sia S = A\ (z,y)A. Calcolare
STLA.

E. 224. (— p. 337) Siano K un campo e B C K un anello che non ¢ un
campo. Provare che K non e un B-modulo finitamente generato.

E. 225. (— p. 337) Sia K un campo, A = K|x](;) e M il campo delle frazioni
di A. Provare che:

1. M/(x)M & un A-modulo finitamente generato;
2. M non e un A-modulo finitamente generato.

E. 226. (— p. 337) Siano A un anello, S C A un insieme moltiplicativamente
chiuso e M un A-modulo.

1. Provare che, se Ann M NS # (), allora S™'M = 0.
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2. Provare che, se M e finitamente generato, vale anche il viceversa dell’af-

fermazione precedente.
3. Dare un esempio di un A-modulo M tale che ST'M =0e Ann M NS = 0.

E. 227. (— p. 338) Siano A un anello e { f}, }rep un insieme di generatori di
A. Siano inoltre M un A-modulo e m € M. Provare che se 'immagine di m
¢ zero in My, per ogni h € H, allora m = 0.

E. 228. (— p. 338) Sia M un A-modulo e definiamo supporto di M I'insieme

Supp M = {p € Spec A : M, # 0}.
Provare che:

1.se M ¢ finitamente generato allora p € Supp M se e solo p 2O Ann M;

2.s¢ 0 — M’ > M » M"” — 0 & una successione esatta allora
Supp M = Supp M’ U Supp M";

3.se M e N sono A-moduli finitamente generati allora Supp(M ®4 N) =
Supp M N Supp N.

E. 229. (— p. 338) Sia M = Z/(10) ® Z/(12).

1. Trovare i primi p € Z tali che M, # 0.
2. Descrivere M 3.

E. 230. (— p. 339) Sia A = Qlz,y, 2] e sia M I’ A-modulo A/(zyz — 22, zy* —
4) ®a Af(yz,x — ).

1. Calcolare la dimensione di M come spazio vettoriale su Q .

2. Trovare il supporto di M.

E. 231. (— p. 339) Siano A un anello e 0 # I C A un ideale finitamente
generato. Provare che, se per ogni ideale massimale m C A si ha I, = 0 oppure
I = Ay, allora I ¢ principale ed e generato da un elemento idempotente.

E. 232. (= p. 339) Siano p(z) = (x—1)*(2*+2) € Qlz], S = {q(z) € Q[z] :
(q(x),p(z)) = 1} e A= 57'Q[a].

1. Provare che S € moltiplicativamente chiuso.
2. Provare che |Spec A| = 3.
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3. Descrivere A/p per ogni p € Spec A.
4. Calcolare A/p; ®4 A/ps per ogni coppia di ideali p; # py € Spec A.

E. 233. (— p. 340) Siano M un A-modulo e I C A un ideale tali che M, =0
per ogni ideale massimale m che contiene /. Provare che M = I M.

E. 234. (— p. 340) Siano A un anello commutativo con identita e p € Min A.
Provare che:

1. ogni elemento di pA, ¢ nilpotente;
2. ogni elemento di p € un divisore di zero in A;
3.se A ¢ ridotto, allora A, ¢ un campo.

E. 235. (— p. 340) Sia S un sottoinsieme moltiplicativo di un anello A.
Dimostrare che la sua saturazione S e un insieme moltiplicativo saturato.

E. 236. (— p. 341) Siano A = (Z/(200))1s, B = (Z/(200))s, C' = (Z/25) Q2
(Z/40) e D = Zg)[x]/(6x — 1). Stabilire quali di questi anelli sono isomorfi
tra loro.

E. 237. (— p. 341) Siano A e B anelli, T' C B un insieme moltiplicativo e
f: A — B un omomorfismo. Provare che:

1. f~4T) & un insieme moltiplicativo. Il viceversa vale se f & surgettivo;
2.se T C B ¢ saturato, allora anche f~(T') & saturato. Il viceversa vale se f
e surgettivo.

E. 238. (— p. 342) Siano A un anello e S,7 C A insiemi moltiplicativi.
Provare che:

l.se SCTeT, =05(T), allora

TA~T N (STTA) ~T (S 1A);
2.s¢e U={stec A: se€ SeteT}, allora

TS 1A~ S HTTA) ~U A,

E. 239. (— p. 343) Siano A un anello e S C A un insieme moltiplicativo.
Provare che S ¢ massimale rispetto all’inclusione nell’insieme degli insiemi
moltiplicativi di A se e solo se A\ S & un primo minimale.
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E. 240. (— p. 343) Sia A un anello.

1.Sia I C A un ideale e S = 1 + I; provare che S = A\ Upev(r b, dove
V(I) ={p € Spec A : I C p}.

2. Siano f, g € A; provare che Sy C S, se e solo se \/(f) 2 v/(9).

E. 241. (— p. 344) Siano K un campo di caratteristica diversa da 2, A =

Kz, yl/(a —=17?), p=(z+y)A e q=(,9)A

1. Quali sono gli ideali primi di A4?
2. Descrivere (Aq)pa,-
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E. 242. (— p. 344) Sia X' la famiglia degli ideali di un anello A. Provare
che:

l.se A =17, allora Y, e dunque A, soddisfa a.c.c. ma non d.c.c.;
2.se A =TR[z]/(2* +2), allora X, e dunque A, soddisfa sia a.c.c. sia d.c.c..

E. 243. (— p. 344) Siano A un anello noetheriano e p: A — A un
omomorfismo surgettivo. Provare che:

1. ¢ e iniettivo;

2.0(INJ)=¢(I)Np(J), per ogni coppia di ideali I, J C A.

3. Le precedenti affermazioni sono vere anche se A non e noetheriano?

E. 244. (— p. 345) Siano A un anello noetheriano e I C A un ideale tale che
I = I?; provare che I ¢ principale ed ¢ generato da un elemento idempotente.

E. 245. (— p. 345) Siano Ny, Ny € M sottomoduli tali che M/N; e M/No
sono noetheriani. Provare che M/(N; N N3) € noetheriano.

E. 246. (— p. 345) Sia A = K[z]/(fg?), ove (f,g) = 1. Allora un A-modulo
M @& noetheriano se e solo se M/fM e M/g*>M sono noetheriani.

E. 247. (— p. 346) Sia A un dominio di integrita tale che per ogni ideale
non nullo [ esistono un ideale J # 0 e un elemento d € A tali che I.J = (d).
Provare che:

1. esiste un ideale finitamente generato J = (g1, ..., gx) tale che I.J = (d);
2.perogni f €l eperognii=1,..., k, esiste h; € A tale che fg; = h;d;
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3. A e noetheriano.

E. 248. (— p. 346) Siano A, B, C anellie f: A — C e g: B — C
omomorfismi surgettivi. Definiamo A x¢ B = {(a,b) € Ax B : f(a) = g(b)}.

1. Verificare che A x¢ B ¢ un sottoanello di A x B.
2. Provare che se A e B sono noetheriani allora A Xo B ¢ un anello
noetheriano.

E. 249. (— p. 346) Sia A un anello locale, con ideale massimale m = (m)
principale. Provare che:

1. ogni elemento 0 # a € m ha una fattorizzazione della forma a = um*, con

u invertibile se e solo se [ m" = 0;
neN

2.s¢ (Y m"=0elC Aenunidealedi A allora I =m" per qualche h;
neN
3.se A e noetheriano allora A e PIR.

E. 250. (— p. 347) Sia A un anello noetheriano. Provare che:

1.se A ¢ locale e il suo ideale massimale m = (m) ¢ principale allora ogni
ideale di A e principale;

2. se ogni ideale massimale di A e principale allora dim A < 1.

E. 251. (— p. 347) Sia M un A-modulo noetheriano e sia [ = 0 : M =
Anny M. Provare che A/I & noetheriano.

E. 252. (— p. 348) Siano A un anello noetheriano e I, J ideali di A tali che
ogni ideale primo di A contiene o I o J ma non entrambi. Provare che:
1.A=1+4J;

2. esiste n € N tale che (IJ)" = 0.

E. 253. (— p. 348) Sia (A, m, K) un anello locale noetheriano. Provare che:

l.se I C A ¢ unideale e pu(I) > 1, allora u(I?) < u(I)?;
2. se ogni ideale di A € un A-modulo piatto, allora A e PID.
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E. 254. (— p. 349) Dato un ideale primo p € Spec A si definisce la sua
altezza ht p come 1'estremo superiore delle lunghezze delle catene ascendenti
di ideali primi contenuti in p:

htp =sup{l: po S p1 ... S p=p, p; € Spec A}.

Dato un qualsiasi ideale I C A si definisce la sua altezza ht I come I'estremo
inferiore delle altezze dei primi che lo contengono

ht I = inf{ht(p): p € V(I)}.
Sia A un anello noetheriano e I, J ideali di A. Provare che:

1.v/T=+/Jseesolose I e Jhanno gli stessi primi minimali;
2.se VI=+/J,alloraht] =htJ e dimA/I =dim A/.J.

E. 255. (— p. 349) Siano A un anello noetheriano e M un A-modulo tale
che 0 # Ann M & un ideale O-dimensionale; provare che allora M contiene un
sottomodulo semplice non banale.

E. 256. (— p. 349) Siano A un anello noetheriano e p € Spec A. Provare
che p ¢ un primo minimale di A se e solo se esiste un elemento a € A non
nilpotente e n € N tale che ap™ = 0.

E. 257. (— p. 350) Sia A un anello noetheriano. Provare che ogni ideale J C
A che contiene un ideale radicale () di dimensione 0 e radicale di dimensione
0 oppure J = (1).

E. 258. (— p. 350) Nell’anello K[x,y, 2, t], trovare i primi minimali associati
all'ideale I = (2?zt, yt3, xyzt, 2°25).

E. 259. (— p. 350) Sia I = (2?2—22t3, 22y t+a?y3—a32, 2t?) C Qa,y, 2, 1] =
A.

1. Dire se I e un ideale monomiale.

2. Trovare una decomposizione di I come intersezione di ideali primari,
individuando i primi associati e i primi minimali.

3. Determinare i nilpotenti e i divisori di zero di A/I.
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E. 260. (— p. 351) Sia A = Q[z]/(z° — 32?) ® Z/(12). Trovare
1. gli elementi nilpotenti e i divisori di zero in A;

2. gli ideali primi p di A per cui A, ¢ un campo, se esistono.

E. 261. (— p. 351) Siano I = (322 + 10y — 2, (z + v)?,45) C Z[x,y], e
A =7Z[x,y]/I. Trovare

1.1 divisori di zero di A;

2.un ideale primo p C A per cui A, non ¢ un dominio, se esiste.

E. 262. (— p. 352) Siano M un A-modulo e I C Ann M. Allora M ¢
artiniano come A-modulo se e solo se ¢ artiniano come A/I-modulo.

E. 263. (— p. 352) Siano M un A-modulo artiniano e u: M — M un
omomorfismo iniettivo. Dimostrare che u ¢ un isomorfismo.

E. 264. (— p. 352) Sia A un anello artiniano. Provare che:
1.A=A"UD(A);

2.se A e locale, dato un qualsiasi insieme moltiplicativo S C A, I’omomorfi-
smo canonico og : A — S71A & surgettivo.

E. 265. (— p. 353) Siano M un A-modulo e my, ..., m, ideali massimali di

n

A non necessariamente distinti tali che [[ m; M = 0. Provare che allora M ¢
i=1

noetheriano se e solo se M e artiniano.



15

Vero o Falso?

Dire quali delle seguenti affermazioni sono vere e quali false. Giustificare le
risposte con una dimostrazione o un controesempio.

E. 266. (— p. 353) Sia A un anello e I C A un ideale. Un elemento a € A
non & divisore di zero in A/l se esolose [ :a = 1.

E. 267. (— p. 353) Siano A un dominio e @ il suo campo dei quozienti;
allora

Q] @ap Q] ~ Q]

E. 268. (— p. 353) Siano A un PID, B un dominio e ¢: A — B un
omomorfismo surgettivo; allora B € un campo oppure ¢ € un isomorfismo.

E. 269. (— p. 354) Siano I, J, K C A ideali; allora

1.VI+JK =+I+JNVI+K;
2. VI +J =1+,
3T +VI=vVI+J.

E. 270. (— p. 354) Siano A un anello e I C A un ideale tali che N'(A/I) = 0;
allora I e primo.

E. 271. (= p. 354) Q[z]/(2* — 1) ®qpy Q[z]/(2* 4 1) & il Q[z]-modulo nullo.
E. 272. (— p. 354) Sia A[X] noetheriano; allora A ¢ noetheriano.

E. 273. (— p. 354) Siano < un ordinamento monomiale e 0 # I C K[X] un
ideale; se Lt_([) & primo allora I & primo.
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E. 274. (— p. 354) Siano I,J C A ideali; allora VI : J C V1 :+/J.

E. 275. (— p. 354) Siano I, J C A ideali massimali tali che INJ = 0; allora
A e artiniano.

E. 276. (— p. 355) Siano A un dominio e M, N A-moduli; allora T (M QN ) ~
T(M) & T(N).

E. 277. (— p. 355) Siano f,g € Clz,y]\ C e I = (f,g); allora

V¢(I) ¢infinita <= ged(f,g) # 1.
E. 278. (— p. 355) Siano A un anello e I C A un ideale; allora A" /I A" ~
[T, A/IA.

E. 279. (— p. 355) Siap(x) € K|z], con K campo, un polinomio irriducibile;
allora lideale (p(z),p(y)) € primo in K|z, y].

E. 280. (— p. 355) Siano M un A-modulo proiettivo e N C M un
sottomodulo; allora N e proiettivo.

E. 281. (— p. 355) Sia I C A un ideale proprio; allora I ¢ massimale se e
solo se per ogni ideale J C A si ha J C I oppure I + J = A.

E. 282. (— p. 355) Sia p C A un ideale primo tale che A/p ¢ finito; allora
p ¢ massimale.

E. 283. (— p. 356) Siano A un anello e I, J C A ideali; allora
.I+J As solose[”+J”—AperogninEN.

E. 284. (— p. 356) Siano I = (22 +1,9> — 1) e J = (2®> + 2y, y* + 2y + 1)
ideali di Q[z,y]; allora Q[z,y]/I ~ Qlx,y]/J.

E. 285. (— p. 356) Sia I C K[z,y], con K campo, un ideale tale che I N
K[z] = 0. Sia inoltre ¢: Klz,y] — K(z)[y]; allora I ¢ primo se e solo se I°
e primo e [°=1.
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E. 286. (— p. 356) Siano f,g € K]|z,y|, con K campo; allora /(f,g) =
(% ¢%).
E. 287.(— p. 357) Siano (A,m) un anello locale e 7: A — A/m la

proiezione canonica; allora a € A* se e solo se w(a) € (A/m)*.

E. 288. (— p. 357) Sia (A, m) un anello noetheriano locale; se le immagini
di certi elementi ay,...,a, € A in m/m? lo generano come spazio vettoriale,
allora m = (ay,...,a,).

E. 289. (— p. 357) Un sottoanello di un anello noetheriano ¢ noetheriano.

E. 290. (— p. 357) Siano B = Z/(18) e My, My i B-moduli (2)Z/(18) e
(3)Z/(18) rispettivamente; allora

1. M, e proiettivo;

2. M> e proiettivo;

3. M e libero;

4. M, e libero.

E. 291. (— p. 357) Sia K un campo; allora la successione di K [zx]-moduli
0 — (z) — K[z] — K — 0 spezza.

E. 292. (— p. 357) Sia M = Z/(12) ®z Z/(30); allora SuppM = {p €
SpecZ: My £ (0)} = {(2), (3)}-

E. 293. (— p. 357) Sia A = K{z,y|/(zy); allora a &€ D(A) seesolosea € K.

E. 294. (— p. 357) Siano K un campo algebricamente chiuso e f, g € K[X]
tali che f e irriducibile e V(f) C V(g); allora f divide g.

E. 295. (— p. 357) Siano P e ) A-moduli proiettivi e ¢ € Homy(P, Q) un
omomorfismo di A-moduli surgettivo; allora Ker ¢ ¢ proiettivo.

E. 296. (— p. 358) Sia f € Qz] tale che ged(f, f) = 1; allora in C ®q
Q[z]/(f) esistono elementi nilpotenti diversi da zero.

E. 297. (— p. 358) Un A-modulo M si dice finitamente presentato se esiste
una successione esatta A™ — A" — M — 0 per qualche m,n € N.
Dimostrare che un A-modulo proiettivo e finitamente presentato se e solo se
e finitamente generato.
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E. 298. (— p. 358) Siano S C A un insieme moltiplicativo e M un A-modulo

noetheriano; allora S~'M & un A-modulo noetheriano.

E. 299. (— p. 358) Siano m,n C A ideali massimali distinti e M un A-
modulo; allora M/mM ®4 M/nM = 0.

E. 300. (— p. 358) Siano S = {24"},.eny e T = {4"6™},, men; allora S™17Z ~
T-17.
E. 301. (— p. 358) Siano < un ordinamento monomiale e I C K[X]| un

ideale; se Lt~ ([) e primario allora I ¢ primario.

E. 302. (— p. 358) Sia ¢: Q[z]> — Q[z]® Pomomorfismo definito dalla
matrice

(x—1)0 0
0 =« 0 X
0 Oxz(z—1)°

allora dimg Coker ¢ = 6.

E. 303. (— p. 359) Sia A # 0 un anello; ogni A-modulo M ¢ libero se e solo
se A € un campo.

E. 304. (— p. 359) Sia M # 0 un A-modulo; se per ogni primo p C A il
modulo M, ¢ privo di torsione allora M ¢ privo di torsione.

E. 305. (— p. 359) Siano A e B due anelli e f: A — B un omomorfismo;
se M & un A-modulo libero di rango k, allora M ® 4 B € un B-modulo libero
di rango k.

E. 306. (— p. 359) Siano A un anello, f € A\ N(A), e I C A un ideale;

allora VI = \/TA; N AN/, f).

E. 307. (— p. 359) Ogni dominio artiniano ¢ un campo.
E. 308. (— p. 359) Il radicale di Jacobson di un PID & sempre nullo.
E. 309. (— p. 359) Gli Z-moduli Q ®z R e R sono isomorfi.

E. 310. (— p. 360) Siano N e N’ sottomoduli di un A-modulo M; se per
ogni ideale massimale m C A vale N;, C Ny, allora N' C N.
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E. 311. (— p. 360) Sia A un anello tale che A, ¢ un dominio per ogni
m € Max A; allora A ¢ un dominio.

E. 312. (— p. 360) Siano A = C[t] e M = Alx]/(2* — t); allora M & un
A-modulo piatto.

E. 313. (— p. 360) Sia A un PID e M un A-modulo privo di torsione; allora
M e libero.

E. 314. (— p. 360) Siano A =27, S ={3"5":m,n € N) e T ={15": n €
N}; allora S™1Z ~ T717Z.

E. 315. (— p. 360) Siano M, N A-moduli finitamente generati tali che M ® 4
N = 0; allora Ann M + Ann N = A.

E. 316. (— p. 360) Siano (A, m, K) un anello locale e M # 0 un A-modulo
finitamente generato; allora V (Ann (M/mM)) = {m}.

E. 317. (— p. 361) Sia M un A-modulo piatto; allora per ogni ideale I C A
siha I ®q M~ IM.

E. 318. (— p. 361) Siano I,J C A ideali; allora I C J se e solo se I, C Jy
per ogni m € Max A.

E. 319. (— p. 361) Sia A un anello noetheriano; allora ogni endomorfismo
di A surgettivo e un isomorfismo.

E. 320. (— p. 361) Sia A un anello tale che ogni sottomodulo di un A-modulo
libero e libero; allora A ¢ PID.

E. 321. (— p. 361) Sia A un anello locale; allora esistono un anello B e un
ideale primo p di B tali che A ~ B,.

E. 322. (— p. 361) 1l polinomio p(z) = 302 + 6023 + 90z + 7 & un’unita di
7./ (540)[z].

E. 323. (— p. 361) Ogni ideale massimale in Z)[r] ha non meno di due
generatori.

E. 324. (— p. 361) Sia M = (Z/(15) © Z/(18))3); allora M ¢ ciclico.
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E. 325.(— p. 361) Siano a € Z e M = M(a) uno Z-modulo generato da
elementi my, mo, mg che soddisfano le relazioni 2m; — ms = 0,m; + mo +
m3z = 0, m; + amo = 0; allora per ogni a positivo esiste un intero n per cui
M ®z Z/(n) # 0.

E. 326. (— p. 361) Siano I C p C A, con [ ideale e p € Spec 4; se I, &
primario allora [ ¢ primario.

E. 327. (— p. 362) Siano f(z,y) € K[z,y], con K campo, un polinomio di
grado n, C = V(f) la curva piana di K? definita da f, e £ una retta non
contenuta in C; allora [C N /| < n.

E. 328. (— p. 362) Siano A un PID, Q(A) il suo campo delle frazioni e
k

M~ A"® @ A/(a)"); allora dimga) Q(A) @4 M = n.
i=1

E. 329. (— p. 362) Siano A un anello e M un A-modulo tali che J(A) ¢
finitamente generato e J(A)M = M; allora M = 0.
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16

Soluzioni degli esercizi proposti

16.1 Soluzioni del capitolo 8

Soluzione E. 1 Dato I D S, avremo che as; + bsy € I, per ogni s1,59 € S
e a,b € A, visto che I & un ideale. Pertanto I 2O (5), e I'intersezione di tutti
questi ideali contiene S. Per ottenere ’altra inclusione basta osservare che,
per costruzione, (S) e un ideale che contiene S.

Soluzione E. 21 = 2. Se b = c allora ab = ac per ogni a € A. Sia ora
ab = ac, con a # 0: allora a(b — ¢) = 0 implica che b — ¢ & uguale a 0, poiché
a # 0 e A & un dominio, come richiesto.

2 = 3. Siano b,c € A\ {0} e supponiamo per assurdo che bc ¢ A\ {0},
ovvero bc = 0. Allora, o b = 0 oppure dall’ipotesi discende che ¢ = 0, essendo
bc = 0 = b0 con b # 0; in entrambi casi abbiamo una contraddizione.

3 = 1. Dire che, per ogni b,c € A con b,c # 0, bc # 0 e equivalente a dire
che se bc = 0 allora b = 0 oppure ¢ = 0, che e la definizione di dominio.

Soluzione E. 3 1. A ¢ un anello finito e dunque, da T.1, sappiamo che
A = D(A)U A*. Un elemento h € A & invertibile se e solo se esiste k € Z
tale che hk = 1 mod 24, ovvero se e solo se (h,24) = 1. Pertanto A* = {h :
heZ, (h,24) =1} e D(A) ={h : h € Z, (h,24) # 1}. Gli ideali di Z/(24)
corrispondono agli ideali (a) di Z tali che (a) D (24), ossia tali che a|24 = 4-3.
Gli ideali primi sono (2) e (3) che sono anche massimali.

2. Ragionando come al punto precedente, troviamo che A* = {h : h €
Z, (h,17) =1} = A\ {0}, dato che 17 ¢ primo in Z, e D(A) = {0}. Quindi
(0) e I'unico ideale primo che ¢ anche massimale.
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3. Abbiamo che A = Z/(n) ¢ un dominio se e solo se D(A) = {0} se e solo
se A* = A\ {0} se e solo se A ¢ un campo. Questo si verifica se e solo se n ¢
primo in Z, poiché in questo caso (m,n) =1 per ogni m € N;, m <n — 1.

Soluzione E. j Poiché a e nilpotente, esiste n > 0 tale che a" = 0. Da
questo segue che 1 = 1 —a" = (1 — a) Z;-Zol a', ossia la prima parte della
tesi. Se poi b € A e un elemento invertibile, basta osservare che a + b =
b(ab~! + 1). Dato che ab™! & nilpotente, la conclusione segue dalla prima
parte dell’esercizio, poiché il prodotto di invertibili & invertibile.

Soluzione E. 51.Supponiamo che f = >_"  a;a’ sia invertibile e sia g(x) =
S, bixt il suo inverso, i.e. tale che fg = >"1" " ¢;z’ = 1. Otteniamo subito
che ¢y = agby = 1 quindi ag e by sono invertibili. Inoltre, da ¢,1,, = a,b,, =0
e Chim_1 = Gpby_1 + a,_1b, = 0, moltiplicando per a,, otteniamo che
aflbm_l = —ana,_1b,; = 0. Iterando il ragionamento, da c,.,,_, = 0 si ricava
la relazione a’*1b,,_, = 0 che, per r = m, diviene a”"1by = 0. Poiché by &
invertibile questo implica che a,, € nilpotente. Considerando f — a,x", che
ha grado < n ed ¢ anch’esso invertibile per E.4, argomentando nello stesso
modo si ottiene la tesi.

Il viceversa discende immediatamente da E.4, visto che f = ag + (a1 +

...apx"), ap & invertibile e la somma per ¢ = 1,...,n dei nilpotenti a;z° &
nilpotente.
2. Per quanto detto sopra, se ao, ..., a, sono nilpotenti, ¢ immediato vedere

che f e nilpotente. Viceversa, se f e nilpotente, xf ¢ nilpotente e 1 + xf ¢
invertibile. Allora la tesi seguente dal punto precedente.

3. Una direzione & ovvia. Sia dunque f = Y "  a;z' un divisore di zero e sia
0#£g=>", b;z' un polinomio di grado minimo m tale che fg = 0. Dato
che apb, = 0 e (a,g)f = 0, la minimalita di deg g implica che a,g = 0 e
quindi che a,b; = 0 per ogni 7. Considerando il coefficiente del termine di
gradon+m —1di fg, si ha che a,b,,_1 + a,_1b,, = 0 e dunque a,_1b,, = 0.
Ripetendo il ragionamento sui coefficienti di fg di grado < n+m—1 otteniamo
anche che a;b,, = 0 per ogni 7; allora la tesi vale prendendo per a = b,,.

Soluzione E. 6 E sempre vero che il radicale di Jacobson contiene il nilra-
dicale. Sia dunque f € J(A[z]); allora, per la caratterizzazione degli elementi
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nel radicale di Jacobson T. 15, 1+xz f e invertibile e, quindi, i coefficienti di f
sono nilpotenti; pertanto, da E.5.1, segue che f e nilpotente, come volevamo.

Soluzione E. 7 Supponiamo che, per qualche b € A, si abbia b(1 + a) = 0.
Allora b = —ba e anche b ¢ un elemento di /. Moltiplicando per —a ambo i
membri otteniamo b = —ba = ba® € I?. Induttivamente, avremo che b € I"
per ogni n e quindi b = 0, cioe la tesi.

Soluzione E. 8 La verifica del fatto che I[x] & un ideale di A[z] &€ immediata,
usando il fatto che I € un ideale di A.
Consideriamo la funzione ¢: Alzx] — (A/ ]) ] definita da ¢ (3", az’) =

S @', B facile verificare ¢ che & un omomorfismo surgettivo; inoltre f(x) €
Ker ¢ se e solo se >, @;z" = 0, ciog, per il principio di identita dei polinomi,
se e solo se @; = 0 per ogni 1, i.e. se e solo se a; € I per ogni i e quindi se e
solo se f(x) € I[x]; la tesi segue ora dal I teorema di omomorfismo di anelli.

Soluzione E. 9 Siano f =371 fir', g=3"1" g2’ e h= fg= S .
Se (hg, ..., h) fosse un ideale proprio di A esisterebbe un ideale massimale
m D (ho,...,h); d’altra parte, per ipotesi, esistono f; e g; che non appar-
tengono ad m. Siano r,s i piu piccoli indici per cui f,.,gs € m. Allora, da
hyys = ZZIS JiGrvs—i = Z::_(} fiGrts—i + [rgs + Z;i;_l JiGr+s—i, si otterrebbe
frgs € m, che e assurdo.

Alternativamente, si puo argomentare nel seguente modo: se m 2 (hy, ..., ht),
allora fg = h = 0 in Afz]/m[z], che ¢ un dominio, perché isomorfo a
(A/m) [z], cf. E.8. Pertanto si dovrebbe avere che m 2 (fy,..., f,) oppure
m 2O (go, - --,9m), che & contro I'ipotesi.

Soluzione E. 10 Dato un polinomio f =Y " fiz" € Alz], denotiamo con
I(f) = (fo,..., fn) lideale di A generato dai coefficienti di f.

Se fg ¢ primitivo, si ha che (1) = I(fg) C I(f)I(g), dacui I(f) = 1(g) = (1).
Il viceversa e fornito da E.9.

Soluzione E. 11 Per la caratterizzazione degli anelli locali T. 16, basta
dimostrare che ogni elemento a ¢ J(A) e invertibile. Per (ii), esiste 0 #
x € A tale che J(A) = (z); inoltre, se a ¢ J(A), allora (J(A),a) = (b) ove
b & J(A). Da questo segue che x = by per qualche y. Poiché J(A) & un
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ideale primo e b & J(A), si deve avere y € J(A); quindi y = cx con ¢ € A.
Otteniamo dunque z = by = bcx, e pertanto x(1 — bc) = 0. Da questo,
usando (iii), deduciamo che 1 —bc € J(A); di conseguenza 1 — (1 —bc) = be e
invertibile per T. 15 e quindi b lo &. Da cio segue che (J(A),a) = (1) ed esiste
dunque s € A tale che 1 — sa € J(A); ragionando come prima, otteniamo
allora che a e invertibile, come volevamo.

Soluzione E. 12 1. Se (a) = (b) esistono r,s € A tali che a = bs = ars.
Supponiamo per assurdo che s non sia invertibile; allora s € m e dunque
1 —rs ¢ invertibile. Dalla relazione a(1 —rs) = 0, si ottiene allora che a = 0,
contro l'ipotesi. Il viceversa e ovvio.

2. Sia m = ab e supponiamo che a non sia invertibile. Allora, per il punto
precedente (m) C (b). Dalla massimalita di (m) segue che (b) = A, e abbiamo

-

quindi mostrato che b e invertibile e m e irriducibile.

Soluzione E. 13 Siano a € I, b € J tali che a+b = 1. Dato che I C J(A),
si ha che 1 —a = b € J e invertibile, da cui la tesi.

Soluzione E. 1/ Sia a un elemento idempotente, ossia tale che a(1—a) = 0.
Se a non e invertibile, allora e contenuto nell’ideale massimale di A e 1 —a
e invertibile, quindi @ = 0; altrimenti a ¢ invertibile e a = 1.

Soluzione E. 15 1. Possiamo scrivere 2a = a + a = (a + a)? = 4a, da cui
2a = 0.

2. Sia A/p un dominio e @ # 0 in A/p. Allora, dato che @* = a2 = @, avremo
che @ = 1T e A/p ¢ un campo con due elementi. In particolare, p ¢ anche
massimale.

3. Basta osservare che, dati due qualsiasi elementi a,b € A, si ha a = a(a +
b—ab) eb=0b(a+b—ab) e quindi (a,b) = (a + b — ab).

Soluzione E. 16 A ¢ un dominio perché (0) ¢ primo. Sia b € A un elemento
non invertibile; dato che (b?) & primo, si ha b € (b?) e quindi (b) = (b?) cio
b = ab? per qualche a € A. Dato che b non ¢ invertibile, e dunque ab # 1, da
b(1 — ab) = 0 segue che b = 0, e cio mostra che A ¢ un campo.
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Soluzione E. 17 1. Per ogni m,n € 7Z sappiamo che esistono «, § € Z tali
che am + fn = ged(m,n), che mostra che (m,n) 2 (ged(m,n)). Per laltra
inclusione basta osservare che ged(m, n)|m,n e dunque (ged(m,n)) 2 (m,n).
2. Sia a € I N J. Allora esistono «, € Z tali che a = am = fn. Da cio si
deduce che lem(m, n)|a. Viceversa, se h ¢ il minimo comune multiplo di m e
n, e questo divide un certo a € A, allora m|a e n|a, per cui si ha anche 'altra
inclusione.

3. Dato che IJ = (ij: i € I,j7 € J) & l'ideale generato dai prodot-
ti, avremo sicuramente che mn € I[IJ. D’altra parte, se a € IJ, allora
a =Y _yan(apym)(Brn), per un certo intero r e ay, ap, B € Z. Pertanto
possiamo scrivere a come (3, _; apanfy)mn, che mostra l’altra inclusione.
4. Osserviamo intanto che I : J = (m): (n) e 'insieme degli elementi a € A
tali che an € (m). Chiaramente n - m/ged(m,n) & multiplo di m, per cui
vale D. Inoltre, se scriviamo m = m/ ged(m,n) e n = n'ged(m,n),ea € I: J
allora an’ € multiplo di m/, ovvero anche I’altra inclusione ¢ dimostrata.

5. Per il teorema fondamentale dell’aritmetica possiamo scrivere ogni d €

Z come d = £ [] pP, ove d, = 0 per quasi ogni p. Usando i punti
peN primo
precedenti, si vede che la tesi € equivalente a mostrare che lem(m, ged(n, h)) =

ged(lem(m, n),lem(m, b)), ovvero che, per ogni primo positivo p si ha
max{m,, min{n,, h,}} = min{max{m,, n,}, max{m,, hy}},

la cui verifica e immediata.

6. Usando i punti precedenti abbiamo che
(I+ J)(INJ)=(ged(m,n)lem(m,n)) = (mn) = 1J.

Soluzione E. 181 punti 1 e 2 seguono immediatamente dalla definizione di
ideale quoziente.

3. Si ha che a € (I: J): H se e solo se aH C I:J, dunque se e solo se
aHJ C I, cioe se e solo se aJH C I, e cio dimostra le due uguaglianze.

4. Basta osservare che aJ C I, per ogni « se e solo se a € I, : J per ogni «.
5.Sea) 5Jz C I, alloraalsg Ca) zJ3 C I perogni 3, il che prova C.



260 16 Soluzioni degli esercizi proposti

Ora, se aJg C I per ogni 3, dato un qualsiasi b = 25 jp, ove la somma ¢ finita
e jg € Jz per ogni 3, avremo che ab = ZB ajg C I, cioe abbiamo verificato
anche 'altra inclusione.

Soluzione E. 19 E sempre vero che I+ (JNH) C (I+J)N (I + H), ma il
contenimento puo essere stretto. Si considerino ad esempio A = K|z, y|, con
K campo, e gliideali I = (z +y), J = (x) e H = (y). Si ottiene

I+(JNH) = (z+y,zy) e ([+)NI+H)= (z+y,z)N(x+y,y) = (z,y) .

Soluzione E. 20 Sia g € %([ﬂ (f)); allora gf € I ossia g € I : (f).

Viceversa, se g € I : (f) allora gf € I e quindi gf € (I N(f)), e allora
g € +(IN(f)):

Soluzione E. 21 1. Per ipotesi esistono a € I , b € J e hy,hy € H tali che
a+ hy = b+ hy = 1. Possiamo scrivere 1 = (a + hy)(b+ hg) = ab+ ¢, con
q = ahg + bhy + hihs € H. Allora, per ogni n € N, avremo 1 = (ab+ q)" =
abp+q¢*€INJ+H" conp=>", (7;‘) (ab) g™ € A.

2. Basta provare che H C I. Sia h € H; per ipotesi esistono j; € HNJ, js €
INJ e € I tali che i+ jo = h+ j1, da cui deduciamo che h =i — 31+ 7 € I,
come volevamo.

Soluzione E. 22 Per induzione su n. L’affermazione ¢ ovvia per n = 1.
Sian = 2; per ¢t = 1,2, siano a; € I, b; € H; tali che 1 = a; + b;. Allora
1 = (a1 + by)(as + be) = aras + aybs + asby + bibs € I + HyH,. Sia ora n > 3.
Per ipotesi induttiva si ha che I + H;--- H,_1 = A e per ipotesi I + H, = A;
la conclusione discende allora dal caso n = 2.

Soluzione E. 23 1. Sappiamo che /I = (1) se e solo se I = (1), cf T.6.5.,

dunque vIJ = A se e solo se IJ = A. Dato che IJ C I, J la conclusione ¢
immediata.

2. Si ha sicuramente che p C I, .J. Se p non contenesse né I né J allora esi-
sterebbero elementii € I'\p e j € J\p tali che ij € [J = p, contraddicendo
la primalita di p. Pertanto I = p oppure J = p.

Soluzione E. 24 1. Dato che ogni ideale I e contenuto nel suo radicale, se
I+ J = (1) allora anche I'altra uguaglianza e vera.
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Viceversa, se a, b sono elementi tali che a4+ b =1, con a™ € I, b" € J, allora

n—1 ) o m+n ) o
1 = (CL + b)m+n — aq™ Z (m+infz)an—zbz + b 2 (m+infz) qmtn—tpi—n el + J, e
1=0 1=n

abbiamo concluso.

2. Dato che VI+VJIDI+VJ DI+ J, basta provare la relazione C. Sia
a € I+ +/J; allora esiste m € N tale che a” =i+ j, con i € I,j € \/J.
Se n € N ¢ tale che j" € J, troviamo che a"™ = (i + j)" = ¢+ j", con c € [
e 7" € J, e la conclusione segue subito.

Soluzione E. 25 Consideriamo in Q[x,y| gli ideali [ = (2> +y) e J =
(22 — 7). Dato che 2% + y e 2> — y sono irriducibili in Q[z, ], si ha VI = I

e v/J = J, cosicché VT ++/J = (2%,y), mentre I+ J = (z,y).

Soluzione E. 26 Proviamo che /I = (x), che ¢ un ideale primo di A.
Infatti, 22 € I e dunque (z) C v/I. D’altra parte, se a € A & tale che a* € I,
avremo che a* = ax? + Bay € (x), per qualche o, B € A. Dalla primalita di
(x) discende allora che a € (z), e l'altra inclusione & verificata. Rimane da
mostrare che I non e primario; a tal scopo basta osservare che x & I, y" & (x)
per ogni n € N, mentre zy € I.

Soluzione E. 27 Poiché N(A) C J(A), ¢ sufficiente provare I'inclusione
opposta. Supponiamo allora per assurdo che J(A) € N(A). In tal caso, per
ipotesi esisterebbe un elemento 0 # a € J(A) idempotente, i.e. tale che
a(a — 1) = 0. Dato che a € J(A), a — 1 risulterebbe invertibile e si avrebbe
pertanto a = 0, che fornisce la contraddizione cercata.

Soluzione E. 28 1 = 2. Per ipotesi, A ¢ un anello locale e N(A) ¢ il
suo ideale massimale. Allora, se a vi appartiene e nilpotente, altrimenti e
invertibile.

2 = 3. Se a @ nilpotente allora @ = 0 in A/N(A); altrimenti a & invertibile
in A e quindi @ ¢ invertibile in A/N(A).

3= 1.Siap C A unideale primo, allora N'(A) C p. Poiché N'(A) & massimale,
si deve avere necessariamente che N (A) = p, ossia A possiede un solo ideale
primo.
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Soluzione E. 29 L’elemento a € VU,FE,, se e solo se esistono n € N e un
indice o € A tali che a” € E,,, quindi se e solo se a € \/E,, C |J, vV Ea-
L’altra inclusione segue immediatamente da E, C |, E, per ogni a.

Soluzione E. 30 Dalle definizioni di divisore di zero e annullatore di un
elemento si ha che D(A) = Jy,,c4 Anna. Visto che le operazioni di radicale

e unione commutano per E.29, basta mostrare che D(A) = /D(A). Se 0 #
a € \/D(A) allora siano n il minimo intero tale che a™ € D(A) e b # 0 tale
che a"b = 0. Dato che a"~'b # 0, a ¢ uno zero divisore e abbiamo concluso.

Soluzione E. 31 1. Indichiamo con 7 la proiezione A — A/J(A). Sea € A
¢ invertibile e b & il suo inverso, ab = 1 e quindi ab = 7(a)7(b) = 7(1) = 1.
Viceversa, se esiste b € A tale che @b = 1 si ha che 1 — ab € J(A) e quindi
ab=1— (1 — ab) e invertibile in A; quindi a ¢ invertibile, come richiesto.

2. Sia a € J(A) tale che a> = a. Si ha che 1 — a & invertibile e quindi
a(l —a) = 0 implica che a = 0.

Soluzione E. 32 Per ipotesi, a° = @, ovvero a(1 —a) € I. Poiché a € J(A),
1 — a ¢ invertibile e quindi a € I.

Soluzione E. 33 Osserviamo che, per ipotesi, A non € un campo. Suppo-
niamo per assurdo che A possegga solo un numero finito di ideali massimali
my,...,mpe, perognii=1,...,k, sia a; un elemento di m; non nullo. Allora,
0#a=1][,a; € ,m = J(A); per ogni b € A avremo allora chel — ab ¢
invertibile. Ora, poiché A ha infiniti elementi tra cui solo un numero finito di
questi e invertibile, esiste b, # b tale che 1 —ab = 1 — ab;. Essendo A un
dominio, questo implica che b = by, che ¢ la contraddizione cercata.

Soluzione E. 3/ Ricordiamo che le operazioni sono definite componente
per componente. Pertanto, dati I, J ideali di A e B rispettivamente, per ogni
(a,b) € Ax B e perogni (i,7) € I x J, (a,b)(i,7) = (ai, bj) € I x J. Questo
implica che I x J e ideale di A x B.

Viceversa, sia H C Ax B un ideale. Mostriamo che esistono ideali I di A e J di
B tali che H = I x J. A tal scopo consideriamo le proiezioni m;: Ax B — A,
e my: AX B — B, definite da (a,b) — a, (a,b) — b rispettivamente; ¢ facile
verificare che si tratta di omomorfismi surgettivi di anelli. Pertanto m1(H) e
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mo(H) sono ideali di A e B rispettivamente. Inoltre, se (a,b) € H, avremo
a=mi(a,b) € m(H) e b=my(a,b) € my(H), per cui H C m(H) x mo(H). Sia
ora (a,b) € m(H) X m(H); dunque esistono un b; € B tale che (a,b1) € H
e un a; € A tale che (a1,b) € H, da cui segue che (a,0) = (1,0)(a,b;) e
(0,b) = (0,1)(ay,b), e quindi anche (a,b) = (a,0) + (0,b), sono elementi di
H.

Osserviamo che, se A, B # 0, A x B non & un dominio, in quanto, ad esempio
(1,0)(0,1) = (0,0).

Sia H = I'xJ un ideale di Ax B e consideriamo 'omomorfismo f : AXB —
A/I x B/J definito da (a,b) — (a@,b); esso ¢ chiaramente surgettivo, poiché le
singole mappe di proiezione lo sono, e il suo nucleo ¢ I x J = H. Dunque, per
il primo teorema d’omomorfismo, (Ax B)/H = (AxB)/(IxJ) ~ A/IxB/J.

Dalle osservazioni precedenti possiamo concludere che, per essere primo, ri-
spettivamente massimale, H deve essere della forma I x 1 oppure 1 x .J, con
I ideale primo, risp. massimale, di A e .J ideale primo, risp. massimale, di B.

Soluzione E. 35 E una semplice generalizzazione del caso n = 2, cf. E.34.
Inoltre, un ideale H = I; x --- X I, e primo, rispettivamente massimale, se
esolose H=(1)x---x(1)x [ x(1)x---x(1),conje{l,....n}el
ideale primo, risp. massimale, di A;.

Soluzione E. 36 1. Sia A ~ [[_; K, con K; campo per ogni i, e n € Nj.
Allora, per E.35, gli ideali di A sono tutti del tipo I; x --- x I,, con I; = (0)
oppure /; = Kj, quindi sono in numero finito. Inoltre gli ideali massimali
sono quelli con un unico I; = (0) e dunque J(A) =i, Ji = (0).
Viceversa, se A ha solo un numero finito di ideali massimali, e dunque a due
a due comassimali, e J(A) = (0), per il Teorema Cinese del Resto si ha che
A~A/T(A) ~ ], A/m; & una somma diretta di campi.

2. Se A ~ [[i; K; con K; campo per ogni i e n € Ny, allora un elemento
nilpotente ¢ del tipo (a4, ...,a,) con a; € K; nilpotente per ogni i. Dato che
K; campo, cio implica a; = 0 per ogni .

Viceversa in un anello finito ci sono solo un numero finito di ideali; inoltre per
ogni ideale primo p il quoziente A/p & un dominio finito, quindi un campo.
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Di conseguenza ogni ideale primo ¢ massimale, J(A4) = N(A) = (0) e la tesi
segue dal punto 1.

Soluzione E. 37 Ricordiamo che la somma e il prodotto in una somma
diretta di anelli sono definiti componente per componente, e gli ideali sono
tutti e soli prodotti di ideali nelle singole componenti, cf. E.35.

1. Poiché Z e Q non hanno elementi nilpotenti diversi da zero, il nilradicale di
A ¢ costituito dagli elementi della forma (0,@,0) con @ € Z/(36) nilpotente;
pertanto A (A) = (0) x (6) x (0).

2. Un elemento ¢ idempotente se e solo se (a2,52,c2) = (a,b,c), quindi si
deve avere a,c = 0,1 e b*> = b mod 36. Dato che Z/(36) ~ Z/(4) x Z/(9)
e gli unici elementi idempotenti in Z/(4) e Z/(9) sono 0 e 1, otteniamo che
b=0,1,9,28 mod 36, e abbiamo concluso.

3. Come osservato all’inizio, gli ideali di A sono della forma I x J x H con
I, J, H ideali di Z, Z/(36), Q rispettivamente e sono quindi tutti principali,
cosicché A ¢ a ideali principali, i.e. A € PIR, ma A non & un dominio e quindi
non ¢ PID.

4. Un ideale e primo se e solo se A/p ¢ un dominio e quindi si deve avere
p=(p,1,1), con p primo in Z o p = 0, oppure (1,q,1), con q ideale primo di
7./(36), ossia q = (q) con (q,36) #1 e g primo in Z, e p = (1,1, 0).

E immediato verificare che 'unico primo non massimale & quello generato da
(0,1,1).

Soluzione E. 38 1. Consideriamo solo numeri razionali § ridotti, i.e. tali

che ged(a,b) =lesial ={% € A,: a=0 mod p}. Allora, per ogni 4,< € I
e%eApsihacheOEI, %—L—Ci:adb:ibcel e %%:%El;dunquel
¢ un ideale di A,. Inoltre % ¢ I implica a # 0 mod p, quindi g € A, e ogni

elemento fuori da I ¢ invertibile; pertanto A, ¢ locale con ideale massimale
I, cf. T.16. Infine la mappa f : A, —> Z/(p) definita da f (%) =ab~! ¢ un

omomorfismo surgettivo: infatti, per ogni 7, < € A,

1) =1 (M) = @RI =T = g () ()
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15 -1 () - - (3) 1)

e, per ogni @ € Z/(p), si ha f (‘T‘) = a. Ovviamente f (%) = 0 se e solo se
a =0 mod p, dunque Ker f =TI e f induce un isomorfismo A,/I ~Z/(p).

2. Analogamente al punto precedente si dimostra che tutti gli insiemi /; =
{¢€ A, p,:a=0 modp;} perje€{l,...,n}, sonoidealidi 4, ,, e che
gli omomorfismi f; : A, ., — Z/(p;), definiti da f (%) = @b~', induco-
no isomorfismi f; : A, . /Ii — Z/(p;). Dunque tutti gli I; sono ideali
massimali di 4, . .

Sia adesso 0 # J un ideale di A, ., ;se J € I; per ogni j, allora esiste § € J
tale che @ 20 mod p; per ogni j, i.e. 2 € A4, ., eJ=A, . Dunque gli
I; sono tutti e soli gli ideali massimali di A,

n*

Soluzione E. 39 Sia A = []_; A; con A; anello semilocale per ogni i. Dato
che gli ideali di A sono somme dirette di ideali degli 4; e, se I = [[\_, L1, si
ha A/I =[], Ai/1;, gli ideali massimali di A sono tutti e soli quelli del tipo
Ay X o X Ay xm; X Ajyq--- X A, con my; massimale in A; e sono dunque
in numero finito.

L’anello A, ., definito in E.38 ¢ semilocale ma, essendo un dominio, non
puo essere una somma diretta non banale di anelli.

Soluzione E. /0 Proviamo la tesi dimostrando che se I ¢ un ideale primo,
allora in A/I ogni elemento diverso da zero e invertibile. Sia dunque 0 #
@ € A/I. Per ipotesi si ha che a(@"! — 1) = 0; poiché A/I & un dominio
d’integrita si ha la tesi.

Soluzione E. /1 1. L’insieme X' & non vuoto, dato che (0) € X, e le catene
I, C I, C ...in X sono superiormente limitate dall’ideale Uj I; che ¢ un
ideale contenuto in D(A), quindi per il Lemma di Zorn esiste in X' almeno un
elemento massimale P. Proviamo che P e primo: siano a,b ¢ P e proviamo
che anche ab ¢ P. Consideriamo gli ideali (P,a) e (P,b); essi per ipotesi
contengono propriamente P e quindi esistono « = p + ka € (P,a) e § =
q + hb € (P,b) che non sono divisori di zero. Allora l'elemento aff € (P, ab)
non ¢ un divisore di zero, da questo segue che P C (P, ab) e quindi ab & P.
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2. Osservando che, se a # 0 allora Anna € X e D(A) = Uyzcq Anna,
possiamo scrivere D(A) C Ugpa, Ove P, € un elemento massimale di X' e
quindi, per il punto precedente, ¢ un ideale primo. D’altro lato, tali p, sono
ideali di zero divisori, e dunque ciascuno di essi e contenuto in D(A), e vale
pertanto D(A) = |, Pa

Soluzione E. 42 Sia X = {J C A: J non ¢ principale } e supponiamo per
assurdo che X # (). Per ogni catena ascendente di elementi di X, 'unione
degli elementi di tale catena ¢ un ideale non principale (verificare!), pertanto
dal lemma di Zorn discende che X possiede almeno un elemento massimale 1.
Poiché I non e principale, per ipotesi non e primo ed esistono dunque a,b & I
con ab € I. Inoltre, per la massimalita di I, I'ideale (I,a) e principale; sia
dunque (7, a) = (¢). Osserviamo anche che b € I: ¢, perché bl C I e ab € I;
dunque I € [I: c. Di conseguenza, ancora per la massimalita di I, anche
I: ¢ = (d) & principale. Troviamo ora una contraddizione dimostrando che
I = (ed). Si ha subito che (cd) C I; per 'inclusione opposta, se j € I C
(I,a) = (c), allora j=ck con k€ [: c=(d), i.e. k=hd e j = hed € (cd).

Soluzione E. /3 Sia X = {I C A: I ideale non finitamente generato}, e
supponiamo per assurdo che X' # (). Per ogni catena ascendente di elementi di
2, 'unione degli elementi di tale catena e un ideale non finitamente generato.
Pertanto, dal lemma di Zorn discende che X' possiede almeno un elemento
massimale P.

Poiché P non e finitamente generato, ¢ un ideale proprio e non primo.
Esistono dunque a,b € P con ab € P e, per la massimalita di P, (P, a) &
finitamente generato. Esistono dunque un intero k£ ed elementi d; = p; +
$1a,...,dy = pp + Sga, con p; € P e s; € A per ogni i tali che (P,a) =
(dl, . ,dk).

Consideriamo anche l'ideale P : a, che contiene P propriamente, dato che
be P:amab¢ P. Dinuovo per massimalita di P, J = P : a ¢ finitamente
generato, e dunque anche aJ lo e.

Proviamo ora che P = (p1,...,pr) + aJ: in questo modo P risultera finita-
mente generato, che e la contraddizione cercata. Certamente vale I'inclusione
D.Siadunquec € P C (P,a),conc =), cd; =), ci(pi+sia) =), cpitia,
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per certi ¢;,j € A. Allora ¢ — ) ,¢ip; € P,percui j € P:a = J e
c € (p1,-..,pr) + aJ, come volevamo.

Soluzione E. /4 1.Sea,b e Ker f allora f(a) = f(b) = 0; inoltre f(a+b) =
fla)+ f(b) =0, i.e. a+b € Ker f; se poi ¢ € A, allora f(ca) = f(c)f(a) =0,
quindi ca € Ker f.

2. Sia Ker f = (0) e siano a,b € A tali che f(a) = f(b). Allora, f(a —b) =0,
ovvero a — b € (0), cioe a = b.

Viceversa, se Ker f # (0), esiste 0 # a € A tale che f(a) =0 = f(0), negando
I'iniettivita di f.

3. Bisogna verificare che la somma di due elementi dell'immagine ¢ ancora un
elemento dell’immagine, che e vero per la linearita di f, e che lo stesso vale
per il prodotto, e questo discende dal fatto che, per ogni a,b € A, f(a)f(b) =

f(ab). Infine 15 = f(14).

Soluzione E. /5 Per definizione di omomorfismo dobbiamo avere f(0) =0

e f(1)=1.8Sen € Zy, avremo f(n) = f(1)+---+ f(1) =nf(l) =n, e se
nxr()rlte

n € Z_, allora f(n) = f(—(—n)) = —f(—n) = —(—n) = n. In conclusione,

per ogni n € Z dobbiamo avere f(n) = n, ovvero 'unico omomorfismo ¢

I'identita.

Soluzione E. /0 1. Consideriamo ¢,: Alr] — A, Pomomorfismo di sosti-
tuzione definito da ¢,(f) = f(a); allora J = ¢, 1(I) ed ¢ quindi un ideale di
Alzx].

2. ¢, induce un omomorfismo surgettivo 7 o ¢,: Alx] — A/I il cui nucleo
e J. Allora Alz]/J = A/I, da cui segue che J & primo se e solo se [ lo e.

Si ha che ¢,(x—1) = ¢o(y—2) =y—2 € I equindiche (z—1,y—2) C J. Dal
momento che J € un ideale proprio, poiché ad esempio x € J, e (x —1,y—2)
¢ un ideale massimale, avremo che J = (z — 1,y — 2).

Soluzione E. /71 = 2. Sia A un campo e [ un suo ideale. Se I # 0, allora
esiste 0 # a € [ e tale elemento ¢ invertibile. Pertanto I = (a) = 1.

2 = 3. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Per Ker f ci sono per
ipotesi solo due possibilita: se Ker f = (1), allora f ¢ 'omomorfismo nullo e
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la condizione che f(14) = 1p implica che B = 0, che abbiamo escluso; deve
quindi essere Ker f = (0).

3 = 2. Osserviamo che, dato che A € non banale, possiede un ideale massimale
m. Consideriamo allora la proiezione 7: A — A/m # 0; per ipotesi sappiamo
che essa ¢ iniettiva e dunque m = Ker 7 = 0. Da cio segue che (0) e (1) sono
gli unici ideali di A.

2 = 1. Se A non ha ideali non banali, allora per ogni 0 # a € A, l'ideale
generato da a e (1), cioe ogni elemento non nullo di A ¢ invertibile.

Soluzione E. /8 1. Sia f € I[z], con f = .a;x" e a; € I per ogni i. Dato
che I C I[z] C Alz], avremo [I[z] C I°.
Per E.8, I[zx] € un ideale, allora I¢, che ¢ il piu piccolo ideale di A[z] che
contiene I, ¢ contenuto in [[x].
2. Consideriamo 'omomorfismo ¢: Alx] — (A/I)[z] definito da >, a;z" —
S aix’; allora Ker o = I[z]. Infatti, ¢(> ), a;z") = >, @z’ = 0 se e solo se
@; = 0 per ogni i se e solo se a; € I per ogni 4, ossia se e solo se Y. a;z" € I[z].
Quindi Alz]/I[x] ~ (A/I)[z] e A[x]/I[x] & un dominio se e solo se A/I lo ¢,
ossia se e solo se I e primo.

Sia A = Z. Allora per ogni primo p l'ideale (p) &€ massimale in A, mentre
'ideale (p)[z] = (p)¢ S (p,x) € A[z] non & massimale.
Soluzione E. /91.Siab e f(\/I); dunque b= f(c) con ¢™ € I per qualche
m. Allora b™ = f(c)™ = f(c™) € f(I) da cui b € /f(I). Quindi (f(v/1)) C
V) C\/(f(I)), come volevamo.
2. Per la surgettivita di f, per ogni ideale I si ha che f(I) = (f(I)) = I°.
Abbiamo provato un’inclusione nel punto precedente; verifichiamo allora ’al-
tra: siano b € +/f(I) e m tale che ™ = f(c), con ¢ € I. Per la sur-
gettivita di f, si ha anche che b = f(a) per qualche a € A, e dunque
fla™ —c)= f(a™)— f(c) = f(a)™— f(c) =0, cioe a™ —c € Ker f C I. Si ha
allora che a™ € I, a € VI, e dunque b € f(\/I).
3. Si ha che a € \/f}(J) < a™ € f}(J) per qualche m <= f(a)™ =
f(a™) € J per qualche m <= f(a) € VJ <= a € f~VJ).
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Soluzione E. 50 1. Sappiamo che p = a? +b®> se esolose p=1 mod 4 e
che Z[i] & un anello euclideo e quindi un PID. Allora p = 3 mod 4 implica
che p ¢ irriducibile in Z[i], mentre p =1 mod 4 implica p = (a + ib)(a — ib)
per qualche a,b € Z; le formule per p dispari seguono immediatamente.

Per p = 2 basta osservare che 2 = (1+14)(1 —1) e che gli ideali (1+14) e (1—1)
SOno uguali perché 1+ = (1—1)i, ovvero i loro generatori sono associati.
=14+ ¢+ + " € Z[¢)]. Cerchiamo il suo eventuale
inverso: sia b tale che ab=1 mod p, allora

1-¢ _ 1- ngb

1—-¢r  1-¢8
Ricordiamo che gli elementi (; con a # 0 sono tutte e sole le radici del
polinomio 1 4+ x 4 --- + aP~t, dunque 1+ @ 4 -+ 2Pt = [z — ()
e, valutando in z = 1 si ha p = [],,(1 — ¢;). Per quanto visto prima
(1—¢) = (1—=¢) per ogni a # 0, dunque

=1+G+-+ Gl ezg)

() =pzl¢) = [Ja-¢) | =]]a-¢)=]]0-¢) =1 —-¢)r

a#0 a#0 a#0

Soluzione E. 51 1. Sia a € N(A); allora esiste n € N tale che a" = 0
quindi f(a)" = f(a™) = 0. Pertanto f(a) € N (B) e cio mostra che f(N(A))
N(B).

2. Sia a € J(A); allora, per ogni b € A, avremo che 1 — ba ¢ invertibile. Ne
consegue che f(1—ba) =1— f(b)f(a) e invertibile in B. La surgettivita di f
implica allora che f(a) € J(B).

3. Sia A = {‘; €Q: b#0 mod 2} e facile verificare che & un sottoanello di
Q, inoltre notiamo che I'ideale ( {b €A: a=0 mod 2} e 'unico ideale
massimale, quindi A € un anello locale, cf E.38.1. Consideriamo I’'omomor-
fismo di inclusione di A in Q, che sicuramente ¢ iniettivo e non surgettivo;
chiaramente J(Q) = 0 e sappiamo che J(A) = (2).

4. Consideriamo f: Z — Z/(4); in questo caso f(J(Z)) = (0) € J(Z/(4)) =
(2).

e
C
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5. Sia A semilocale e siano my,..., m; i suoi ideali massimali. Osserviamo

che, per T.18.3, f(m;) & un ideale massimale di B se m; 2O Ker f, oppure

& tutto B. Si ha inoltre che J(A) = N, m; = [[F, my;, quindi f(J(A)) =
k k k

fALizy ™) = TLio f(m) =Ny fmg) 2 T(B).

Soluzione E. 52 Per la corrispondenza tra gli ideali di A e quelli di A/I,
¢ immediato vedere che se A ¢ locale anche A/I ¢ locale per ogni ideale I.
Supponiamo quindi che A/I sia locale con ideale massimale m, e sia m la
sua controimmagine in A. Provando che ogni elemento a ¢ m ¢ invertibile,
avremo che A ¢ locale con massimale m. Per un tale a si ha che @ € m e
pertanto @ ¢ invertibile poiché A/I & locale. Esistono allora b € A, i € I tali
che ab =1+ 1. Poiché I C N(A), da E.4 segue che 1+ i ¢ invertibile, da cui
otteniamo la tesi.

Soluzione E. 53 E sempre vero che 1%+ J? C (I + J)?; mostriamo dunque
'inclusione opposta. Sia [ = (a), J = (b) e I +J = (d); abbiamo allora
che (a,b) = (d), e possiamo scrivere a = da; e b = db; con ged(ay,by) =
1 = ged(a?, b?). Esistono pertanto a, 8 € A tali che 1 = aa? + 8b? e quindi
d?=d?1=ad®+ BV €I*+ J%

Soluzione E. 5/ Possiamo supporre a,b # 0. Se (a) = (b) allora esistono
¢,d € A tali che a = bd = acd, da cui segue che a(1 — c¢d) = 0, e quindi che
1 —cd e D(A) C J(A). Possiamo allora dedurre che cd ¢ invertibile, da cui
discende ad esempio che d e invertibile, come volevamo.

Soluzione E. 55 Osserviamo dapprima che l'ideale J(A) = (j), ove j # 0,
e primo. Infatti, se ab € J(A) = D(A), allora esiste ¢ # 0 tale che cab = 0
da cui segue che a oppure b & un elemento di D(A) = J(A).

Per provare la tesi, dimostriamo che J(A) ¢ massimale, e al tal scopo
basta provare che se a ¢ J(A) allora (a) + J(A) = A. Sia dunque (a) +
J(A) = (a,j) = (b), dove b & J(A); allora j = bc con ¢ € J(A), poiché
J(A) & primo. Possiamo scrivere ¢ = jd, per qualche d, e da cio segue che
Jj(1 —bd) = bc —bc = 0 e quindi che 1 — bd € D(A) = J(A). Allora bd ¢
invertibile e quindi b lo e, che era quello che volevamo.

Soluzione E. 56 Dato che un ideale m ¢ massimale se e solo se A/m ¢
un campo le affermazioni 1 e 2 sono equivalenti. Proviamo quindi 2. Se a ¢
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irriducibile i suoi soli divisori sono unita o elementi associati ad a, quindi
gli unici ideali che contengono (a) sono (1) e (a); dato che ogni ideale di
Ae principale, questo prova che ogni elemento irriducibile genera un ideale
massimale. Viceversa, sia b € A riducibile, b = ac, con a,c ¢ A*; allora
(b) € (a) € (1) e quindi (b) non & massimale.

3. Dato che un ideale non nullo in un PID e primo se e solo se ¢ massimale,
la tesi segue dal punto 2.

Soluzione E. 57 Sia I = (a) un ideale primario con vI = p = (p); allora
esiste k € N tale che p* € I. Quindi a|p* e, dato che A & un UFD, p & I'unico
irriducibile che divide a. Dunque a = up’ per qualche u € A* e t € N, cioe

(a) = (p").

Soluzione E. 58 Se A & un campo, allora A[x] ¢ un anello euclideo, che
e un PID per T.28. Viceversa, consideriamo ’'omomorfismo di sostituzione
¢o: Alx] — A dato dalla valutazione di un polinomio f(x) € A[z] in 0,
i.e. oo(f) = f(0). E facile verificare che Ker gy = (), da cui discende che
Alz]/(x) ~ A. Dato che A ¢ un dominio, poiché Alz]| lo ¢ per ipotesi, l'ideale
(x) & primo; dato che Alz] & un PID e z € irriducibile, si ha che (z) € massimale
0, equivalentemente, che A ¢ un campo.

Soluzione E. 59 Sia (a,b) = (c), allora c|a, c|b ed esistono u,v € A tali che
ua+wvb = c. Inoltre per ogni d € A che divide sia a che b si ha d|(ua+vb) = c.
Dunque, per definizione, d = c.

Sia A = Z|z], che ¢ un UFD ma non PID; allora ged(3, ) = 1 ma per ogni
f,g € Asiha 3f +xg # 1, perché il termine noto a sinistra appartiene a

(3) & (1)

Soluzione E. 60 Ricordiamo che la norma del numero complesso a = a +
bv/—5 & data da N(a) = a® + 5b%; inoltre, dati a, 8 si ha che N(af) =
N(a)N(B). Non e difficile verificare che « ¢ invertibile se e solo se N(a) =1
e che nessun elemento di Z[v/—5] ha norma 3.

Siano dunque a + bv/=5, ¢ + dv/—5 € Z[v/=5] tali che (a + by/=5)(c +
dv/—5) = 3; allora, passando alle norme, segue che (a? + 5b%)(c? + 5d?) = 9,
che e possibile se e solo se uno dei due fattori ¢ 1, cioe se e solo se uno
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tra a 4+ by/—=5 e ¢+ dy/—5 ¢ invertibile. Questo prova che 3 ¢ un elemento
irriducibile.

Gliideali (3, 14++/=5) e (3,1—+/—5) sono comassimali e quindi (3, 14++/—5)N
(3,1 —v=5) = (3,14++/=5)(3,1 — v/=5) = (3), mentre (3) C (3,1 + v/—=5)
e (3) C (3,1 —+/=5), dal momento che la norma di 3 non divide la norma di
1++/—=5edil—+/=b; da questo segue che (3) non ¢ irriducibile.

Soluzione E. 61 Supponiamo per assurdo che esista un elemento a; € A
non invertibile e che non ammette una decomposizione come prodotto di un
numero finito di irriducibili. Allora a; non e irriducibile e si puo dunque scri-
vere come prodotto asby, con as e by entrambi non invertibili e con almeno uno
dei due che non ammette una decomposizione come prodotto di un numero
finito di irriducibili, sia esso as. Possiamo dunque ripetere il ragionamento su
as e proseguendo in questo modo ottenere una catena ascendente infinita di
ideali (a1) € (az) € ..., assurdo.

Soluzione E. (62 Cerchiamo un anello UFD A e un ideale I di A ta-
li che A/I sia un dominio ma senza fattorizzazione unica. Consideriamo
A = Q[z,y, z,t]/(xy — zt). Allora A & un dominio (perché?) e non ¢ UFD.
Chiaramente A eredita (UFD1) da Q[x, y, 2, t] e, intuitivamente abbiamo “ro-
vinato” ad hoc 'unicita della fattorizzazione dell’elemento Ty, ovvero abbia-
mo costruito un anello dove non vale (UFD2). Con i conti si puo verificare che
7,7, Z, t sono elementi irriducibili non associati e dedurre che le fattorizzazioni
di Ty = 2t sono effettivamente distinte.

Osserviamo anche che T ¢ irriducibile ma (Z) non ¢ primo, cf. T.26 - e lo
stesso vale per ¥, Z, t; ci sono infine coppie di elementi di A che non ammettono
massimo comun divisore, ad esempio Ty e TZz.

Soluzione E. 63 1. Siano by = ary — x1, by = axy — x5 € I, e ¢ € A; allora
0€l,e by+by=a(x;+x2)— (xr1+29) e cby = a(cry) — (cx1) sono elementi
di I,, dunque I, e un ideale.

Alternativamente, basta osservare che [, € 'ideale di A generato dall’elemento
a — 1, quindi, in particolare, a € quasi-regolare se e solo se a — 1 ¢ invertibile.

2. Se a & quasi-regolare allora a € I, ed esiste dunque ¢ € A tale che a =
ac — c.
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Per verificare il viceversa, dobbiamo mostrare che per ogni d € A si ha che
d € I, sapendo che, per ipotesi, a = ac — ¢ e quindi che a € I,. Avremo
allora che ad € I, e, per definizione di I,, anche ad — d € I,; ne segue che
d=ad— (ad —d) € I,.

3. Se a e nilpotente allora 1 — a e invertibile e quindi a e quasi-regolare.

4. Sia 0,1 # a € A e proviamo che a e invertibile. Dato che a ¢ un elemento
quasi-regolare, 1 — a e invertibile per quanto detto sopra. Allora esiste 0
b€ Atale che b—ab =0b(1—a) =1, e quindi ab = b — 1. Poiché b # 1 ¢
quasi-regolare, b — 1 e invertibile, e da cio discende subito la tesi.

Soluzione E. 6/ 1. Dato che A non e un campo esiste un ideale massimale
mk# (0) e sia 0 # a € m. Per ipotesi, (a) = Hle m; = ﬂle m; e, dunque,
Ni—; m; € m; esiste allora ¢ tale che m; C m e, per la massimalita di m;, vale
I'uguaglianza. Ora basta porre I = my ---m;_1m;,1 - - - my per ottenere la tesi.

2. Per il punto precedente, sia Im = (a), con a # 0. Moltiplicando per J
I'uguaglianza precedente, si ottiene che J(a) = JmI = HmI = H(a), da cui
segue che, per ogni j € J, esiste h € H tale che ja = ha, ossia a(j — h) = 0.
Poiché a # 0 e A € un dominio, si ha j = h e da cio discende che J C H.
Scambiando i ruoli di J ed H si ottiene la tesi.

Soluzione E. 65 1. Dato che /I C v/T: J™, basta provare I’altra inclusio-
ne.

Per ipotesi J € VI, e pertanto esiste j € J tale che j" & I per ogni n € N,
Sia ora a € v/ I: J™; allora ™)™ € I per qualche n > 1. Visto che che I &
primario e j™ & I, si avra che a € VI, e la dimostrazione ¢ completa.

2. Basta mostrare che vI: h C I: h. Sia dunque a € v I: h; allora a"h € 1
per qualche intero n e, di conseguenza, (ah)" € I. Ne deduciamo che ah €
VI =1, e dunque che a € I: h.

Soluzione E. 66 1. Se p ¢ invertibile, esiste ¢ tale che pg = 1 quindi ag e
invertibile. Viceversa, supponiamo che ag sia invertibile e costruiamo 1’ele-
mento ¢ = Y. bz’ € A[[z]] inverso di p. Dalla condizione pg = 1 ottenia-
mo apby = 1, apby + a1by = 0, ...,Zfzo a;bp_; = 0,..., da cui deduciamo
che by = ap™', by = —ag tarby, ...,by = —ag”! Zle a;bp_;, ovvero abbiamo
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ottenuto una formula ricorsiva per il calcolo dei b; in funzione dei coefficienti
a;, cio¢ abbiamo determinato l'inverso di p.

2. Se p ¢ nilpotente allora p” = 0 per un certo intero n, da cui si ha subito
che ag & nilpotente. Inoltre p—ag = 2 .., a;z'~* & nilpotente perché somma
di nilpotenti; ne deduciamo che a; ¢ nilpotente e, iterando il ragionamento,
che a; e nilpotente per ogni .

Il viceversa e falso in generale. Consideriamo per esempio 'anello A =
HneN+ Z/(2"), con le operazioni definite componente per componente, e ri-
cordiamo che (2) ¢ 'unico ideale massimale di Z/(2"). Sia p = (0,0,...) +
(0,2,0,...)x+(0,0,2,...)2* + - - - € Al[z]]; allora tutti i coefficienti di p sono
nilpotenti e non e difficile verificare che p non e nilpotente.

3. L’elemento p € J(A[[z]]) se e solo se 1 —pq & invertibile per ogni g € A[[z]].
Per il punto 1 questo equivale a dire che 1 — agby € invertibile per ogni by € A
e questo accade se e solo se ag € J(A).

4. Sia m C Al[x]] un ideale massimale. Osserviamo innanzitutto che x € m;
infatti, se © ¢ m, per la massimalita di m si avrebbe che (m,z) = (1) ed
esisterebbero quindi f € m e h € Al[z]] tali che 1 = f+ zh = fj, ove fj
indica il termine noto di f. Ne segue che f, e invertibile e, per il punto 1, f
e invertibile in A[[x]], contraddizione.

Consideriamo ora n = {a € A: a termine noto di un elemento di m}. E im-
mediato verificare che n ¢ un ideale di A e che (n,z) C m. Per definizione di
n si ha subito anche l'altra inclusione, e dunque m = (n, z). Da questo segue
che m® = n. Infine n = m & massimale poiché A[[z]]/m = A/n & un campo.

Soluzione E. 67 1. Per ipotesi 'uguaglianza e vera per s = 1. Supponiamo
dunque che sia vera per s > 1 e proviamola per s + 1.

Basta mostrare un’inclusione, essendo l’altra sempre vera. Se b € I: g
allora, bg € I: g™ = I: ¢™ e quindi bg™"! € I; da cid discende che b €
I: g™t =1T1:¢™ come desiderato.

m+s+1

2. Basta provare che, se a € (I: ¢™) N (1,g™), allora a € I. Scriviamo a =
i+ hg™, con i € I,h € A. Visto che i¢g™ + hg*™ = ag™ € I, avremo che
h € I: g*™. Per il punto precedente h € I: ¢", e dunque a € 1.
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Soluzione E. 68 Sia X l'insieme degli ideali primi di A, ordinato parzial-
mente con D. L’insieme Y € non vuoto poiché A # 0 possiede un ideale
massimale. Sia pg 2 p; 2 --- una catena discendente di ideali primi. Pro-
veremo che p = MN;p; € un ideale primo, e la prima conclusione discendera
direttamente dal Lemma di Zorn. L’intersezione di una qualsiasi famiglia di
ideali e un ideale. Siano dunque a,b € A tali che ab € p. Quindi ab € p; per
ogni ¢ e supponiamo che a,b &€ p. Esistono allora interi m,n tali che a ¢ p,,
e b & p,; supponiamo pure che m < n, cosicché p,, D p, e ab & p,, che &
assurdo, poiché ab € p.

Per 'affermazione sugli ideali contenenti I e sufficiente ripetere la dimostra-
zione considerando 'insieme Y'; degli ideali primi di A contenenti I ordinato
parzialmente con D. Infine osserviamo che, per quanto appena dimostrato
N (A) ¢ intersezione dei primi minimali di A.

Soluzione E. 69 Siab € A, b # 0, tale che ab = 0. Dato che N (A) = (0),
esiste un primo minimale p che non contiene b; da cio segue che ab =0 € p
implica che a € p, come richiesto.

Soluzione E. 70 Dato che 63 = 327, per T.6.7, possiamo scrivere VI =
VvV (1,9)N/(I,7). Avremo che (I,9) = (922 —y, Ty* +2x+y,9) = (y,22,9) =
(x,9,9), che & primario per T.7.2 poiché /(I,9) = (z,y, 3). Dato che (1,7) =
(222 —y, 20 +y,7) = (22% + 22,20 +y,7) = (2* + 2,22 +y,7), da T.6.3 e 7,
avremo anche che

VL) =V (z,2c+y,7)N(x+1,22+7y,7)

(.4, 1) N (z+1y—2,7)
= (z,y, )N (x+ 1,y —2,7),

ove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che gli ideali sotto il segno di radicale
sono entrambi massimali, e quindi primi.

1. Dalla discussione precedente, T.14 ed E.68 deduciamo che i primi minimali
di 7 sono anche massimali e la conclusione segue dalla corrispondenza tra gli
ideali di A/I e gli ideali di A che contengono 1.

2. Dato che (9,7) = (1), (1,7) e (1,9) sono comassimali e, per il teorema
cinese del resto, si ha
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AT~ AJ(1,9) x AJ(I,7) = A/(x,y,9) x A/ (z* 4+ x,2x +y,7).

Notiamo ora che (z) e (x+1) sono comassimali, dunque (z*+z) = (z)N(z+1),
e per la legge modulare, cf. T.5.4, avremo (2> +xz,2x+vy,7) = (2,22 +y,7)N
(x + 1,2z + y, 7); nuovamente per il teorema cinese del resto

A/l ~ Af(z,y,9) x Af(x + 1,22+ 9y,7) x A/(x,2x +y,7)
~7)(9) x (Z/(7))"

3. Per quanto abbiamo visto nella discussione iniziale, I C (x,y,9)N(z,y,7)N
(x + 1,y — 2,7), ove questi tre ideali sono primari e anche a due a due
comassimali. Dal momento che (z,y,9) N (z,y,7) N (z + 1,y — 2,7) =
(x,9,9)(z,y,7)(z + 1,y — 2,7) C I, otteniamo 1'uguaglianza.

4. Dato che A/I ha un numero finito di elementi, se tale f esiste, allora B &
un dominio finito e quindi un campo.

Soluzione E. 71 Poniamo A = Z[z]. Ovviamente (0) ¢ un ideale primo di
A. Sia P # (0) un ideale primo di A. Considerando I'immersione Z — A,
si ha che P = PN Z & ancora un ideale primo, dunque P¢ = (0) o (p) per
qualche primo p di Z. Se P = (0), allora sia 0 # f € P di grado minimo. La
primalita di P implica che f & irriducibile. Se esiste g € P\ (f) allora in Q[z] si
ha ged(f, g) = 1 quindi esistono r, s € Q|x] tali che r f+sg = 1; moltiplicando
per il minimo comune multiplo m dei denominatori dei coefficienti si ottiene
7 f+5g = m per qualche m € Z\{0}, 5,7 € A, ma questo implicam € PNZ =
(0), contraddizione. Dunque, in questo caso, P = (f) con f irriducibile in A.
Se invece P¢ = (p) allora P = (p) oppure esiste f € P\ (p) di grado minimo.
Notiamo che A/P ~ (Z/(p))[z]/(f) dove f ¢ la riduzione di f modulo p.
Dato che Z/(p) & un campo si ha che A/P & un dominio se e solo se f &
irriducibile, i.e. f e irriducibile modulo p. Notiamo che questo € 'unico caso
in cui si ottiene PP massimale.

16.2 Soluzioni del capitolo 9

Soluzione E. 72 Sia a; > as > --- una catena discendente; se non fosse
stazionaria, allora {aj, as, ..., } sarebbe un sottoinsieme non vuoto di N" che
non ha minimo, e quindi > non sarebbe un buon ordinamento.
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Viceversa, se > non fosse un buon ordinamento, esisterebbe un sottoin-
sieme non vuoto di V' C N” che non ha minimo elemento. Quindi, dato un
elemento a; € V, esiste as € V tale che a; > as e, ripetendo il procedimento,
costruiremmo una catena discendente infinita di elementi di N".

Soluzione E. 73 E chiaro che si tratta in tutti e tre i casi di ordinamenti
totali su N, perché se a # b allora o |a| # |b|, e dunque chi & piu piccolo
tra a e b viene deciso dal grado per deglex e degrevlex, oppure |a| = |b|, ma
comunque esistono coordinate a; # b;; quindi esiste una prima coordinata,
partendo da sinistra per lex, o partendo da destra per degrevlex, diversa da
zero che determina se a > b o viceversa.

Sia adesso S un sottoinsieme non vuoto di N" e dimostriamo che ha minimo.
Iniziamo da lex: dato che in N vale il principio del buon ordinamento, esiste
a; = min{a; : a € S}, cioe il minimo tra tutte le prime coordinate dei vettori
di S. Definiamo S;1 ={a € S : a3 = ay} e consideriamo as = min{ay : a €
S1}. Tterando il procedimento si arriva a trovare a = (aq, ..., ;) € S che &
il minimo di S rispetto a lex.

Per deglex basta seguire lo stesso procedimento, con una riduzione prelimi-
nare da S a Sp={a€ S : |al=min{|b| : b € S}}.

Per degrevlex usiamo la stessa riduzione precedente da S a Sy; definiamo poi
Bn = max{c, : ¢ € Sy}, cioe il massimo tra le ultime coordinate dei vettori di
Sp: tale massimo esiste perché il grado degli elementi di S e fissato. Adesso si
definisce S] = {a € Sy : a, = B,} e si itera il procedimento fino ad ottenere
B = (Bi,...,05,) che ¢ il minimo di S rispetto a degrevlex.

Infine siano a,b,c € N" tali che a > b rispetto a uno qualsiasi degli
ordinamenti lex, deglex, degrevlex. Dato che |a+c| = |a|+]c|, |b+c| = |b|+|c|
e (a+c)— (b+c) =a— b, sommare non altera l'ordine tra a e b.

Soluzione E. 7/ Per definizione di ordinamento monomiale, dobbiamo solo
provare che > ¢ un buon ordinamento se e solo se @ > 0 per ogni a € N".
Se > ¢ un buon ordinamento allora esiste @ elemento minimo di N". Se fosse
0 > @, allora avremmo una catena discendente 0 > @ > 2a > 3a > ...
infinita, contro 1’ ipotesi che > e un buon ordinamento, cf. E. 72.
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Viceversa, supponiamo che per ogni a € N” valga a > 0. Siano X C
N" un sottoinsieme non vuoto ed E = (X) I'E-sottoinsieme generato dagli
elementi di X. Dal lemma di Dickson T. 31 segue che E ha una frontiera
finita minimale F' = {ay, ..., a,, }. Eventualmente riordinando gli elementi di
F possiamo supporre che a1 > ... > a,,. Dimostriamo ora che a, ¢ ’elemento
minimo di X. Infatti, per ogni 8 € X C F esistonoi € {1,...,m} ey € N"
tali che 8 = «; + ~; per ipotesi v > 0, e dunque si ha = a; +v > a; > auy,
come volevamo.

Soluzione E. 75 Fissiamo un ordinamento monomiale sull’insieme dei mo-
nomi nelle variabili xy,...,x, e sia G = {g1,...,gs} una base di Grobner di
I C Klxy,...,x,| rispetto a tale ordinamento. Osserviamo preliminarmente
che, per T.37, g1,...,9s sono un insieme di generatori di I e, ovviamente,

anche di 1°.

Vogliamo mostrare che Lt(1)¢ = Lt(G)¢ = Lt(1°).

E immediato convincersi che Lt(I)¢ C Lt(I¢), dato che ogni monomio di
Lt(G) ¢ certamente anche un elemento di Lt(€).

Fissiamo ora una base {ej)}res di K’ su K. Per ogni f € K'[z1,...,x,]
possiamo scrivere f = Y. . caX?, dove, come al solito, X? = z{'--- 20" e
ca 7 0 solo per un numero finito di a. Dato che ¢, € K’ possiamo scrivere
Ca = D _yesCa)rly, CON Cay € K, € cy) # 0 solo per un numero finito di A;
quindi

J= Z CaX® = Z an,)\e)\Xa = ZeA Z CarX* = Ze)\f)\

acN» acN" \e/ AeAd aeNn Aed
per certi f\ € Klx1,...,x,]. Allora, un elemento di /¢ si puo scrivere come
S
=S =Y (z f) S
i=1 i A A i
con f; € K'lxy,...,x,] e fin € Klx1,...,2,]; pertanto, per un certo Ao,

avremo 1t(f) = ah, con « € K' e h =1m()_, fi 9i) € Lt(I). Infatti, Im(f)
sara dato dal massimo dei leading monomial dei polinomi ) . f; 1gi, € in caso
piu di un polinomio avesse leading monomial massimo, siamo sicuri che non
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ci possono essere cancellazioni, in quanto gli ey sono linearmente indipendenti
su K. Abbiamo dunque provato anche ’altra inclusione.

In alternativa, per il Criterio di Buchberger tutti gli S-polinomi di g, ..., gs
riducono a 0; senz’altro anche gli S-polinomi di ¢y, ..., g5 visti come elementi
di K'[xq,...,x,] riducono a 0; ancora per il Criterio di Buchberger, questo
implica che {g1,...,gs} & una base di Grébner di €.

L’ultima affermazione discende immediatamente dalla precedente e dalla
definizione di escalier di un ideale.

Soluzione E. 76 Dividendo f per {f1, fo} si ottiene f = x1x9f1 + 0 mentre
dividendo per {fs, fi} si ottiene f = (2% + x3)f2 + 23 in particolare il resto
della divisione non e univocamente determinato.

Soluzione E. 77 Risolviamo 1’esercizio senza utilizzare il criterio di Buch-
berger.

Mostriamo che G ¢ base di Grobner di [ rispetto a >;. Supponiamo per
assurdo che esista f € I tale che 1t~ (f) € Lt~ (G) = (It=,(g1),1t>,(g2)) =
(z,y). Allora z,y 1t~ (f). Visto che >; ¢ un ordinamento lex, allora z e y
non appaiono neanche come divisori degli altri termini di f, ovvero f = f(x).
Allora, dato che f = uj(z+x)+us(y—x) per certi uy, ug € Q|x,y, 2], operando
la sostituzione y = x troviamo che f = f(x) = ui(x, z, 2) (2 + ), da cui segue
che z + x divide f, che non e possibile, poiché f non contiene termini in cui
¢ presente la z.

Per il secondo punto, riscriviamo g1 =z +z e go = —x +y. Allora y + z =
(x+z2)+(—x+y) =g +g €1 ey e Lt-,(I). Daltra parte lm-,(g1) =
I, (92) = @, per cui Lt, (1) 2 (z,y) 2 (2) = (t>,(91), 1t>,(92)) = Lt>,(G).

Soluzione E. 78 Supponiamo che [ sia monomiale; allora, f =Y caX?® €
I se e solo se X* € [ per ogni a tale che ¢, # 0, cf. T.30. Allora, per
ogni ordinamento dato, I = Lt(/) ¢ monomiale. Il suo insieme minimale di
generatori G(I) ¢ dunque una base di Grobner minimale di I. Essendo G([)
costituito da monomi, essa e chiaramente ridotta - e dunque unica.

Viceversa, se vi e una base di Grobner di [ costituita da monomi, in
particolare I possiede un insieme di generatori monomiale.
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Soluzione E. 79 La base di Grobner ridotta rispetto all’ordinamento
assegnato e:

2 2 2 4 2 3 4 7 3 7.9 8
G=A{s"—ay,xz -y, yz" — 2" oy” — ',y — 2"y — 20,20 = 27}

Siano fl = :L'2 — Y, f2 = Iz — 92 € f3 = yZQ - Z4 € GO = {f17f27f3}' Nel
seguito indichiamo con Sj; I’S-polinomio di f; e f;.

f2
Sio = 2f1 — afy = 2y® — xyz — 2y® — y° = fu, che & ridotto rispetto a Gy.

Poniamo pertanto G; = Gy U { f4}.

Su=yfi—afs=ay’—zy’ = 0.

Soy = Y2 fo — 2f1 = —y* + y32; pertanto poniamo f5 = y* — y32 e dato che
yt & {2%, vz, 922, vy?} consideriamo Gy = Gy U {f5}.

I3
Sis = P fs — 22fs = 1528 — Bt e ¢Pt — B y, 210 — 29 poniamo

f6 = Zlo Z (& Gg G2 U {f6}

f2.f3 I3
Sgg—yzfg—xfg—xz4—y3z—>yz5—yz e yz—yz5 —s P — 2

Dato che y32 & {It(f) : f € G3} = {22, x2,y2% 2y, y*, 2}, poniamo f; =
P’z — 2" e Gy = Gy U {fr}. A questo punto ci accorgiamo che possiamo
ridurre f5 rispetto a G4 usando f; per ottenere fs = y* — 27 e porre G5 =

(GaU{fs}) \{fs}-

Potremmo pensare di avere finito il calcolo; controlliamo dunque che I'insieme
(G5 sia una base di Grobner usando il criterio degli S-polinomi.
f f37f5’,f7 f3>f7

Sig — 0, S1y = 0,8 ——. 0, So3 ——, 0, Sy = 2°fo —afs =
f2:f3:f6 f2.f3.f50,f3,f6
12) —y*2) ———,0,e Sy=y’fo —af; > 0
f27f3
A questo punto calcoliamo Syy = zyfs — 22 f1 = —xyzt + 1322 ——, 27 — 28 =

for e consideriamo G¢ = (G5 U{fe}) \ {fs}-

Dovremmo ripartire daccapo con il controllo degli S-polinomi: sicuramente

Gs Jasf3,f505 03, e
S1a, S14, S23, Sa4, S34 —« 0, ma anche Sy = y’fs — zf7 > 0
f2,f37f6/ I3, fer I3:fer I3
Avremo pOl che 526’ — % 0 535/ —>x 0 336’ — 7« O S37 —x O
f2af5/;f37f6' f2;f5/7f37f6' fSafG/ f3,f6/

45 T« 0, 547 — >« 0, 55/7 —x 0, e infine 56’7 —, 0.



16.2 Soluzioni del capitolo 9 281

Dalla teoria sappiamo che se due polinomi hanno monomi di testa privi di
fattori comuni allora tali polinomi costituiscono una base di Grobner per
I'ideale che generano, cf. T.43. In particolare, il loro S-polinomio riduce
completamente a 0. Da questo possiamo concludere che certamente
Ge
513, 15, 167, 17, S2575 Saers Syrer —« 0.
Pertanto G ¢ la base cercata, che per costruzione risulta gia essere ridotta.

Soluzione E. 80 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lex conx >y >z ¢ G ={rz+ 22,y — 2,2> — z}. Dato che f G, 9 0,
féel.

Alternativamente, si puo osservare che (—2,1,1) € V(I) ma f(-2,1,1) =
—9 # 0.

Soluzione E. 81 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lex conz >y e G ={r+y'+y,y°+13>+1}. Riducendo f; — fo = 2° — 2y +
zy? — zy + y° — y? modulo G si ottiene resto 0, quindi f; = fo.

Soluzione E. 82 L’insieme dei generatori G = {f; = yz* —y+z, fo = y* —
yr — 2%, f3 = 23 +y—2x} di I & una base di Grobner rispetto all’ordinamento
deglex con y > x, ed f e ridotto rispetto a tale base.

Per verificare se f & invertibile in Q[z,y]/I & sufficiente applicare quanto
visto in T.51. Sia dunque H = G U {f}; dato che

G
S(fi.f) =2 +rz=—(i-2°f+fz)=an
GU{g:1}
S(fo, f) ——20+1=fo—yf+2af—q+f=fo—(y—22-1)f—g1 = 9o
GU{g1,92}
S(g1,92) ——— —3 =201 — g2 — 392 = 291 — (T + 5) o,
possiamo concludere che 1 € (I, f), f e invertibile in Q[z, y]/I e per calcolare
il suo inverso procediamo a ritroso, ottenendo

1=(-2) (-1 =20~ (++ o)
=22 f~fi—f) = (@+3) (e —y+1)f+ fo—gq)] =
= —2 [f(2x2—(x—|—%) (2x—y+1))+(w+%) (fo—fl—fg)—l—hl}
= f(—22° —2yx —2* —y + 4w+ 1) + hy
= f(—22y — 2 +y+ 1)+ hs,
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dove, nell’'ultima uguaglianza, abbiamo ridotto il coefficiente di f modulo
I sommandogli 2fs, e hi,ho,hs € I. Dunque f! = —2zy —22+y+1 €
Qlx,y]/ 1.

Soluzione E. 83 1. La base di Grobner richiesta & G = {f1 = 2’y + 2, fo =
vz +y, f3=ay? — 22, fo =3 + 25}

2. Dal calcolo della base di Grobner si ricavano in particolare le seguenti
relazioni:

S(fi, fo) =zfi—xyfa=—fs
S(fo, f3) =V fo— 2fs = fi=y" fa+ 221 —wyzfo) = 22 fr + (—2yz + 4°) fa.
Dunque la matrice associata al passaggio tra i due insiemi di generatori e

M= (1 0 —z 22 2) .
01 2y —xzyz+vy
3. Come ¢ ben noto i coefficienti della divisione di f per G non sono unici.
Osserviamo subito che f = y>fo = 0f1 + y?fo + 0fs + 0fs = 0f1 + y%fo, che
fornisce le scritture di f richieste.
D’altra parte, possiamo anche scrivere f = 0f,+0fy+ 2 f3+ f4, e per risalire

ai coefficienti da dare a fi, fo basta usare la matrice di passaggio trovata al
punto precedente:
0
pu— y2 .

Una terza scrittura possibile (perché, ne esistono infinite?) e f = yf; —
2fo — (x — 2) f3 + fa, che fornisce coordinate rispetto ai generatori iniziali

M

— an O O

Y
—z _ rz+y
—x+z]| (—x2y+y2—z> '
1
Soluzione E. 8/ La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lessicografico con o > y & {22+ 2y* — 3, 2y —y*, v> — v}, quindi da T.52 segue
che INCly] = (y° - y).
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Soluzione E. 85 Abbiamo delineato una strategia per procedere nell’Osser-
vazione 2.8: per brevita scriviamo g1 = x(x+y)%, go =y, fi = 2% e fo = x+y.
Per E.18.5 abbiamo che I : J = (I : (f1)) N (I : (f2)); inoltre I = (23,y) e
quindi I : (2?) = (z,y), cf. T.33.3.

Per determinare I : (fy), grazie a E.20 possiamo calcolare %(I N (f2)), e
a tal scopo utilizzare T.53. Una base di Grobner di (¢, (1 — t)f2) rispetto
all’ordinamento lessicografico con t > x > y e

{tCU —I =Y, ty) .§C3 + y37 xry + y2}7

da cui si ottiene che ﬁ(]ﬂ(ﬁ)) = ﬁ(m3+y3,azy+y2) = (2*—ay+y?y) =

(22, y). Pertanto I : J = (z,y) N (22, y) = (22, y).
Soluzione E. 86 Usando due volte T.6.7 si ottiene

VI = /(@ + 92,0 N /(@2 + 92, 2%+ y) = (2,y) N /(25 + 22,23 + y)

= (z,y) NV (2! + 1,23 + ).

L’ideale (z'+1, 23+y) e radicale. Infatti K[z, y]/(2*+1, 23+y) ~ K[z]/(2*+1)
non ha nilpotenti diversi da zero, dato che z* + 1 & libero da quadrati.
Allora VI = (z,y) N (z* + 1,2° + y) e f & VI perche non appartiene a
(z* + 1,23 + y); infatti i polinomi z* + 1,2 + y sono base di Grobner per

I’ideale che generano rispetto all’ordinamento lex con y > x, e 0 # f e ridotto
rispetto a tale base.

Soluzione E. 87 Prima di calcolare una base di Grobner di I, osserviamo
che usando la relazione zy — 2 possiamo ridurre z2y%z* e ottenere che z* € I;
in questo modo possiamo semplificare i generatori ed ottenere I = (f1, fa, f3),
con fi=zt fo=22+P+ 22— 1, fs =ay — 2.

Rispetto all’ordinamento lessicografico x > y > z basta allora calcolare i
seguenti S-polinomi.

S(fo, f3) =yfo—afs =22 +y* +yz* —y = fi;

S(fo, f1) =2fa—fy Ly 0;
S(fs, f1) =2yfa—2fs=y'+ 9’2" =y +4=fs.
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Dato che i termini di testa di fi, fy, f5 sono a coppie coprimi, G = { fi, % fa, f5}
¢ la base di Grobner ridotta di I e si ha dime Clz, y, 2]/I = 16, la base come
spazio vettoriale ¢ formata dagli elementi

{1y, 2,07 y2, 25,07, v 2, 22, 22 P2, 4222y P22 22 g2t

2. Per verificare che I + J = 1 si puo dimostrare che V(I + J) = ) risolvendo
il sistema triangolare calcolato nel primo punto e verificando che nessuna
soluzione soddisfa le equazioni di J.

In alternativa, si puo osservare che z € /I + J quindi il polinomio ¢g; =
323 — 2 € /I + J. Ma allora anche 1%g; = 323y® — 2y € VI + J. Usando il
polinomio zy — 2 si ottiene che 2y% —24 € /I + J. Poiche ged(y? —12, f5) = 1
si ha la tesi.

Soluzione E. 88Scriviamo f; = z+y—a, fo = 2>+y*’—a’e f3 = 23+y>—a’.
La base di Grobner ridotta dell’ideale I = (f1, fa, f3) rispetto all’ordinamento
lessicografico con © > y > a & {fi,f1 = ¥* — ay, fs = a® — a*}; quindi
esistono soluzioni se a® — a® = a®(a + 1)(a — 1) = 0. Sostituendo nel sistema,
triangolare superiore, equivalente a quello originario, dato dalle equazioni

fi = f1 = f5 = 0 si ottiene che

1. se a = 0 esiste solo la soluzione (0, 0).
2. se a = —1 esistono due soluzioni, (—1,0) e (0, —1)
3. se a = 1 esistono due soluzioni, (1,0) e (0,1).

Osserviamo che la base di Grobner in questo caso si ottiene tramite il mero
processo di riduzione dei polinomi. Riducendo f; tramite f; otteniamo che
fo L* 2y? — 2ya; ponendo f; = y? — ya, abbiamo fy = (z —y + a)(z +

Ji:fa
y—a)+2fse I = (f1, f1, f3). Riducendo poi fz3 —. —a® + a®, poniamo

fs = a® — a3. Avremo che I = (f1, f4, f5); ora questi generatori formano una
base di Grobner perché i loro leading monomials z, y?, a®, sono coprimi, cf.
T.43.

Osserviamo che da questo discende che il nostro sistema ha certamente so-
luzione, poiché I # (1), e ne ha un numero finito, perché Lt(/) contiene le
potenze pure di tutte le variabili, cf. T.71.
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Soluzione E. 89 1. La base di Grobner ridotta ¢
G = {2%y + xz +yz, ay?, v’ + y2, y° 2}

2. Gli elementi nilpotenti di A sono le immagini in A degli elementi di
VI = /(a2y, 2) N/ (22 + w2 + yz, 0y22, 025 + y25, %) = (wy, 2) N (22,y) =
(zy, w2, yz).

3. Dato che 2233, ¢z in 0 avremo che J = (2%y?,9y32) C I; analogamente,
per ogni ¢ € G abbiamo che ¢ —, 0 e dunque I C (22, 2). Dato che
Lt (J) = (2% y’2) C Lt(I) = Lt(G) = (a%y,2yz*,22°,y°z) € (2°,2) =

Lt (22, 2), avremo inclusioni strette J C I C (22, 2).

Soluzione E. 90 Siano oy, ..., o, € K le radici di f. Da T.63 segue subito
che

m
Ris(f, g1 g2) = a5 [ ] gu () g ()
=1

= (aﬂfggl Hgl(ai)) <afrfg92 ng(ai)>

=1
= Ris(f, g1) Ris(f, g2);

Ris(f,g1f + g2) = a% H(Qlf + g2) ()

1=1

= ay, H%(%‘) = a), 9 Ris(f, ga).
i—1

Soluzione E. 91 Gli enunciati sono conseguenze di T.63. Siano f = a,, f :
e g=bug, con f=][ (v — ), e g=[[;_;(z — B;). Allora,
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Ris, (f(x —v),9(y)) = (=00 [ f= = 8))
J

= (=)"™ap by [ ] Fa — 5))

= (=)™ apbi [[(x = (i + B;));

Ris,(f(x + ). 9(y)) = (=1)™alb fow

ris, (17 (2, <>) - <—1>m"b;”Hﬁ?f (5)
I HH@( .

= (=)™ apby' | | (& — i),

]

\_/

e infine

Risy (f(zy), 9(y)) = m”bme ;)
_ mn nbmHHIﬂJ—O@
mn a” bm Hﬁ] T — _ ’

poiché ¢(0) # 0 implica 3; # 0 per ogni j.
Soluzione E. 92 Per E.90.1 si ha che

Ris(f,z"g) = Ris(f,2") Ris(f,g) = (Ris(f,z))" Ris(f,9).
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D’altra parte, per T.63.1, vale che Ris(f,z) = (—1)%/f(0) e dunque pos-
siamo concludere che Ris(f,2*g) = (—1)Fde/f(0)* Ris(f,g9) = Ris(f,g),
poiché k e pari.

Soluzione E. 93 1. Grazie a T.61 sappiamo che (p) C (f,g) N Z. Dato
che (p) € massimale bastera allora provare che (f, g) # (1). Supponiamo per
assurdo che esistano a, b € A tali che af+bg = 1, che implica che af +bg = 1
in (Z/(p))[x]. Osserviamo che essendo f e g monici, la matrice di Sylvester

di f e g ¢ esattamente la riduzione modulo p di Syl(f,g). Avremmo dunque
che Ris(f,g) = Ris(f,g) = 0, e questo contraddice che ged(f,g) = 1.
1-4 10
: 01 —41 :
2. Ris(f, g) = det L—100l~= —2. Per il punto precedente allora I NZ =
01 —-10

(2); inoltre I = I 4+ (2) = (x — 1,2), dunque A/I ~7Z/(2).

Soluzione E. 94 Proviamo innanzitutto che ged(f, f') = 1 se e solo se
f=1I, fi con f; irriducibili e distinti.

Se esiste i tale che f = ffh con s > 1, si ha che f' = fF (sf/h + fil/) e
quindi ged(f, f') # 1.

Viceversa, se g € un fattore irriducibile di ged(f, f') allora deg(g) > 0, f =
gh e f'=¢h+ gh' = gq, per qualche h,q € K[z]. Dall’unicita della fattoriz-
zazione in irriducibili in K [x] segue che g|g’h. Se ¢’ # 0 allora deg ¢’ < deg g,
quindi g|h e, di conseguenza g?|f, che avrebbe un fattore multiplo. D’altra
parte se ¢g ¢ irriducibile non si puo avere ¢’ = 0. In caratteristica 0 cio ¢
chiaro; se invece char K = p, con K perfetto, ricordiamo che un polinomio
r € K[x] ha derivata nulla se e solo se esiste s € K[z] tale che r = s?.

1. Supponiamo ora che ged(f, f') = 1 e siano A; = K|[x]/(f;), per ogni i. Dato
che i polinomi f; sono irriducibili e distinti, generano ideali massimali e per
il teorema cinese del resto si ha che A = K[z|/[[;(fi) ~ []; 4i- L’anello A &
dunque prodotto diretto di domini e pertanto N (A) ~ [[. N (4;) = (0).

Viceversa, se ged(f, f') # 1, allora f = [], fjj con s; > 1 per qualche
J; quindi la classe dell’elemento []; f; ¢ un elemento non nullo di N(A) e
dunque l'anello A non é ridotto.
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2. Sia r = Ris(f, f) € Z; dato che ged(f, f') = 1, da T.63.4 segue che r # 0,
ed esistono polinomi a,b € Z[z| tali che af + bf" = r, cf. T. 61. Rileggendo
questa ultima uguaglianza modulo p, con p primo di Z che non divide r,
otteniamo che af +b f' =7 in (Z/(p))[z], cioe ged(f, 7/) = 1 e quindi, per il
punto 1, (Z/(p))[z]/(f) ¢ ridotto.

Soluzione E. 95 La base di Grobner ridotta rispetto all’ordinamento les-
sicografico con © > y > z ¢ {x — yz,yz> — y} e quindi si ha VI =
(a:,y)ﬂ(:chy,erl)ﬂ(sc—y,z— 1) e

V() =V =V(z,y)UV(e+yz+1)UV(z—y,z—1).

Sia K infinito e sia f € I(V (z, y)): allora possiamo scrivere f = zg(x,y, 2)+
yh(x,y,z) +r(2) e f(0,0,a) = r(a) = 0 per ogni a implica r(z) = 0, cioe
f € (x,y). Dato che l'altra inclusione ¢ ovvia, si ha che I(V(x,y)) = (x,y)
e primo e quindi V(x,y) e irriducibile per T. 57. Per le altre due compo-
nenti V(z £y,2+ 1) = {(a,Fa,F1) : a € K} C K? la dimostrazione
¢ analoga osservando che per ogni f € I(V(z £ y,z £ 1)) si puo scrivere
f=(GEx1g(z,y,2)+ (xxy)h(z,y)+r(y). Quindi 0 = f(z, Fz,F1) = r(Fz)
per infiniti valori di x, dunque r = 0.

Sia K finito: ovviamente V(z,y) = {(0,0,a) : a € K} C K? si decompone
ulteriormente come unione finita di |K| punti che sono le sue componenti
irriducibili; lo stesso vale per V(x +y, z £ 1).

Soluzione E. 96 La base di Grobner ridotta rispetto all’ordinamento lex
con x>y>z>t &G ={a?—zt,y— zt,2t* —t}.

1. Avremo allora VI = /(22 — 2t,y — 2t,t) N /(22 — zt,y — 2t,2t — 1) =
(x,y,t)N(x+1,y—1,z2t—1)N(x — 1,y — 1,2t — 1) che, essendo primi, de-
terminano le componenti irriducibili di V(I), dato che, con C algebricamente
chiuso, I(V(.J)) = V/J.

2. Dato che, rispetto all’ordinamento fissato, It(f) = at & Lt(I) = (22, y, 2t?),
avremo che f & I.

Soluzione E. 97 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lessicografico con x >y >z e {v+y+2— 1L,y +yz —y+ 22— 2}
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1. Per T.71, dim¢ C[z,y, 2]/I ¢ infinita, dato che l'ideale iniziale di I non
contiene una potenza pura della z.

2. Sappiamo che V(I)N'V(z—1) = V(I,z—1); dato che (z +y+2—1,> +
yz —y+ 22 —2,2—1) = (z + y,y* 2 — 1), avremo che la varietd cercata &

{(0,0,1)}.

Soluzione E. 98 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lessicografico con & > y > z & {xy + 2%, 2% + y22,y* — 22, 21}

1. Dal teorema di eliminazione T.52 discende subito che I; = (y* — 2%,2%) e
I = (%),

2. Dato che V(I) = {(a,0,0),a € C} e V(I;) = {(0,0)} si hache m(V(])) =
V(L)

Soluzione E. 99 Per calcolare J usiamo l'ordinamento lessicografico con
z >t > x > y. La base di Grobner ridotta di I rispetto a questo ordinamento
e

G={z—a2*t*—a,te—yty— 22> —y*
e quindi, per T.52, J = (2 — 3?).
Dato che GG contiene polinomi monici in ¢ e z il teorema di estensione T.65
garantisce che ogni elemento di V(.J) si estende ad un elemento di V(7).

Soluzione E. 100 Dato che I C J & sufficiente vedere che y322—1y3—1%z € I.
Calcolando la base di Grobner di I rispetto all’ordinamento lessicografico con
x>y > zsitrova che I = (22 —y? —yz, 0y — v°2,9°2% — ® —y%2) = J.
Dato che C e algebricamente chiuso, sappiamo dal Nullstellensatz T.68 che
I(V(I)) = V/T; quindi ¢ sufficiente verificare se I & radicale. Fattorizzando
I'ultimo polinomio della base di Grobner si ha y?(y2%2 —y — z) € I; dato che
y?2% ¢ Lt(I) possiamo allora concludere che y(yz*> —y — 2) € VI \ I, e che
I CI(V()).

Soluzione E. 101 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lessicografico datoda z >y > z e

G={z+y+z9y"+yz+222° -1}
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1. Notiamo che « € una radice terza primitiva dell’'unita, e dunque o - @ =
a-ao? = o = 1. Pertanto ¢ immediato verificare che insieme delle 6
permutazioni di (1, a, @?) & contenuto in V(I).

Inoltre, dato che Lt(I) = (z,9?% 2%), per T.71 I & zero-dimensionale e, per
I’Osservazione 3.3, | V(I)| < dim¢ Clz, y, z]/1 = 6. Quindi | V(I)| =6 e V()
e 'insieme delle permutazioni prima descritte.

2. Per il punto 1 e I'Osservazione 3.3, dimy(A/+/1) = dimg (A/I) = 6, quindi
Lt(v/T) = Lt(1) e I & radicale.

Soluzione E. 102 1. La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordina-
mento lex conx >y >ze{r+y+2+1,(z+1)(y+ 2)(y + 1)}. Pertanto
V(I) non ¢ finita per T.71.

2. Dal momento che VI = (z+y,z+1)N(z+1,y+2)N(z+2z,y+1) e questi
ideali sono primi, V(I) = V(z+y, 2+ 1)UV (z+ 1L,y+2)UV(z+2,y+1) ¢
una decomposizione in varieta irriducibili dato che il campo e algebricamente
chiuso.

Soluzione E. 103 1. Scegliamo 'ordinamento lessicografico con = > y > z;
la base di Grobner ridotta di I rispetto a questo ordinamento e

G={2>+v* —yzayz —x,y(y — 2)(yz — 1)},

2. I¢ ¢ il primo ideale di eliminazione di I, dunque J = (y(y — z)(yz — 1)).
3. Si ha

VI=V{ILy)nV(Ly—2)N/(Lyz—1) =
(w,y) NV (222022 =2y —2) N/ (@ + 97 = Lyz — 1)
Quindi Vo(I) = Vo(VI) D Vg(x,y), dunque Vg(I) ¢ infinita.
4. Gliideali (z,y) e /(22,222 — 2,y — z) = (x,y— 2) sono ovviamente primi.
Inoltre, si ha anche /(22 +y% — 1,yz — 1) = (2? + y*> — 1,yz — 1); infatti
Qlx,y,2]/(z* + v* — 1,yz — 1) ~ Q[y, é][x]/(:r:Q + y* — 1) & un dominio, e
quindi I'ideale (22 + y* — 1,yz — 1) & primo. Dunque

Min(7) = {(z,y), (z,y — 2), (2" +y* — Lyz — 1)}
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Soluzione E. 104 1. La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordina-
mento lessicografico con x > y > 2z > t & G = {2°t?, yt?, 2}, quindi I &
monomiale.

2. Una tale decomposizione ¢ data da I = (2%, y, 2%) N (22, 2).

3. Si ha NV(A) = v/I/I. Quindi, dal punto precedente otteniamo immediata-
mente che N'(A) = (Z,7,2) N (%, 1).

4. Dalla forma della base G si ricava immediatamente che
V(I)={(a,b,0,0) : a,b e K} U{(0,0,¢,0) : c€ K}
dunque | V(I)] ¢ finita se e solo se ¢ finito il campo K.

Soluzione E. 105 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lessicografico con & >y > z & {2% —yz, 22 — yz,y* — yz}.
1. Sia A I'anello quoziente di 1. Si ha V(I) = V(1) e

VI = \/(xQ—yz,xz—yz,y)ﬂ\/(xQ—yz,a:z—yz,y—z)

Dato che A/(x,y) ~ A/(x—z,y—2) ~ Q[z], questi ideali sono primi (distinti)
e quindi V(/) non ¢ irriducibile. Infine V(I) = V(z,y) UV (x — z,y — z) &
una decomposizione in componenti irriducibili, cf. E.95, e nessuna delle due
componenti e finita.

2.Se f eI alloraV(f) D V(VI)=V({I), ma P=(1,1,1) € V(I)\ V(f),
quindi f & V/T.

Soluzione E. 106 Dato che (a,0,0) € V(I) per ogni a € C, V(I) non ¢
finita.

Se I C (2%, y+1,z—1)allora P=(0,—-1,1) € V(z},y + 1,2 — 1) C V(I).
Dato che P non ¢ soluzione di y%2% — yz, questo non & possibile.

Soluzione E. 107 Prima di calcolare una base di Grobner G di I rispetto al-
I’'ordinamento lessicografico con x > y > z, osserviamo che l'ideale I contiene
un polinomio monico in z; riducendo gli altri generatori dati mediante questo
polinomio possiamo riscrivere I = (f; = x—y?z, fo = y>22 =2, f3 = 3ytzt—y).
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Se char K = 3, allora y € I, quindi 2 € [ e I = (1). Se invece char K # 3,
allora S(f2, f3) = —(6yz? —y). Se char K = 2 alloray € [ e [ = (z,y). Infine,
se char K # 2,3, si ottiene che G = {z — y*2,y> — 12,62% — 1}.

1. Dato che C e algebricamente chiuso, la conclusione segue direttamente da
T.71.

2. Se p = 3 allora V(I) = (), mentre se p = 2 chiaramente V (/) ¢ infinita.
Nei rimanenti casi, dato che () £ V(I) C K3, allora certamente V() ¢ finita
di nuovo per T.71.

Soluzione E. 108 La base di Grobner ridotta G di I rispetto all’ordina-
mento lex con x >y > z e

G={r+2-3z2,y"— 2"+ 1,2 —3/22° +1/2}.
1. Abbiamo che Lt(I) = Lt(G) = (z,92,2%) e B = {1,y,yz,yz% y23, 2, 2%, 2%}

e la base cercata, cf. T.50.1.

2. Riducendo p tramite G otteniamo 2y + 23 — 222 — z +4; pertanto il vettore
delle coordinate cercato e

(4,2,0,0,0,—1,—2,1).

= (22 = 1)(2* — 1) ma per

0,—1) in V(I), mentre per
(—\/Z:I:\/Lé,—\/ii) Dunque

3. L'uguaglianza non vale; infatti z* 322 + %
z = =£1 si trovano solo 2 punti (1,0, 1) e (—1,
z = i\% si trovano 1 punti (\/_ +-= i e
| Ve(I)] =6 < dimg A = 8.
4. Abbiamo che
VI=V{T (z+1)(z = 1)(22 - 1/2))
= (Lz+ )N/, z—1)N/(I,22—1/2)
=V(@—-1Lyz-—DNV(@+1Lyz+1)N/(z—2zy2+1/2,22—1/2)
e gli ideali sotto il segno di radicale sono massimali in Q[x,y, 2]; ci0 &€ imme-

diato per i primi due ideali. Per vedere che il terzo ideale ¢ massimale basta
osservare che

Qlz,y, 2]/ (x—22,y*+1/2, 22 —1/2) ~ Q[y, 2]/ (y* +1/2, 2> —1/2) ~ Q(\/ﬁ, i).
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Soluzione E. 109 1. Sia I = (f1, fo, f3). Rispetto all’ordinamento deglex
con y > x si ha che 23, y? € Lt(I), quindi X ha un numero finito di soluzioni.

[
2. Usiamo ora l'ordinamento lex con = > y. Si ha S(fi, f2) —3> vyt —r=f¢€

I. Pertanto
V(]) - V(f17f37f) - V(IVQ:) UV(]7y2 _ 1)
= V(z,y))UV(2* =32+ 1,y —1)UV(@*+3z+1,y+1),
quindi I'unica soluzione razionale & (0, 0).

3. Raffinando la decomposizione di V(I) ottenuta al punto precedente, si ha

V(I)=V(z,y) UV (x— 32\/5,3/—1) uVv (:U— 3+2\/5,y—1>

UV(:US—\/g,y—I—1> UV(Q:M,?J—Fl).

2 2

Dato che gli ideali sono tutti massimali in R[z,y], le componenti della
decomposizione di V corrispondono a punti di R? e sono irriducibili.

Soluzione E. 110 La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento
lex datoda x>z >y e {x —y,z — % y* — 1}

1. Possiamo calcolare INQly|] = (y*—1); pertanto p(y) = y*—1 ha le proprieta
richieste.

2. Per il teorema degli zeri, V¢ ((¢q,I)) = 0 se e solo se (¢,I) = 1, quindi
una condizione necessaria per appartenere a X & che ged(q(y),y* — 1) # 1.
Sicuramente y + 1 e y — 1 appartengono a X, mentre y> + 1 ¢ X. Infine,
Y =(y—1)U(y+1) non ¢ un ideale.

Soluzione E. 111 1. Per ogni + = 1,...,m, sia m; 'ideale massimale as-
m

sociato ad ay; allora I(V) = [ m,;. Dato che a; # «; per i # j, tali idea-
i=1
li sono a due a due comassimali e dal teorema cinese del resto segue che

A~ ][, A/m; ~ C™. Si verifica allora facilmente che le immagini a; € A degli
elementi e;, 1 = 1,...,m, della base canonica di C™ sono gli idempotenti
cercati, cf. T.19.
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2. Gli idempotenti di C™ sono tutti e soli i 2™ vettori con coordinate 0 o 1:
per l'isomorfismo precedente essi corrispondono agli idempotenti di A che,

m
quindi, sono tutti della forma a = Y b;a; con b; = 0 o 1 per ogni 1.
i=1

16.3 Soluzioni del capitolo 10

Soluzione E. 112 La verifica della definizione della struttura di A/I-
modulo segue immediatamente dalla definizione della struttura di A-modulo
su M, una volta provata la buona definizione del prodotto esterno: se @ = b
in A/I, alloraa—be Il eam—bm=am—bm=(a—bm=0in M/IM.

Soluzione E. 113 Segue immediatamente dalla definizione di B-modulo e
dal fatto che f & un omomorfismo di anelli, quindi, in particolare, f(14) = 1p.

Soluzione E. 11 Chiaramente per la somma non vi e nulla da verificare.
Sia I un ideale di B; allora per ogni a € A si ha al = f(a)l C I, e dunque [
e un A-sottomodulo di B.

Sia ora M un A-sottomodulo di B. Dato che per ogni b € B esiste a € A tale
che f(a) =b, si ha bM = f(a)M =a-M C M ed M ¢ un ideale di B.
Soluzione E. 115 Per ogni a,b € N: P, c € A e p € P, dalla definizione
di N: P e poiché N e un sottomodulo di M, segue immediatamente che
(a—b)p=ap—0bp € N e (ca)p=c(ap) € N.

Soluzione E. 116 1l risultato ¢ una conseguenza dei teoremi di omomorfi-
smo. Osserviamo dapprima che

~ 7(A A ~ L+ T I+ J :
IM ~1(5/5 @ /J2)—( 1)/J1€B( 2)/J2,
D A/(J2 +1) ¢ sur-
gettivo ed e facile verificare che il suo nucleo ¢ IM. Questo basta per
concludere.

inoltre 'omomorfismo di proiezione M — A/( Ji+ 1)

Soluzione E. 117 Consideriamo I’omomorfismo di A-moduli f: A — aM
definito da 1 +— al, che risulta surgettivo. Un elemento b € A ¢ nel nucleo di
[ se esolose 0= f(b)=bf(1) = bal, cioe se e solo se ab € J, i.e. b€ J: a.
La conclusione segue ora dal primo teorema di omomorfismo.
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Soluzione E. 118 Se n > m possiamo scrivere A" = A™ @ A" e conside-
rare ’'omomorfismo surgettivo fom: A" =A"p A" — A™ — A". Per
T.98, esso & un isomorfismo; dal momento che 0 = Ker(f om) D A" ™ si ha
allora che A", e dunque A, e 0.

Soluzione E. 119 Siano {my,...,m,} e {ny,...,ns} rispettivamente una
base e un insieme di generatori di M, con s < r. L’assegnazione m; — n;
perogni ¢ =1,....5s e m; —= 0 se i = s+ 1,...,r, induce per T.91 un

endomorfismo surgettivo f di M. Per T.98 f & un isomorfismo, che non &
possibile dato che mg 1 — 0.

Soluzione E. 120 Dall’ipotesi discende che N = @(M) + IN: infatti per
ogni n € N esiste m € M tale che p(m) = m, dunque n = ¢(m) + h, con
h € IN e laltra inclusione ¢ ovvia. Allora vale anche N = (M) + I(o(M) +
IN) = p(M)+I*N, dato che Io(M) C o(M). Tterando n volte, ove n & tale
che I" = 0, si ottiene N = (M) + I"N = ¢(M) e quindi ¢ ¢ surgettivo.

Soluzione E. 121 Sia B ={ey,...,e,} la base canonica di A™.

1. E Desercizio E.118. Equivalentemente si puo osservare che f surgettivo
implica che f(B) € un insieme di generatori di A™; da E.119 segue allora che
m > rank A" = n.

2. Supponiamo per contraddizione che m > n e consideriamo 'omomorfi-
smo di inclusione i: A" — A™ dato da (ay,...,a,) — (a1,...,a,,0,...,0).
Allora ¢ = io f € End4(A™) e, per T.94, esistono a; € A tali che
o +ap_10" -+ ap+ag = 0. Possiamo supporre che tale k sia minimo e
in tal caso osserviamo che ag # 0, altrimenti ¢(@* ' +ap_10* 2+ -+a;) =0
e liniettivita di ¢ implica " ! + aj_1¢* "2 + -+ + a; = 0 che contraddice la
minimalita di k. Valutando in e, otteniamo (" +as_10* 1+ - - +a10)(em) =
—age,,, ma, per come abbiamo definito ¢, (©F + ap_10" 1 4+ - + a10)(en)
deve avere ultima coordinata 0, contraddizione.

3. Segue direttamente da 1 e 2.

Soluzione E. 122 1. Per assurdo, se esistesse un isomorfismo ¢ : M/N —
M allora p o : M — M/N — M sarebbe un endomorfismo surgettivo e
quindi iniettivo, e dunque N C Ker(y o ) = 0, che & contro le ipotesi.
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2. Consideriamo M = K{z;: ¢ € NJ, un anello di polinomi in infinite variabili
a coefficienti in un campo K, come K-modulo, esia 0 # N = (x¢) C M; allora
@: M — M/N ~ Klz;: i € N,] definito da ¢(z;) = x;41 € un isomorfismo
di K-moduli.

Soluzione E. 123 1. Se M ~ A/m, che & un campo, allora M & semplice.
Viceversa, sia 0 # m € M e sia f: A — M l'omomorfismo definito da
1 — m; allora 0 # f(A) € M ¢ un sottomodulo di M diverso da 0, e
quindi, dato che M & semplice, si ha f(A) = M, ovvero f & un omomorfismo
surgettivo. Quindi M ~ A/ Ker f. Infine, dato che a ogni ideale proprio che
contiene strettamente Ker f corrisponderebbe un sottomodulo non banale di
M, Ker f ¢ necessariamente massimale.

2. Si ha Kerp € M e Imp C N; dato che M & semplice, si ha Kerp = M e
in tal caso ¢ e 'omomorfismo nullo, oppure Ker o = 0 ossia ¢ ¢ iniettivo. In
questo caso 0 # Im ¢ e quindi si deve avere Im p = N.

3. Dal punto 1 segue che o M = 0, e la tesi ¢ banale, oppure M ~ A/m, per
qualche ideale m massimale; quindi J(A) C m = Ann M, come richiesto.

Soluzione E. 124 Sia M un modulo semplice; allora, per ogni m € M il
sottomodulo ciclico (m) € M & nullo o & tutto M. Viceversa, supponiamo
che M sia ciclico generato da un qualunque elemento diverso da zero, e sia
0 # N C M un sottomodulo di M. Per ogni 0 # n € N avremo per ipotesi
che (n) = M, e quindi N = M, come volevamo.

Per quanto appena visto, cerchiamo gli Z-moduli ciclici per cui ogni ele-
mento non nullo ¢ un generatore; pertanto i moduli cercati sono tutti e soli
della forma Z/(p), con p primo.

Soluzione E. 125 Proveremo dapprima che M = pM & ¢M e in secondo
luogo che N =qM e P =pM.

Siano dunque x,y € Z tali che xp + yq = 1; allora, per ogni m € M, si
ha che m = (zp + yq)m = p(xm) + q(ym) € pM + gM. Inoltre, vale che
pM N gM = 0. Infatti, se m € pM N gM, dato che Ann M = (pq), avremo
Annm 2 (q) + (p) = (1) e quindi m = 0.

Proviamo ora che gM = N. Dato che M = (m) € uno Z-modulo ciclico
e N C M, anche N ¢ ciclico e N = (n) = (am) per qualche a € A. Dalle
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relazioni apm = pn = 0 segue che ap € Ann M = (pq); di conseguenza,
= bg € (q) per qualche b € A. Per quanto appena detto avremo che
N C gM. Dimostriamo I'inclusione opposta: dato che Ann N = (p), si deve
avere che (b,p) =1 (perché 7), e quindi esistono ¢, d € Z tali che cb+dp = 1.
Moltiplicando per gm, si ottiene gm = cbgm = cam € N, come volevamo.
Ragionando in maniera analoga si dimostra anche che P = pM.

Soluzione E. 126 Dimostriamo il primo isomorfismo, il secondo si dimostra
in maniera del tutto analoga. Definiamo

& : Hom (M, P) @ Homyu(N, P) — Homu(M @ N, P)
come D(p1,P2) = Ay, pyy CON Ay, (M, 1) = (91(M), p2(n)); definiamo inoltre
Y : Homa(M & N, P) — Homy (M, P) & Hom (N, P)

come ¥(¢) = (Yjar, Yyv)- E facile verificare che sono due omomorfismi, uno
inverso dell’altro.

Soluzione E. 127 1. Per ogni f € Homz(Q,Z) e per ogni § € Q si ha
f (%) = af (%), e quindi sufficiente controllare quali sono i possibili valori
f(3)- Dato che bf (3) = f(1) per ogni b € Z\ {0}, f(1) & divisibile in Z
per ogni b # 0, cioe f(1) = 0. Quindi f (3) = 0 per ogni b € Z \ {0} e di
conseguenza f = 0.

2. Sia f € Homgz(Z/(n),Z), allora Im f & generata da f(1). Inoltre nf(1) =
f(0) = 0 implica f(1) =0 e quindi f = 0.

3. Basta definire f(1) come la classe di + in Q/Z per ottenere un elemento
non banale di Homy(Z/(n), Q/Z).

Soluzione E. 128 Osserviamo innanzitutto che, se 7 : A — A/l ¢ la
proiezione canonica, risulta definita su A/l una struttura di A-modulo per
restrizione di scalari, ponendo ab = w(a)b = @b = ab, cf. E.113. Inoltre,
con una dimostrazione simile a E.115, e facile verificare che 0 :j3; I ¢ un
sottomodulo di M.

1. Si consideri ora la mappa @ : 0 :py I — Homu(A/I, M) definita da
®(m) = @, dove ©,,(b) = bm.
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Proviamo che @ ¢ ben definito, e cio¢ che ¢,, € Homs(A/I, M) per ogni
m € 0 :py I. Infatti, se by = by € A/I alloraby—bs € I e quindi (by—bs)m = 0,
da cui segue che ¢,,(b1) = @ (b2), ovvero la buona definizione di ¢,),.

Inol’ge, gm(b_l) + goﬁ(bz) = bym + bom = (b +ﬁ)m = gom_(bl +by) =
pm (b1 + b2) e app(br) = albym) = (abi)m = pp(abi) = n(abi), per ogni
a,by,by € A; questo mostra che per ogni tale m, ¢,, € un omomorfismo di

A-moduli, e dunque @ ¢ ben definito.

E facile verificare che @ & un omomorfismo di A-moduli. Vediamo ora che @ &
un isomorfismo: ¢ iniettivo poiché se &(m) = p,, = 0 allora 0 = ¢,,,(1) = m.
E surgettivo poiché ogni f € Homy(A/I, M) & determinato per A-linearita
da f(1), che, come prima, si verifica essere un elemento di 0 :); I; allora

D(f(1)) = ppa) = -

2. Usando il punto precedente, possiamo mostrare che I’ A-modulo 0 :3; I € un
A/I-modulo; a questo scopo basta notare che I C 0 :4 (0 :p I) = Ann(0 :y,
I) e concludere grazie a T.85.

3. Per il punto 1, basta osservare che 0 :4,; I ~ (J : I)/J. Consideriamo

la mappa J : I - 0 tayg I € AJJ definita da a — @; essa ¢ ben definita
poiché, se al C J, allora al = 04,;. Chiaramente ¢ ¢ un omomorfismo di
A-moduli; e surgettivo poiché se 0 = aiz = ar per ogni i € I, allora al C J,
i.e. a € J: I. La conclusione segue ora dal fatto che Ker ¢ = J.

Soluzione E. 129 Grazie all’esercizio precedente, e visto che I C J, dedu-
ciamo che Homy(A/I, A/J) ~ (J : I)/J = A/J, il quale ¢ un K-spazio vetto-
riale di dimensione infinita dato che, ad esempio, gli elementi di {7" |n € N}
sono linearmente indipendenti.

Soluzione E. 130 Dato che A ¢ locale, dal lemma di Nakayama discende che
mM # M dato che M e finitamente generato e M = 0. Da questo segue che
M/mM & un A/m-modulo, e quindi uno spazio vettoriale, non nullo di dimen-
sione finita ed esiste certamente una applicazione lineare f: M/mM — A/m
non nulla. Sia 7: M — M /mM la proiezione canonica; allora f o7 ¢ un
elemento non nullo di Hom4(M, A/m).

Soluzione E. 131 Ognielemento non zero di B e invertibile in K'; pertanto,
indicato con m l'ideale massimale di B, avremo mK = K. Se K fosse un



16.3 Soluzioni del capitolo 10 299

B-modulo finitamente generato dal lemma di Nakayama discenderebbe che
K =0, che non e possibile poiché B # 0.

Soluzione E. 132 Sia a € v/Ann M + I; allora esiste n € N tale che a" =
b+i,conbe AnnM e i € I. Quindisi haa"M = (b+i)M =0+iM C IM,
che implica a" € Ann(M/IM) e quindi che a € \/Ann(M/IM).

Viceversa, sia a € v/Ann(M/IM), e sia k € N tale che a* € Ann(M/IM);
pertanto a*M C IM. Consideriamo allora ’endomorfismo ¢: M — M,
definito da ¢(m) = a*m. Abbiamo ¢(M) = a*M C IM e quindi, dato che
M e finitamente generato, possiamo applicare il teorema di Cayley-Hamilton,
cf. T.94, per ottenere n € N e ay,...,a,_1 € I tali che

O+ an_ 10"+ .+ ag=0.

Se indichiamo con b = a* + a,,_;a*™ Y + . + q;dF + ag, si ha allora che
bM = 0, ossia che b € Ann M. Inoltre, a** = b — Z?:_ol a;a® e dato che
I'ultima sommatoria ¢ un elemento di I, otteniamo che a € vAnn M + I,
come volevamo.

Soluzione E. 133 Sia {ay,...,a,} un insieme di generatori di N'(A); allora
esiste r; € N tale che a;’ = 0 per ogni ¢ = 1,...,n. E facile verificare che
esiste s € N tale che N'(A)* = 0. Ora, dato che N(A)M = M, avremo anche
che 0 = N(A)*M = M, come volevamo.

Soluzione E. 134 Siano A = K|x;: i € N] un anello di polinomi in infinite
variabili a coefficienti in un campo K e I C A l'ideale I = (23, 23 — xg, 23 —
T1 .o, T = T, ).

E immediato verificare che N(A4/I) D (7;: i € N), dato che Zg € N(A/I) e
T2 =1 per ogni ¢; inoltre K non ha nilpotenti non banali, e dunque vale
anche 'altra inclusione.

Notiamo che N'(A/I)? = N(A/I) e ricordiamo che N'(A/I) C J(A/I): dun-
que ’A/I-modulo M = N(A/I) # 0 fornisce il controesempio cercato a T.95,
IT forma.

Soluzione E. 135 Chiamiamo f;: M; — M, gli omomorfismi della prima
riga e g;: N; — N;.1 quelli della seconda.
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1. Sia mg € Mj tale che az(ms) = 0 e verifichiamo che mg = 0. Avremo
che 0 = ag(mg3) = gs(as(ms)) = as(f3(ms)), e dall’iniettivita di ay discende
che m3 € Ker f; = Im fy; pertanto esiste my € My tale che fo(my) = mg
e ga(ae(ma)) = asz(fa(my)) = 0. Ne segue che ay(my) € Kergy, = Im gy,
pertanto esiste ny € Nj tale che g1(ny) = as(ms). Poiché a; & surgettivo,
esiste my; € M tale che aj(my) = ny. Inoltre, as(fi(mq1)) = gi(ar(my)) =
as(msy) e quindi per 'iniettivita di ap avremo che my = fi1(mq). Infine, m3 =
fa(msa) = fo(fi(mq)) = 0, come volevamo.

2. Sia ng € Nj; allora g3(n3) € Ny e, dato che oy e surgettiva, esiste my € My
tale che 054(77”64) = gg(ng). Adesso &5(f4(m4)) = g4(oz4(m4)) = 94(93(713)) = 0,
e aj iniettivo implica fy(m4) = 0. Quindi my € Ker f; = Im f3 e possiamo
scrivere my = f3(ms) per qualche mg € Ms: da ay(f3(m3)) = gs(ag(ms))
otteniamo gs(as(ms) —ng) = as(myg)—gs(ns) = 0, cioe az(ms)—ng € Ker g3 =
Im g5 e az(ms) —n3 = go2(ng) per qualche ny € Ns. Infine ay surgettiva implica
ne = as(mse) per qualche mgo € Mye as(fa(ma)) = go(az(ms)) = as(ms) —nas,
quindi ag(ms — fa(ms)) = n3 e ag & surgettiva.

Soluzione E. 136 Possiamo provare che esiste una retrazione di f, ossia un
omomorfismo o : M — N tale che ao f = idy. Dato che (p) e (¢) sono
comassimali, avremo che p’ + ¢ = 1 per certi p',¢" € Z multipli di p e ¢
rispettivamente. Per ogni m € M, allora, m = p'm + ¢'m e osserviamo che
g(m —p'm) =¢'g(m) € qP = 0. Per 'esattezza della successione, m — p'm €
Kerg = Im f ed esiste un unico n € N tale che f(n) = m — p'm = ¢'m.
Possiamo ora definire a(m) = ¢'n. Rimane da verificare che o f = idy; a
tal scopo osserviamo che a(f(n)) = a(¢m) = ¢a(m) = (1 — p')*n = n, ove
I'ultima uguaglianza discende dal fatto che p'n € pN = 0.

Soluzione FE. 137 1. Consideriamo la successione
0—7/2) L 7/(4) L 7/(2) — 0,

ove f & definita da f(1) = 2, e ¢ = 7 la proiezione canonica di Z/(4) su Z/(2).
Allora e chiaro che f € ben definita e iniettiva e g € ben definita e surgettiva.
Il nucleo di g & dato da (2)/(4), che & anche I'immagine di f.

2. Consideriamo la successione



16.3 Soluzioni del capitolo 10 301
0—7/(2) 15 72/ @ 2/(1) 5 Z/(2) @ Z/(2) — 0,

ove [/ = (0, f) e f & la moltiplicazione -2 come al punto precedente, e ¢’ =
idz/9) ® g. Allora, ¢’ ¢ surgettiva perché le sue componenti lo sono, mentre
f' & iniettiva perché f lo &. E altresi chiaro che Im f' = 0 & (2)/(4) = Ker g/
3. Consideriamo ora un omomorfismo g : Z/(8) — Z/(2) ® Z/(2): dato che
Im g ¢ generata da ¢(1), deve essere uno Z-modulo ciclico, quindi g non puo
essere surgettiva.

Alternativamente possiamo osservare che un omomorfismo f : Z/(2) —
Z/(8) ¢ determinato da f(1) e che deve essere 2f(1) = 0. Dunque I'unico
omomorfismo iniettivo manda 1 in 4, ha per immagine (4)/(8) e per conucleo
Z./(4) e I'unica successione esatta possibile &

0 s M s P s N > 0.

Soluzione E. 138 Sian € N e g(n) = > 0, a;h;, ove {hy,...,h,} & un
insieme di generatori di P, e a; € A per ogni i. Essendo ¢ surgettiva, pos-
siamo scegliere ny,...,n, € N tali che g(n;) = h;, per ogni i. Pertanto,
g(n—=>"_an;) =0, ovvero n — > an; € Kerg = Im f. Dato un in-
sieme di generatori {ki,...,k;,} di M , le immagini dei k; formano un in-
sieme di generatori per Im f. Concludendo, possiamo dunque scrivere un
qualsiasi elemento di N come combinazione lineare degli m + p elementi
f(]{?l), ey f(km),nl, ey T

In generale N avra sistemi di generatori con meno di m + p elementi:
basti pensare alla classica successione esatta corta con M =1 C A= N, e
P = A/I, con [ ideale di un anello A.

Soluzione E. 139 Sian € N e consideriamo n = (n — f(g(n))) + f(g(n));
ora, f(g(n)) € Im f mentre n — f(g(n)) € Ker g, dato che per ipotesi go f =
idys. Inoltre se n = f(m) € Kerg, allora 0 = g(n) = g(f(m)) = m. Questo
prova che la somma ¢ diretta e conclude la dimostrazione.

Alternativamente possiamo osservare che g o f = id); implica f iniettiva e
considerare la successione esatta

f

0— M — N = Coker f — 0.
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Per ipotesi la successione spezza quindi N = M & Coker f ~ Im f & Ker g: in-
fatti una dimostrazione analoga alla precedente mostra che ke, : Kerg —
Coker f e un isomorfismo.

Soluzione E. 1/0 La successione e sicuramente esatta in M e W, basta
quindi provare 'esattezza in N e in T', ossia che Ker(go f) = Im ¢ e Im(go f)
= Ker . Dato che g ¢ iniettiva, avremo Ker(g o f) = Ker f = Im ¢, mentre
dalla surgettivita di f discende che Im(go f) = Im g = Ker .

Soluzione E. 1/1SeZ/(n) fosse uno Z-modulo proiettivo, per T.106 la suc-
cessione 0 — Z — Z — Z/(n) — 0 spezzerebbe. Per T.102, esisterebbe
allora una sezione s di 7 ovvero un elemento non nullo di Homgz(Z/(n),Z),
che non e possibile per via di E.127.2.

Chiaramente, come Z/(n)-modulo, Z/(n) ¢ libero e dunque proiettivo.

Soluzione E. 142 Per il teorema cinese del resto A ~ Z/(4)®7Z/(3) ¢ libero
come modulo su se stesso e quindi Z/(4) ¢ un A-modulo proiettivo in quanto
suo addendo diretto, cf. T.106. Per motivi di cardinalita Z/(4) 2 A", per
ogni n; pertanto non puo essere libero.

Soluzione E. 143 In A I'unico sottomodulo non banale ¢ (2)/(4) ~ Z/(2)
e non ¢ proiettivo perché se lo fosse allora sarebbe un fattore diretto di Z/(4)
e quindi si dovrebbe avere Z/(4) ~ 7Z/(2) ® Z/(2) che & assurdo. Per quanto
riguarda B gli unici sottomoduli non banali sono (3)/(6) ~ Z/(2) e (2)/(6) =~
Z./(3). Dato che Z/(6) ~ Z/(2)®Z/(3) entrambi i sottomoduli sono proiettivi.

Soluzione E. 144 1. Consideriamo la successione

0—InJ-SI1es%1+J—0

dove f(a) = (a,—a) e g(a,b) = a + b. E facile verificare che si tratta di una
successione esatta. Dato che per ipotesi [ +J = A e dunque I NJ = 1J,
possiamo scrivere

0—IJ2sTe)—A—0.

Dato che A e proiettivo la successione spezza e si ricava [ & J = IJ @ A,
come volevamo.
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2.Sia IJ = (d). Sed =0 allora I & J = A; altrimenti d #0 e [J = (d) ~ A
dato che A ¢ un dominio, e dal punto precedente segue che I @ J ~ A% In
entrambi i casi, I e J sono addendi diretti di un modulo libero e dunque sono
proiettivi.

Soluzione E. 145 1. Se M ~ N ~ Z, avremo f(1) = n, con n # 0. Se
n = 41, allora P = 0, altrimenti P ~ Z/(n); in ogni caso P ~ Z/(n).

Se invece P ~ 7, allora P e proiettivo e la successione spezza, e dunque
avremo 0 — M — M ®Z — Z — 0. Se M ~ Z allora N ~ Z?, se
invece N ~ Z allora N ~ P e M = 0.

2.5e N ~ Z, avremo che M = 0 oppure M =~ Z, e possiamo utilizzare quanto
visto nel punto precedente. Se P ~ Z, la successione spezza, e dunque avremo
0 — M — M&Z — Z — 0, con M qualsiasi. Se infine M ~ Z, nulla
di rilevante si puo dire sulla successione senza ipotesi aggiuntive.

3. Nell’analogo della prima parte del punto 1, i.e. con M ~ N ~ A si ha
ancora f(14) = a # 0. Dunque a € A* implica P = 0, altrimenti P ~ A/(a);
in ogni caso P ~ A/(a). Nel resto delle dimostrazioni abbiamo utilizzato i
seguenti fatti: Z ¢ uno Z-modulo proiettivo e un sottomodulo di Z ¢ nullo o
isomorfo a Z. Entrambi questi fatti sono validi anche per un qualsiasi PID
A, cf. T.108, quindi anche le dimostrazioni restano valide.

Soluzione E. 146 1. Ogni elemento di M, si puo scrivere come m = (m —
w(m))+p(m), quindi M = (idy —¢)(M) + p(M), e questa somma ¢ diretta,;
infatti se n = p(m1) = mo — p(msa) € (M) N (idy — ¢)(M), allora si ha
n = ¢’ (m1) = p(ma) — p(m2) = 0.

2. Dato che M e finitamente generato esiste n € N e un omomorfismo ¢ :
A" — M surgettivo.

Se M e proiettivo allora esiste una sezione o: M — A" tale che goo =
idys. Definiamo f : A" — A" come f = o0 o g. Questo € un omomorfismo
e f2=00gooog = f. Inoltre f(A") = o(g(A")) = o(M) ~ M, ove
I'isomorfismo e dovuto al fatto che o e iniettiva.

Viceversa, supponiamo che esista f € End4(A") tale che f2 = f e f(A") ~
M; allora per il punto 1 A" ~ f(A™) @ (idn — f)(A") ~ M & (ida» — f)(A").
Allora M ¢ addendo diretto di un modulo libero e quindi e proiettivo.
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Soluzione E. 1/7 Sia A un campo; allora ogni A-modulo € uno spazio vet-
toriale e ogni successione esatta di spazi vettoriali spezza, quindi ogni A
modulo e proiettivo.

Viceversa, sia 0 # a € A; consideriamo la successione esatta

0— AL A > A/(a) — 0

dove f = -a e iniettiva poiché A e un dominio. Per ipotesi la successione
spezza quindi esiste g: A — A tale che go f = id4. Pertanto, 1 = g(f(1)) =
g(a). Dato che g & un omomorfismo di A-moduli, 1 = g(a) = ag(1) e quindi
a € invertibile in A e A € un campo.

Soluzione E. 148 1. Dall’ipotesi discende subito che M/N e M'/N’ sono
liberi e dunque proiettivi. Pertanto le successioni in questione spezzano.

2. Dal punto 1 segue che M ~ N & M/N e M' ~ N' @ M'/N'. Dato che
N~ N'e M/N >~ M'/N' si ha anche M ~ M’ come volevamo.

Soluzione E. 149 1. E facile vedere che A/I ~ A/J ~ 7/(3), che & un
campo. Pertanto I e J sono ideali massimali; se I = J, avremmo 1 € I,
che non & possibile. Sia ora a = a + by/—5 € A un elemento che verifica
() = I; allora |3 e a1 — /=5: indicando con @ il complesso coniugato di
« otteniamo a@|9 e aa@l6, cioé c@ = 1 oppure 3. Dato che aa = a? + 5b%,
si avrebbe che aa = 3 non e possibile e aa = 1 porta alla contraddizione
I = A. Con una dimostrazione analoga si vede che lo stesso vale per J.

2. Gli ideali I e J sono comassimali, dunque I N J = IJ. Inoltre (3) e INJ
e, d’altra parte, I.J & generato da 9, 3(1++/=5), 3(1 —+/=5) e 6, ed & quindi
contenuto in (3).

Per E.144 I e J sono A-moduli proiettivi, inoltre I @& J = A? e abbiamo gia
verificato al punto 1 che non sono principali quindi non sono isomorfi ad A.
Infine tra i generatori di I, risp. J, esiste la relazione 2 - 3 — (1 + /=5)(1 —
v/=5) = 0, dunque I, risp. J, non & libero.

Soluzione E. 150 L’implicazione “=" e immediata dalla definizione di
modulo iniettivo, dato che I’omomorfismo di inclusione I — A ¢ iniettivo.
Siano adesso M, N due A moduli con omomorfismi f : M — N iniettivo e
g: M — FE e definiamo
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S={(N',¢g): NCNeg:N — Etaleche ¢’ o f = g},

I'insieme delle coppie di sottomoduli N’ di N e omomorfismi ¢’ che esten-
dono g¢. L’insieme S non ¢ vuoto perché contiene la coppia (f(M),n) dove
n(f(m)) = g(m) per ogni m € M.

E facile vedere che S verifica le ipotesi del Lemma di Zorn rispetto all’or-
dinamento (N, ¢') < (N”,_g”) <:>_N’ C N"e gy, = ¢, e dunque ammette
un elemento massimale (N, g). Se N = N abbiamo finito, altrimenti esiste
n € N\ N e possiamo considerare in A l'ideale I = N : n. Abbiamo un
omomorfismo ¢; : I — E definito dalla composizione

1IN E

che, per ipotesi, si estende a g; : A — E e si inserisce nel seguente diagram-
ma commutativo dove le due prime mappe verticali a sinistra sono le ovvie

inclusioni
g1

T —/Jn:gm E
| | jis

A i An E.

Possiamo allora definire § : N +An — E ponendo §(7+an) = g(7) + g1(a),
per ogni m € N e per ogni a € A. La mappa g e ben definita perché se
ni+an=ny+am alloraa, —as € N :n=1¢e

§(a1n - agn) = gvl(al - az) = 91(&1 - Cl2)
= g(ain — agn) = g(nz — 1) = §(nz — 1)

quindi §(7r + ain) = §(na + aon). E facile vedere che § & un omomorfismo
e che gy = g, dunque abbiamo ottenuto la coppia (N + An,g) > (N,9)
appartenente ad .S: contraddizione.

Soluzione E. 151 1 < 2. Dato che il funtore Homy(e, F) ¢ controvariante
esatto a sinistra, dire che e esatto equivale al fatto che per ogni omomor-
fismo iniettivo f: M — N l'omomorfismo indotto f*: Homa(N, E) —
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Hom (M, E) ¢ surgettivo, e cioe che per ogni omomorfismo g: M — E
esiste un omomorfismo g: N — F tale che f*(§g) = go f = g, ovvero £ ¢
iniettivo.
3 & 4. L’'implicazione “=" ¢ ovvia.

Per il viceversa, consideriamo una successione esatta

0—E-LM—N—0

con E ~ f(F) sottomodulo di M e N ~ M/f(F). Per ipotesi esiste un
sottomodulo L di M tale che M ~ E® L: dunque L ~ M/E ~ M/f(FE) ~ N
e M ~ E® N che ¢ una delle condizioni equivalenti per lo spezzamento della
successione, cf. T.102.

1 = 3. Basta considerare il diagramma

0 E—1 sy N 0
ide| -
E

ove per ipotesi esiste g tale che go f = idg; tale g € dunque una retrazione di
f, e la sua esistenza implica lo spezzamento della successione, cf. nuovamente
T.102.

3 =1 Siano f: M — N e g: M — FE omomorfismi, con f iniettivo.
Definiamo U = (E@® N)/L, ove L ¢ il sottomodulo di U generato dalle coppie
(g(m),—f(m)) al variare di m € M, e consideriamo il diagramma

0 Y N
0 E— " -y

con ig(e) = (e,0) e iy(n) = (0,n). Per costruzione il quadrato commuta,;
inoltre ip € iniettiva: infatti se ig(e) = 0 allora esistono m; € M e a; € A tali
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che (e,0) = >_; ai(g(mi), —f(mi)) = (g(m), — f(m)), con m = 3>, aim; € M.
Dunque 0 = f(m), e liniettivita di f implica m = 0 e, di conseguenza,
e=g(m)=0.

Per ipotesi allora esiste un omomorfismo r: U — FE tale che r oip = idg e
possiamo definire g: N — FE per composizione come g = roiy. Concludiamo
mostrando che g estende g, da cui discende che E e iniettivo: per ognim € M
si ha

(go f)(m)=(ro(ino f))(m)=((roig)og)(m)=g(m),
come volevamo.

Soluzione E. 152 1. Se A € un campo, allora gli A-moduli sono spazi
vettoriali e una successione esatta di spazi vettoriali verifica ovviamente la
condizione 3 di E.151.

Alternativamente, possiamo osservare che se esiste un omomorfismo iniet-
tivo f : M — N, allora estendendo una base di f(M) ad una base di N
possiamo scrivere N = f(M) @ L per qualche sottospazio vettoriale L di V.
E dunque facile estendere g: M — F' ad un omomorfismo ¢g: N — F' tale
che g = g o f semplicemente definendo g(f(m) + ¢) = g(m).

2. In generale un modulo libero non ¢ iniettivo; consideriamo la successione
esatta
0—Z-"57Z—7Z/(n) —0

e applichiamo il funtore Homy(e, Z) per ottenere la successione esatta

0 —s Homy(Z/(n), Z) —s Homy(Z,Z) % Homy(Z,Z)

in cui (-n)* non ¢ surgettiva; infatti basta osservare che Homy(Z,Z) ~ Z e
(\n)* corrisponde ancora alla moltiplicazione per n. Quindi Homz(e,Z) non &
esatto, e per il criterio E.151.2 abbiamo allora verificato che Z non e iniettivo.

16.4 Soluzioni del capitolo 11

Soluzione E. 153 Gli A-moduli proiettivi sono liberi, cf. T.109. Un sot-
tomodulo N di M e libero anch’esso per T.108, quindi proiettivo per
T.105.
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Soluzione E. 15/ Siano mj,me € M, e a € A; allora esistono k;,ky € N
tali che p*'m; = p*my = 0. Dunque pmax{k“k?}(ml +my) =0 e p*(amy) = 0,
cioe my + mg, amy € M,

Soluzione E. 155 1. Osserviamo che e sempre vero che M, + M, C M,:
infatti, se m; € M, e myg € M, allora esistono ki, ks tali che a®'m; =
bmy = 0. Di conseguenza, (ab)™F%2)(m; + my) = 0.Visto che M, ¢
finitamente generato per T.108, esiste un intero k tale che (ab)*M,, = 0, e dal
fatto che ged(a®, %) = 1, segue che esistono s,t € A tali che sa® +tb* = 1.
Poniamo ora ¢ = tb* e d = sa*. E immediato verificare che:

- My © M, e dMgy C My;

- cMy,=0-¢e dM, =0;

- emy = (c+ d)m, = m, per ogni m, € M, e dmy = (c+ d)my = m; per
ogni my € M.

Quindi, se m € My, siha m = 1-m = (c+d)m € M,+ M. Abbiamo pertanto

concluso che M., = M, + M,. Inoltre, la somma e diretta: se m € M, N M,

allora m = (c+d)m = 0.

2. Per quanto visto sopra la moltiplicazione per c, rispettivamente per d, e la

proiezione di M, su M,, rispettivamente su M.

3. Sia My, = (m); dal punto 2 discende allora che M, & generato da cm e
M, da dm.

Viceversa, se M, = (m,) e M, = (my), sia m = m, + my; allora, m, =
cm € M, e my =dm € M, da cui segue che My, O (m). Preso poi m’ € My,

avremo che
! __ / ! __
m' =cm’' +dm’' = fm, + gmy

= fem + gdm = (fe+ gd)m,
per qualche f,g € A.

Soluzione E. 156 Per ipotesi M ~ A/(d), con d ¢ A* U {0}. Osserviamo
che M coincide con la sua d-componente M. Sia dunque d = H?lefi la
decomposizione di d in fattori irriducibili, ognuno contato con la sua molte-
plicita. Allora, per E. 155, M = My = &}, M, = ®}_; M, e dato che M, ¢
ciclico e p;-primario, per ottenere la conclusione basta porre M; = M e per
ogni 1.
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Soluzione E. 157 1. Siano {m, : a € A} una base di M, 0 # m =
Y aes@aMq € M e a € A tali che am = 0; allora ), aa,mq = 0, che
implica aa, = 0 per ogni a. Dato che almeno un a, € non nullo e A & un
dominio, deve essere a = 0. Abbiamo percio mostrato che in M non ci sono
elementi di torsione non banali.
2. Segue immediatamente da T.118.2.
3. Consideriamo A = K|z, y|, con K campo, che ¢ UFD ma non PID; l'ideale
I = (x,y) ¢ finitamente generato e libero da torsione ma non libero.
Consideriamo poi Q che € uno Z-modulo non finitamente generato e senza
torsione; @ non e libero, perché ogni coppia di elementi di Q e linearmente
dipendente su Z.

Soluzione E. 158 Chiaramente M ~ Coker f; calcoliamo quindi la forma di

1 1 1 100
: : -3 1 1 : 020 :
Smith della matrice 1 —3_al che risulta 004 | da questa deduciamo
1 3 1 000

che M ~Z&Z/(2) ®Z/(4).

Soluzione E. 159 La forma di Smith della matrice associata a ¢ rispetto
alle basi canoniche e

100 0

010 0 .
00x 0 ’
0002%(z—1)

da cid segue che Cokerp ~ 0 & 0 @ Qlx]/(z) ® Qlx]/(z?) ® Q[z]/(x — 1),
ove l'ultimo isomorfismo ¢ dovuto al fatto che gli ideali (%) e (z — 1) sono
comassimali. Pertanto, Coker p ~ Q @ (1,2)g @ Q e dimg Coker ¢ = 4.

Alternativamente, se di,ds, ds, ds sono i fattori invarianti nella forma di
4
Smith della matrice M che rappresenta ¢, si ha che Coker ¢ ~ @ Q[z]/(d;);
i=1
da cio si desume che dimc¢ Coker p = " degd; = deg(d; - - - dy) = 4.
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Soluzione E. 160 La matrice che rappresenta ¢ rispetto alle basi canoni-
624

che e [ 0a4 | . Dopo eventuali semplificazioni, calcolando gli ideali 4; dei
222

determinanti dei minori ¢ X ¢ si ottiene:
-sea=2k+1 A= (1), A2 =(2) e A3 = (4(a — 8)), da cui segue che
di = 1,dy = 2,d3 = 2(a — 8) e che Cokery ~ Z/(2) & Z/(2a — 16); quindi
per ogni a dispari Coker ¢ ¢ finito.
-se a =2k A = (2), Ay = (4) e A3 = (4(a — 8)), da cui segue che
di =dy=2,d3 =a—8eche Cokerp ~Z/(2)DZ/(2) ®Z/(a—8). In questo
caso Coker ¢ e finito per ogni valore di a # 8.

In conclusione Coker ¢ e infinito solo se a = 8.

Soluzione E. 161 Avremo A; = (ged(a,b,c)) , Ay = (ged(a?, ab, b* — ac))
e Ay = (a3).
1. Coker ¢ ha al piu due generatori se e solo se d; = 1, e cio accade se e solo
se Ay = (1).
2. Coker ¢ e ciclico se e solo se di = dy = 1. Se ged(a,b) = 1 allora
ged(a,b,c) =1 e ged(a?,ab) = a , e quindi Ay = (1) e Ay = (a,b*) = (1), da
cul d1 = dg = 1.

Viceversa sia k = ged(a, b); allora si ha che k| ged(a?, ab,b* — ac) = dy = 1
e quindi £ = 1.

Soluzione E. 162 Con alcune operazioni elementari possiamo ridurre la
a 00

matrice e ottenere | =360 | ; avremo allora A; = (a,3), Ay = (3a,9) e
033

Ag = (180,)

1. Sicuramente affinché Coker ¢ sia finito si deve avere che dy, do, d3 # 0. Dato

che A1 D (3) #0 e Ay D (9) # 0 cio equivale a A3z # 0 e questo accade se e

solo se a # 0.

2. Abbiamo che d; = 1 se ged(a,3) = 1 e d; = 3 altrimenti. In questo ultimo
caso, sicuramente Coker ¢ non ¢ ciclico. Se invece ged(a,3) = 1 otteniamo
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che Ay = (3a,9) = (3(a,3)) = (3) e quindi anche in questo caso Coker ¢ non

e ciclico.

Soluzione E. 163 Studiamo la forma di Smith della matrice A le cui colonne
03 3

sono i vettori my, mg, ms, ossia A = | a3 —1| . Abbiamo A; = (1), da cui
b0 0O

dy =1, Ay = (b,3a,12), A3 = (12b). Quindi M eé finito se e solo se b # 0.

Inoltre, M ¢ ciclico se e solo se Ay = (1). Dato che ged(b,3a,12) =

ged(b,3ged(a,4)) = ged(b, 3) ged(b, ged(a,4)) dovremo avere che b # 0

mod 3, e ged(b,ged(a,4)) = 1; se a & dispari la condizione ¢é verificata.

Altrimenti ged(a,4) = (2) oppure ged(a, 4) = 4.

In conclusione M ¢ ciclico se e solo se

- b# 0 mod 3 e a dispari, oppure
- b# 0 mod 3, a pari e b dispari.

Soluzione E. 164 La forma di Smith della matrice le cui colonne sono i
200

vettori my,mesemge | 040
008
Pertanto risulta M ~ Z/(2) ®Z/(4) & Z/(8), e quindi Ann M = (8) C Z.

Soluzione E. 165 Dato che det A = 28 le forme di Smith di A hanno sulla
diagonale 1, 1, 28 oppure 1, 2, 14; analogamente, da det B = 7, deduciamo che
la forma di Smith di B e individuata dai valori diagonali 1,1, 7.
Analogamente, dal momento che il det D = det Adet B = 196 le possibili
forme di Smith per D sono le seguenti. Le scriviamo insieme alle matrici A e
C' con le quali le realizziamo, con B = diag(1,1,7).

- Dy =diag(1,1,1,1,1,196), con A = diag(1, 1,28), C' = diag(0,0, 1);
- Dy = diag(1,1,1,1,7,28), con A = diag(1,1,28), C' = 0;

- D3 = diag(1,1,1,1,2,98), con A = diag(1,2,14), C' = diag(0, 0, 2);
- D, = diag(1,1,1,1,14,14), con A = diag(1,2,14), C = 0.
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Soluzione E. 166 La matrice delle relazioni tra gli elementi di M e data

3 21 100
da | 0 =2 4], che ha forma di Smith {01 0 |. Quindi M ~ Z/(14) e i
1 12 0014

possibili ordini degli elementi di M sono 1,2,7 e 14.

Soluzione E. 167 Dato che M ¢ uno Z-modulo finitamente generato, segue
da T.118.2 che M ~ Z" & T (M), con r > 0 e T (M) di torsione. L’ipotesi
implica pero che M e tutto di torsione, e dunque r = 0. Dal I teorema di
struttura T.116 segue allora che M = & Z/I;, ove I; # 0 per ogni i e
I; = 0 : m;, per certi elementi m; € M, si veda la dimostrazione di T.116.
Supponiamo che Iy = -+ = I, =Z e I;.1 C Z. Se s = n, allora AZ" = 7",
quindi A e invertibile con determinante +1 e M = 0. Se invece s < n allora
(1) # I; O (pm,) per ogni i = s+ 1,...,n. Dato che i p,,, sono primi, essi

generano ideali massimali, per cui I; = (py,,), ¢ = s+ 1,...,n. Inoltre I;, C I}
per ogni h > k, pertanto avremo necessariamente che I; = I ;11 = (pm,,,) per
ognii=s+1,...,r. Sia allora p = p,,,, .

Dimostriamo la seconda affermazione, che chiaramente implica la prima. A
questo scopo basta ora osservare che la matrice A ha determinante associato
a quello della sua forma di Smith D e che, per quanto discusso sopra, det D =
p" ¥ #£0,conn—s<n.

Soluzione E. 168 Ricordiamo che K[z, y] ¢ un K[z]-modulo per restrizione
di scalari tramite 'omomorfismo di immersione K[z] — K[x,y]. Questa
struttura ne induce una naturale su A, che ne e quoziente.
Sia g = y> — ay® —y + x.
1. Si osserva che A & generato come K |[x]-modulo da 1,7, 7.
Se scriviamo un generico elemento f(z,y) di K|z,y| ~ K[z]ly] come f(z,y)
= po(x) + pr(x)y + pa(2)y?® + p3(z)y® + ..., usando la relazione § = 0 in
A possiamo scrivere f = Z?:o pi(z)y', per certi p. € Klz] e cid mostra
I’affermazione.

Alternativamente possiamo argomentare dicendo che, dato che g € monico
in y, effettuando la divisione di un generico polinomio f per g, otteniamo
[ =qg+r, con deg,r < 3. Pertanto, in A avremo che f=7rec(1,7, ?)K[m].
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2. Da ora in poi per semplificare le notazioni omettiamo le barre per le classi
di equivalenza. Siano B = K[z,y]/(g) e h = 2> — xy + x — y; allora si
ha che A ~ B/(h) e che B ¢ un K|x]-modulo libero con base {1,y,y*}.
Sia f: K[z]> — B l'omomorfismo di K[z]-moduli definito da f(e;) = h,
f(es) = yh e f(e3) = y*h; allora Im f = (h,yh,y*h)p, quindi Im f C (h).
D’altra parte se s € (h), allora s = p(z,y)h per un certo p(z,y) € B; dunque
p(x,y) = ao(z) + ay(x)y + az(x)y? e di conseguenza s € Im f. Da questo
deduciamo che A ~ B/(h) = Coker f.

La matrice che rappresenta f rispetto alla base {1,y,y*} ¢ data da

2+ 0 2?4z
—r—12*>+2 —x—1
0O —zz—1 0

Calcoliamo A; = (z + 1), Ay = (z + 1)? e Az = (0); possiamo concludere
dunque che dy = dy =+ 1, d3 = 0 e di conseguenza A ~ K* @ K|z].

Soluzione E. 169 Consideriamo ¢: Z3> — M data da ¢(e;) = m;, i =
2 10 6

1,2,3; allora M ~ Z3/ Ker ¢. Sia | —4 —6 —12 | la matrice delle relazioni tra
-2 4 a

i generatori di M; riducendola con alcune operazioni elementari di riga e di
20 0

colonna consentite, cf. Osservazione 4.10, otteniamo la matrice [ 014 0

006+a
Da questa deduciamo la forma di Smith associata e la rappresentazione di M

come somma diretta di moduli ciclici, al variare di a € Z:
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20 0 20 0
014 0 02 0
006+a 007(6+ a)
. a=0 mod 2
a =8 mod 14 a1 mod7

M~Z/2)®Z/(14) B Z/(a+6) | M~Z/2)®Z/(2)BZ/T(a+6)

10 0 10 0
014 0 02 0
00 2(6+a) 0014(6 + a)
a=1 mod 2 a=1 mod 2
a=1 mod?7 a1 mod?7
M~Z/(14) & Z/2(a + 6) M~7/(2)®7Z/14(a + 6).
L’unico caso in cui Ann M = 0 si ha per a = —6.

Soluzione E. 170 G1 e G5(a) sono gruppi abeliani finitamente generati,
quindi rappresentabili come somma diretta di gruppi ciclici, e sono isomorfi
se e solo se tale rappresentazione e la stessa per entrambi. Consideriamo la
matrice

20 —4612

2-2 4 414
A= 11 =311 )’

3 3 —15921

abbiamo allora che G; ~ Coker ¢, ove 9: Z°> — Z* ¢ 'omomorfismo asso-
ciato ad A rispetto alle basi canoniche. Calcolando la forma di Smith di A si
ottiene la matrice
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10000
02000
00600 "’
00000

da cui discende che Gy ~Z/2 ® Z/6 & Z.
Calcoliamo ora la forma di Smith associata alla matrice

2 a—2
B = 8 621,
-4 4

che rappresenta ¢, e dunque Go(«). I fattori invarianti di B devono essere
2,6,0. Dato che A3(B) = (det B) = (36a), 'unico valore possibile ¢ o« = 0.
Per o = 0 si ha anche Ay(B) =2 e Ay(B) = 12, da cui segue che d; = 2,dy =
6; pertanto G ~ G5(0).

Soluzione E. 171 Una forma di Smith della matrice A — x/ ¢ una matrice
diagonale D = diag(dy,...,dg), ove di|ds|---|dg e dy---dg = (x — 1)*(x —
2)%(2? + 1). Dalle condizioni di divisibilita e dal fatto che deg(pa(z)) = 6,
segue che (22 + 1) deve essere un fattore solo di dg, che di = dy = 1, che
a + 8 = 4 e che le molteplicita ; di (z — 1) come fattore di d; devono
soddisfare le seguenti relazioni

VBEYUF BV =a e BV S %
quindi le possibili 4-uple (v3, V4, V5, ¥6)a SONO
(0,0,0,0)0, (0,0,0,1)1,(0,0,0,2)2,(0,0,1,1)9,(0,0,0,3)s,
(0,0,1,2)3,(0,1,1,1)3,(0,0,0,4)4, (0,0,1,3)4,(0,0,2,2)4,
(0,1,1,2)s e (1,1,1,1)..

Le 4-uple per le molteplicita di (z—2) sono analoghe. Per determinare la forma
di Smith dobbiamo considerare tutte le coppie di 4-uple per cui o + 5 = 4.
Sea=0e [ =4oppure a =4 e =0, abbiamo 5 possibili forme di Smith,
tante quante le 4-uple con ultima coordinata 4.

Sea=1e =3 oppure @ =3 e =1, abbiamo 3 possibili forme di Smith.
Infine se @ = = 2 abbiamo 4 forme di Smith, esattamente
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- diag(1,1,1,1,1, (z — 1)*(z — 2)*(2* + 1));

- diag(1,1,1,1,(z — 1), (x — 1)(z — 2)*(2® + 1));

- diag(1, 1,1, 1, (z = 2), (& — 1)*(z — 2)(2* + 1));

- diag(1,1,1,1, (z — 1)(z — 2), (z — 1)(z — 2)(2* + 1)).

Soluzione E. 172 Abbiamo M ~ Coker ¢, dove ¢: Z3 — Z* & 'omomor-
fismo rappresentato dalla matrice

3al
03b
003
000

Per calcolare la forma di Smith di A consideriamo gli ideali A; = (3,a,b) =
(1), Ay = (9, 3a,3b,ab), Az = (27).

Se (3,ab) =1 allora Ay = (1), A3 = (27) quindi M = Z S Z/(27) e T(M) =
Z](27).

Se invece (3, ab) = 3 allora, Ay = (3), A3 = (27) quindi M = ZSZ/(3)BZ/(9)
eT(M)=7Z/3)®Z/9).

220

Soluzione E. 173 1. Consideriamo la matrice | 2a4 | e calcoliamo Ay =
a2

(ged(2,a)), As = (ged(4,2a,a?)) e Az = (4(2 — 3a)). Otteniamo allora due

casl:

10 0
i) se ged(2,a) = 1, la forma di Smith ¢ [ 01 0 , quindi M ~
004(2 — 3a)
2)(4(2 - 30));
20 0
ii)se ged(2,a) # 1, la forma di Smithe | 02 0 ,quindi M ~ Z/(2)&®
00(2—3a)

7)(2) ® Z/(2 - 3a).

2. Affinché esista ¢ € Homy(Z/(7), M) non nullo, in entrambi i casi, per
E.126 ed E. 128.3, si deve avere 2 —3a =0 mod 7, cioe a =3 mod 7.
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Soluzione E. 17/ Si ha M ~ Coker f, dove 'omomorfismo f : Z3 — Z3

2 1 1 100
e associato alla matrice | —1 -3 1 |, la cui forma di Smithe [ 01 0 |. Da
0 0 —a 00 da

cio segue che M ~ Z/(5a).
1. Se a = 3 possiamo definire ¢ : Z/(20) — Z/(15) ponendo ¢(n) = 3n.

2. Si ha che Homy(Z/(20), M) ~ Homy(Z/(20),Z/(5a)) ~ ((5a) : (20))/(5a).
Pertanto, se a = 0 allora Homy(Z/(20),7Z) = 0; altrimenti a # 0 e

Z/(5) se ged(a,4) =1;
Homy(Z/(20), M) ~ < Z/(10) se ged(a,4) = 2;
Z/(20) se ged(a,4) = 4.

Soluzione E. 175 Sia p: Z3 — Z3 'omomorfismo definito da ¢(e;) = m;,

con i = 1,2,3; allora M ~ Z3/ Ker ) ~ Coker . La matrice che rappresenta
200

¢ rispetto alle basi canoniche ¢ |4 a 4 |. Allora Ay = (ged(2,a,b)), Ay =
6 2a 6

(ged(2a, ab,4(b—2))) e Az = (2a(2 —b)). Per E.124, per avere M semplice ¢

necessario e sufficiente che sia d; = dy = 1 e d3 primo, cioe ged(2,a,b) = 1,

ged(2a,ab,4(b—2)) =1 e 2a(b—2) = +2. Dunquea==+leb=10 3.

Alternativamente, riducendo con operazioni elementari consentite, cf. Os-

20 0
servazione 4.10, otteniamo [ Oa 0 ; quindi, per E.124, M e semplice se
00b—2

esolose M ~7Z/(2)seesolosea=+1leb—2==1.

Soluzione E. 176 Calcoliamo una base di Grobner G, rispetto all’ordina-

mento lessicografico con z >y > z, di I, e otteniamo G = {z + > — yz,y* —

Y’z + 1},

1. Risulta allora A ~ K|[2][y]/(y*—y?2+1), che & generato come K [z]-modulo
da (1,7, 7 7°).

2. Dato che 1, ¥, ¥%, ¥° sono indipendenti modulo I, essi sono una base e
quindi A ~ K[z]%.
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Soluzione E. 177 1. La base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordina-
mento lessicografico con x > y > z ¢ data da {2% 2y,yz, 2*} quindi I &
monomiale, cf E.78.

2. E immediato verificare che M = (1,2, 2, 22) Ky -
3. Dato che yxr = 0 in M, M contiene un elemento di torsione diverso da zero

e quindi non e libero.

4. Consideriamo I"'omomorfismo ¢: K[y]* — M dato da p(e;) = 1, p(es) =
z, p(es) = z e p(eq) = xz. Supponiamo che (aq, aq, as,aq) € Ker¢: allora
0 = p(ay,as, as,aq) = a1(y) + ao(y)xr + as(y)z + as(y)rz e dunque ai(y) +
as(y)r+as(y)z+aq(y)zrz € I. Dato che I € monomiale segue allora che a; = 0,
as = yah, az = ya; e ay = ya,. Pertanto otteniamo che

Ker@ - {(Onyb27yb37yb4): b27b37b4 S K[y]}

e libero con base {v; = (0,4,0,0),v = (0,0,4,0),v3 = (0,0,0,y)}. Chiamati
f1, f2, f3 i vettori della base canonica di K[y]?, definendo v: K[y]*> — K|[y]*
tramite 1’assegnazione f; — v;, con ¢ = 1,2, 3, otteniamo che M ~ Coker 1.
y00

O0y0 |
00y |’
000

Inoltre, la forma di Smith associata alla matrice che rappresenta v e

da cid segue che M ~ K* & Kly].
Soluzione E. 178 Sia B I'anello K|[z,y]/(z* — v?).

1. Gli anelli A e B sono isomorfi e una loro base come K[z]-modulo ¢ dunque
data da {1, 7}; ¢ chiaro che si tratta di un insieme di generatori. Inoltre,
1 e 7 sono liberi da relazioni; infatti, se esistessero f(z),g(r) € K[x] tali
che f(z)1+ g(x)y = 0, avremmo che f(z) + g(x)y € (2% — y?), cioe f(z) +
g(x)y = (2* — y?)q(z,y) per qualche polinomio ¢(z,y) € Klx,y]. 1l grado
in y del polinomio a sinistra ¢ al piu 1 mentre in quello a destra ¢ almeno
2: questo & possibile solo se g(x,y) = 0. Dunque f(z) + g(z)y = 0 e infine
f(x) = g(z) = 0. Pertanto, come K|[z]-modulo, A & isomorfo a K|[z]?.

2. In questo caso A ~ Klx,y,y ] /(y*—y 1 +2?). In A vale chey ! =32 +72,
ovvero che 1 = 7® + yz? e pertanto gli elementi 1,7%,7? generano A come
K [x]-modulo.
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Questo ¢ un insieme di generatori libero da relazioni e dunque come K[z]-
modulo A & isomorfo a K|[x]3. Infatti, se f(z),g(x),h(x) € K[x] sono tali
che f(x) + g(x)y + h(z)y* = 0, allora f(z) + g(z)y + h(z)y* = (y* —y ' +
23 q(x,y,y1), e pertanto

yf(z) +y°g(x) + y’h(z) = (v° — 1+ 2%y)q(z,y.y 7).

Dato che nel membro di sinistra y ! non compare, non pud comparire neanche
a destra, e pertanto possiamo scrivere q(z,y,y ') = q(z,y). Inoltre il grado
in y nel membro di sinistra ¢ al pitt 3. Se deg, ¢(x,y) > 1 allora il grado in y a
destra sarebbe almeno 4, quindi y non compare in ¢(z,y) e possiamo scrivere
q(z,y) = q(z). Ne segue che yf(v) + y?g(z) + y’h(z) = (y* — 1 + 2%y)q(v) e
pertanto h = q, f = 22q, g = 0; infine 0 = g e quindi f = g = h = 0, come
volevamo.

3. L’anello A ~ B/(a) ¢ il quoziente dell’anello B definito sopra modulo
I'ideale generato dall’elemento a = z* — 7%y + 7. Dato che, come visto al
punto 1, B ¢ un K[z]-modulo libero generato da 1,7, un generico elemento
di (a) si puo scrivere come ap(x,y) = apy(z) + ap1(x)y, e dunque (a), come
Klz]-modulo, & generato da a =z -7+ 7 =21+ (1 —23)y e da ay =
(=2 +2%)1+ 2%y, Pertanto A & il conucleo dell’omomorfismo di K [z]-moduli
¢: K[z]* — K[z]?, definito da p(e1) = xle; + (1 — 23)ey o(eg) = (—2° +

ot~ 4 2?

L3 g ) Dato che Ay = (1)
e Ay = (22° — %), avremo che A ~ Klz]/(22° — %) & ciclico.

Usando la teoria delle basi di Grobner possiamo in alcuni casi semplificare
lo svolgimento dell’esercizio. Ad esempio, in 3, una base di Grobner dell’ideale
(22 — y?, 2t — 23y + ) rispetto all’ordinamento lessicografico con y > x &
{y + 22, 22° — 2}; pertanto si ha subito che A ~ K[x]/(22° — 2?).

1:2)61 +2%es, la cui matrice associata e

16.5 Soluzioni del capitolo 12

Soluzione E. 179 E immediato verificare che Bil(M, N; P) ¢ un gruppo
abeliano rispetto a + che ha come elemento neutro la mappa identicamente
nulla. Per quanto riguarda il prodotto esterno: 14f = f ¢ ovvia, mentre per
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ogni a,b € A e f,g € Bil(M, N, P), le uguaglianze (a + b)f = af + bf,
a(f+g)=af +age (ab)f = a(bf) seguono dal fatto che P & un A-modulo.
Infatti, per ogni m € M en € N, si ha

((a+b)f)<m7n) = (CL—{— b)f(man) - af(man) + bf(man) - (af+ bf)(m,n),

(CL(f + g))(m7 TL) - CL((f + g)(m7 TL)) - (f(m7 TL) + g(m7n))
= af(m,n) +ag(m,n) = (af + ag)(m,n),

((ab)f)(m,n) = (ab)f(m,n) = a(bf(m,n)) = a(bf)(m,n) = (a(bf))(m,n).

Soluzione E. 180 Per ipotesi, esistono «, § € Z tali che aa+ b = 1. Allora,
per ogni tensore elementare h@k si ha h@k = 1(h®k) = (aa+Bb)(h®k) =
aah(1 ® k) + Bbk(h ® 1). Dato che a(I1® k) = @® k = 0 e analogamente,
b(h ® 1) = 0, possiamo concludere che ogni tensore elementare ¢ nullo e la
conclusione segue ora da T.126.2.

Soluzione E. 181 No, perché come visto in 3 dello stesso esempio in que-
sto caso non tutti gli elementi del prodotto tensore sono tensori elementari.
Considerando il diagramma

CxC— >
.'.ﬂ

C®xrC,
avremo che, per ogni tensore elementare x Qg y, 0 = p(x ® y) = xy implica
che x = 0 oppure y = 0 e pertanto ¢ ¢ iniettiva sui tensori elementari. Non
e pero iniettiva: infatti
p(1®Ri—i®l)=i—i=0.
Risulta invece C ®g C ~ C?, cf. T.127.6.
Soluzione E. 182 Siano {e;}icr e {€]}jes basi di M ed N rispettivamente.

Sappiamo gia che {e;®e¢}: i € I, j € J} & un insieme di generatori di M ® NV,
cf. T.126.4. Vogliamo dunque provare che tale insieme e libero. Supponiamo
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di avere una combinazione lineare finita > ¢;;(e; ® €}) = 0; vogliamo
1€ly,5€Jo
mostrare che i coefficienti ¢;; sono tutti nulli. Fissiamo una qualunque coppia

di indici ¢y e jo, e proviamo che il coefficiente corrispondente c; ;, ¢ 0. Dati

D— . . D— . , ] ] 1 — . .
m =) _;ae; en =7} bje;, definiamo la mappa A-bilineare f(m,n) = a;,bj,
e consideriamo il diagramma

M x N % A

M N.
Il diagramma ¢ commutativo e dunque f (m ®n) = a;,bj,, per ogni tensore
elementare m®n. In particolare avremo anche f (ei, @€’ ) =1e f (ei@e}) =0
se (i,7) # (io, jo)- In conclusione avremo 0 = f(0) = f(zw cijle; @ e})) =
Ciyjo» COMeE volevamo.
Alternativamente, consideriamo i sottomoduli liberi My € M, Ny € N

finitamente generati da {e;: i € Ip} e {€}: j € Jo} rispettivamente. Avremo
My®a Nog~ P A® @ A, e la conclusione segue da T.127.6.

i€ly j€Jo
Soluzione E. 183 Da T.127.5, discende che A/I®4A/J ~ (A/I)/J(A/I),
che e (A/I)/(J+1/I) e quindi isomorfo a A/I 4 J per il secondo teorema di
omomorfismo, cf. T.87.11.
Alternativamente, si puo dimostrare la tesi usando la proprieta universale.
Costruiamo il diagramma

A/ x A/JLA/HJ

AJT® Al
ove f(T,y) = Ty: tale f e ben definita e A-bilineare. La bilinearita ¢ imme-
diata, quindi verifichiamo la buona definizione: se (Z1,71) = (72,72) allora
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r1— 9 € I,y —yo € J e pertanto x1y; — oy = x1(y1 — y2) + y2(x1 — 20) €
r1J +yol C I+ J, e dunque Tig; = Tayz in A/ + J.

Dato che per ognia € A/I + J si haa = f(a,1), la mappa f ¢ surgettiva e,
di conseguenza, lo € anche la mappa indotta f definita da f (T®7Y) =7y.
Per l'iniettivita osserviamo che un elemento di A/l ® A/J si puo scrivere
come somma finita

k k
o= ZE’@E: inyi@)T:B@Ta
i=1 i=1
con B = Zlem € A/I. Allora f(E@)T) = B = 0 implica 8 € I +.J. Quindi,
sefb=x+yconx€eleyeld,
B1=04+y1=701=107=100=0.
Soluzione E. 18 Costruiamo il diagramma

MxN—2>MeN
i

T

M N,

ove p(m,n) = f(m)® g(n) ¢ A-bilineare. Allora, per la proprieta universale,
¢ ¢ ben definito e, per la commutativita del diagramma, ¢ = f ® g.

Soluzione E. 185 Per ogni tensore elementare m ® n avremo

(ffof)@(dog)(men)=(fof)(m)® (4 og)(n)
= f'(f(m)) @ ¢'(g(n))
= (f'®@d)(f(m)®g(m))
=(f"®@d)(f®g)(men))
= ((ff@d)o(f®g))(men),

come volevamo.
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Soluzione E. 186 1. Basta controllare che tutti i tensori elementari ¢ ®z a
siano nulli. Abbiamo ¢ ®za@ =" ®za=1®zna=1®z0=0.
2. Consideriamo la famiglia di Z-moduli {Z/(n): n € N;} esia N = Q. Allora
Z/(n)®zQ = 0 per ogni n € N, per il punto 1, quindi [] (Z/(n)®zQ) = 0.

n€N+
Invece ( [ Z/(n)) ®z Q # 0; infatti consideriamo il sottomodulo ciclico
TLGNJr
generato da m = (1z/4))nen, € [] Z/(n). Abbiamo I'inclusione
n€N+
0— (m)z — |] Z/(n)

nEN+

e, tensorizzando con Q che e uno Z-modulo piatto, cf. T.142 e T.144, si
ottiene l'inclusione

0——>(m)zRzQ—> ( H Z/(n)) ®zQ

TLEN+

Z @7 Q # 0.

Soluzione E. 187 1. Se N1 e Ny sono proiettivi allora esistono A-moduli
M, My e A-moduli liberi F}, F5 tali che Fy = My @& Ny e Fy = My @ No, cf.
T.106. Qlﬂndl (M1 D Mg) D (Nl D NQ) = (Ml D Nl) D (M2 D Ng) = F1 D FQ,
e N1 ® N> ¢ addendo diretto di un modulo libero.

Viceversa, se N1 @ N, & proiettivo esistono F' libero e M tali che F' = (N; @
No)dM = (M@ N;) BNy = (M@ Ny) DNy e quindi Ny e Ny sono proiettivi.
2. Siano N7 e N, proiettivi; allora con le stesse notazioni del punto precedente,
per T.127.3, avremo

Fi® Fy= (N1 @ M) ® (Na® My)
= (N1 @ N2) & (N1 ® Ma) & (M; ® No) & (M ® Ms),
ove I} ® Fy e libero grazie a T.127.6.
3. Considerando Z/(n) come Z-modulo si ha, per esempio, Z/(2)®7Z/(3) = 0,

per E.183; 0 ¢ proiettivo ma né Z/(2) né Z/(3) lo sono, poiché nessuno dei
due evidentemente e addendo diretto di qualche Z".
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4. Dato che il prodotto tensore e esatto a destra, cf. T.129, basta controllare
che cosa succede tensorizzando le applicazioni iniettive. Siano dunque f :
M — N un omomorfismo iniettivo, iy = idy, e iy = idy,; consideriamo il
seguente diagramma

M @ (N & No) f® (i)

N ® (Ny @ Ny)

o B

(M ® Ny) & (M ® Nsy) (f®h,foh) (N®N;) @ (N ® Nsy),
ove a e [3 sono isomorfismi per T.127.4. Quindi f ® (i1, i2) € iniettiva se e solo

se f ®1i; e f ®iy sono iniettive.

5. Siano f: M — N un omomorfismo iniettivo e iy, i come sopra; allora

®1 . e e
M ® N; f% N ® Nj e iniettivo e quindi ¢ iniettivo anche

(f®i1) ®is

(M ® Ny) ® Ny (N ® Np) @ No,

dove, chiaramente, (f ® i1) ® iy = f @ (i} ®i2).
6. Si consideri nuovamente Z/(2) ® Z/(3) = 0; 0 & piatto, e né Z/(2) né Z/(3)
lo sono.

Soluzione E. 188 Osserviamo che il campo residuo K = A/m ¢ un (A, K)-
bimodulo. Per definizione u(M) = dimg(M/mM) = dimg(M ®4 K), cf.
T.97; calcoliamo dunque pu(M ®4 N) = dimg (M ®4 N) ®4 K). Utilizzando
le proprieta di calcolo del prodotto tensoriale e T.131 avremo che
(M@AN)@s K ~M®y (N4 K)~M®s(K®sN)

~M®s(K@g K)@a4N) =My (K (K®4N))

~ (M XA K) Rk (N XA K) ~ KM(M) QK K#(N)

~ JoHOD(N)

Y

da cui discende quello che volevamo provare.
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Soluzione E. 189 Dall’esercizio precedente segue che pu(M) = 0 oppure
u(N) = 0. Da cio segue che M = mM oppure N = mN, e la conclusione
discende dal lemma di Nakayama.

Soluzione FE. 190 La verifica del fatto che M ¢ un Z modulo ¢ lasciata al
lettore.

Osserviamo che 'omomorfismo da Z in M, definito da n — 7 ¢ iniettivo.

E sufficiente provare che ogni tensore elementare ¢ nullo. Siano a = I%m e

Ezp%, con a,b € Z e m,n € N; avremo che

n

ap n a
Oé@ﬁ:pn—km@ﬁ:ppn—t-m@ﬁ
a . bp™
- pn—i—m 6 o n+m ® p_n
a - CL
pn—l—m pn+m

Soluzione E. 191 1. Da E.183 discende che Q[z]/(z) ®qp Qz]/(x*+1) ~
Qlz]/(x, 2* + 1) = 0; quindi la dimensione & zero.

2. Abbiamo che Q[a] ~ Q[z]/(x°—3), e quindi C®yQ|a] ~ CRqQ[x]/(z°—3).
Inoltre, da T.128.5, C ~ Clz]/(z) ~ C[z] ®qjy Q[z]/(x). Pertanto, dato che
Q[z]/(x) & un (Qx], Q)-bimodulo, si ha

C ®g Qlz]/(2” - 3) = (Clz] ®qi) Qlz]/(2)) ®g Qlz]/(z” - 3)

~ Clz] ®qp (Qlz]/(z) ®¢ Qz]/(2° — 3))
~ Clz] @qp) (Q®q Q[z]/(2° - 3))

~ Clz] @q) Qlz]/(z° - 3)

~ Clz]/(2° — 3) ~ C°.

Alternativamente si puo osservare che, come Q-spazio vettoriale, Q[a] =~
Q?; pertanto C ®g Q[a] ~ C°

Soluzione E. 192 Siano M un A-modulo proiettivo e {my,...,m,} un
suo insieme minimale di generatori, che esiste poiché A e locale, cf. T.97.
Consideriamo l'omomorfismo ¢: A" — M, definito da e; — m;, ove
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{e1,...,e,} € la base canonica di A". Avremo allora una sequenza esatta
corta 0 — N = Ker¢ — A" — M —— 0; visto che per ipotesi M ¢
proiettivo, la sequenza spezza e A" ~ M @ N. Tensorizzando per A/m ot-
teniamo che K" ~ M/mM & N/mN come K-spazi vettoriali; dato che per
ipotesi dimg M/mM = dimg K" = n, avremo che N/mN = 0, cioe che
N = mN. Applicando ora il lemma di Nakayama, deduciamo che N = 0 e
che M ~ A" e libero.

Soluzione E. 193 Sia H un qualsiasi ideale di A; tensorizzando la sequenza
esatta 0 — H — A — A/H — 0 con B che ¢ A-piatto, si ottiene il
diagramma commutativo

0— >H®uB—>A®,B—>B®,A/H—>0

12
12

0 HB B B/HB ———>0.

Dal lemma del serpente segue che H ®4 B ~ HB per ogni ideale H di A.
Tensorizzando con B la sequenza esatta corta di A-moduli

0—INJ —I1J—I1+J—0,
cf. E.144, essa rimane esatta. Otteniamo dunque
00— {UNJ)B—IB&JB—I1IB+JB—0
e da questa discende subito la tesi.

Soluzione E. 19/ Per a = 0 o a invertibile tutte le affermazioni sono ovvie,
quindi possiamo supporre a # 0 e a & A*.

1 = 2. Proviamo che la successione
0— (a) 2> A "5 A/(a) — 0

spezza, mostrando che esiste r: A — (a) tale che r o j = id(g), cf. T.102.
Dato che a € (a?), esiste ¢ € A tale che a = ca®. Definiamo r(b) = ca - b, per
ogni b € A. Avremo allora che roj(a) = ca® = a da cui segue che roj = id,).
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2 =1 Se A ~ (a) ® M, per qualche A-modulo M, la successione esatta
0 — (a) — A — M — 0, spezza ed esiste una retrazione r: A — (a)
determinata da r(1) = ka, per qualche k € A. Dato che r o j = id(,), si ha
a=r1(j(a)) = ka® € (a®).

2 = 3. Dato che A e libero, e dunque piatto, anche i suoi addendi diretti lo
sono, per E.187 4.

3 = 1. Dato che "'omomorfismo di inclusione j di (a) in A ¢ iniettivoe A/(a) ¢
piatto, 'omomorfismo j®id () : (a)®A/(a) — A®A/(a) ¢ ancora iniettivo;
pertanto (a)/(a?) ~ (a) ® A/(a) — A/(a) & iniettivo, ed & 'omomorfismo
nullo. L’unica possibilita & che (a)/(a®) = 0, cioe la tesi.

Soluzione E. 195 1. Sia I # A un ideale; allora esiste m massimale tale che
I Cm, quindi IM C mM C M da cui la tesi.

2. Siano 0 # n € N e Ny = (n) ~ A/ Annn. Consideriamo 1’omomor-
fismo di immersione f: Ny — N e tensorizziamo con M; si ottiene che
f®idy: Ny ® M — N ® M e un omomorfismo iniettivo, visto che M e
piatto. Dato che Ny ® M ~ A/ Annn ® M ~ M/ AnnnM, basta allora pro-
vare che M/ AnnnM # 0. Ricordando che Annn & un ideale proprio poiché
n # 0, la tesi segue ora dal punto 1.

Soluzione E. 196 Dato che a non e un divisore di zero 'omomorfismo di
moltiplicazione ¢: A — A ¢ iniettivo. Tensorizzando con N si ottiene quindi
che anche ¢: N — N, ove n — an ¢ iniettivo, da cui la tesi.

Soluzione E. 197 1. Dire che I, J, INJ = (zy) = 1J sono liberi equivale
a dire che non esistono elementi a # 0 tali che ax, ay, axy siano nulli, e cio
e banalmente vero visto che siamo in un dominio.

2. I + J = (z,y) non ha torsione, sempre perché siamo in un dominio.
Consideriamo 'omomorfismo ¢ : I/1J & J/IJ — K[x,y]/IJ definito da
o(f,g) = f — g; & facile vedere che ¢ ben definito e iniettivo. Tensorizzando
con I + J e ricordando T.127.4, si ottiene un omomorfismo

d:(I/IJQI+J))®(J/IJ(I+J) — (I+J)/1J,
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in cui (TQRy,FRx) = Ty — yZ = 0. Notiamo che se fosse T®y = 0 allora si
avrebbe I/1J @ J = (T®@y) =0, cf. T.126.3, ma [/IJ @ J ~1/IJ®@ A #0.
Quindi ¢ non e iniettivo e I + J non e piatto.

Soluzione E. 198 Ricordiamo che Homa(A, M) ~ M per T.86. Usando
T.127 e E.126 si ottiene

Hom(M, M) ® Hom(N, N) ~ Hom(A", A") ® Hom(A®, A®)
~ Hom(A, A")" ® Hom(A, A®%)®
~ AT R AT~ AT

che e isomorfo a
Hom(A" ® A®, A" ® A®) ~ Hom (A" A™)
~ Hom(A, A™)"™ ~ A,

4 8
Soluzione E. 199 La matrice associata a ¢ € | 4 —4 | che ha forma di
16 20
40
Smith | 012 |. Dunque Coker p ~Z @ Z/(4) ® Z/(12). Da T.127.4 ¢ E.183
00

si ottiene dunque
7/(15) @z (Z)(4) ®Z/(12)) =~ Z/(15,4) ® Z/(15,12) ~ Z/(3).

Soluzione E. 200 La matrice delle relazioni tra gli elementi di M, e

211 10 O
—11a |, che ha forma di Smith {01 0 . Dunque M, ~ Z/(2a + 1)
010 002a+1

e quindi M, ® Z/(n) # 0 se e solo se ged(2a + 1,n) # 1.

16.6 Soluzioni del capitolo 13

Soluzione E. 201 Sia a & N (A) e consideriamo la localizzazione A,; questo

anello non e banale poiché se fosse % = %, allora avremmo che esiste n > 1 tale

che a" = 1a" = 0, che e contro l'ipotesi. Esiste quindi un ideale massimale,
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e dunque primo, in A, e per la corrispondenza biunivoca tra gli ideali primi
di A e quelli di A,, deduciamo allora che la sua controimmagine ¢ un ideale
primo di A che non contiene a” per ogni n € N.

Questa ¢ una dimostrazione alternativa del fatto che (| p C N(A), cf
pESpec A
T.14.1.

Soluzione E. 202 Se og e un isomorfismo, allora, per ogni s € S, si ha
os(s) =2 € (S7'A)* = 5g(A*). Dunque s € 05" ((S7'A)*) = A" e S C A",
Viceversa, se S C A*, allora per la proprieta universale 1’omomorfismo
identita id4 si fattorizza tramite un omomorfismo ovviamente surgettivo
0: ST'A — A. L’iniettivita segue dal fatto che ¢ (%) = as~! = 0 implica
a = 0. Infine osserviamo che ¢! = o0g.

Soluzione E. 203 Osserviamo innanzitutto che dato che A ¢ finito si ha
A = A* U D(A), cf. T.1. Dato che f ¢ iniettivo S N D(A) = @ e quindi
S C A*. La conclusione segue dunque da E.202.

Soluzione E. 204 1. Sia B = {% €Q :b#0 mod p}: e facile verificare
che ¢ un sottoanello di Q. Definiamo f : Z — B tramite f(a) = {, allora

f(S) € B* e, per la proprieta universale, otteniamo un omomorfismo f :
S~17 — B che ¢ ovviamente surgettivo. Per I'iniettivitd basta osservare che

f(%)zgzoseesolosea:O.

2. Sia B = {% €Q : b#0 mod p; per ogni z} Partendo dall’omomorfismo

f : Z — B definito da f(a) = ¢ si ottiene un isomorfismo S™'Z ~ B

esattamente come nel caso precedente.

3. Indichiamo per semplicita notazionale con n = 0,...,11 gli elementi di
A. Avremo che S = {1 2,4,8} e 2,4 8 sono elementi 1nvert1b1h di S7'A per
gmsESInoltre :%ZE—i,iz%z%zlsoegzgzgzs,per

ogni s € S. Infine, abblamo anche che Qk = Qk per ogni k = 1,2,3, quindi
ogni elemento di S™'A si scrive come 1, per n = 0,1, 2. Pertanto S™ IA ¢ un
campo di tre elementi ed ¢ dunque isomorfo a Z/(3).

4. In questo caso S = {1,3,5,7,9,11} e si verifica facilmente che ¢ = %
se 4la —b e § = ¢ se 4|s — t. Dunque e sufﬁClente considerare numeratori

0,1,2 e 3 e denominatori 1 e 3. Inoltre 3 = 3 e 2 = 2. Quindi |[S™'4] = 4,
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(S71A)* = %,% e (%) ¢ 'unico ideale primo e massimale: in conclusione
STIA~7/(4).

5. In questo caso S = {1,2,4,5,7,8,10, 11} e, analogamente al caso preceden-
te, si osserva che e sufficiente considerare numeratori 0,1 e 2 e denominatori
1 e 2 per descrivere tutti gli elementi di S™*A. Inoltre 3 = 2 quindi S™'4 &
un campo con 3 elementi e dunque S™tA ~ Z/(3).

Per provare i punti 3, 4 e 5 si puo osservare che I'omomorfismo og: A —
S7LA & surgettivo, cf. E.205.1, e semplificare le dimostrazioni usando 1’iso-
morfismo S71A ~ A/Kerosg.

Soluzione E. 2051.Sia ¢ € S~ A proviamo che esiste b € A tale che S = %
Dato che S & un insieme finito, se s € S esistono r < k € N tali che s* = s".
Allora s"(a — as*™") = 0; quindi ¢ = C‘Sk?_l = og(as" 1),

2. Si ha Ker 0g = {a € A : as = 0 per qualche s € S} = (3)/(24), quindi

per il punto precedente S™'A ~ A/ Ker o5 ~ 7Z/(3).

Soluzione E. 206 1. Dato che I ¢ un ideale, 0 € I, e dunque 1 € S. Dati
poi due elementi 1 44, 1+ j € S avremo che il loro prodotto (141)(1+j) €
1+I+1+1*>C1+1=S8;pertanto S & un insieme moltiplicativo.
Dimostriamo che ogni elemento £ € ST & tale che 1 + 22 ¢ invertibile in
S71A, per ogni 4 € S7'A: a tal scopo basta osservare che 1+ £% = “1’% &
invertibile in quanto st +xy € 1 + I.

2. Gli ideali non banali distinti di A sono (2), (3), (4), (5), (6), (10), (12), (15),
(20), (30). Abbiamo che —3 =1—-4 € S,5 =1+4 € S. Pertanto —2, 2
e, di conseguenza, %, % e % sono invertibili in S7'A. Da questo segue che
S71(2) = 571(6) = S71(10) = S71(30) e S71(3) = S71(5) = S71(15) = (1).
Inoltre, 2 = 0 e quindi si ha anche (0) = S~'(4) = S71(12) = S~1(20). Quindi
in St A ci sono solo due ideali propri (0) e S71(2). Segue dunque che S71A
e locale con ideale massimale generato da %

3. Osserviamo che i primi di 77 'A sono in corrispondenza biunivoca con i
primi di A che non intersecano T'; ma (p) N'T # ) se e solo se esiste a € (p)
con a = 1 mod m, cioe se e solo se (m,p) = 1. Basta allora prendere m
prodotto di almeno due primi divisori di 60 (per esempio m = 6 o 15) per
ottenere un anello non locale T 'A.
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Soluzione E. 207 1. Se a,b € I° allora esistono s,t € S tali che as, bt € I:
quindi (a +b)st € I e, se ¢ € A, allora cas € I, cioe a + b, ac € I°.

Alternativamente, possiamo osservare che da T.138.1 parte c) segue I° =
1°¢ rispetto a og, per ogni ideale I di A.

2.a) Si ha o(a) = £ = 0 se e solo se esiste u € S tale che au = 0, cioe se e

solo se a € (0)”. 1

2.b) Segue immediatamente dal fatto che 1 € S.

2.c) Sia a € I°, allora esiste s € S tale che as € I C J e quindi a € J°.

2.d) Per la parte b) si ha I° C (I°)°.

Viceversa, se a € (I°)° esiste s € S tale che as € I° e quindi esiste t € S
tale che ast € I, ma st € S da cui a € I°.

2.e) Dal punto b) segue che I.J C I°J% e quindi (I.J)° C (I°J°)* per il punto
d).

V)iceversa, sta a =), a;b; € I5J% con a; € I° e b; € J° per ogni i, , allora
per ogni ¢ esistono s;,t; € S tali che s;a; € I e t;b; € J. Posto u =[], sity, si
ha ua € 1J e quindi a € (IJ)°, cioe I°J° C (IJ)". Segue immediatamente
che (I°J%)° C ((1J)%)% = (1.J)%, per il punto precedente.

Soluzione E. 208 La dimostrazione di 1 e 2.a) sono del tutto analoghe a
quelle di E.207.1 e 2.b-c).

2.b) Dal punto precedente abbiamo che og'(Q) C og'(Q)”. Supponiamo
allora che ¢ € 05'(Q)”; esiste pertanto un s € S tale che T =o0s(sq) € Q,
da cui segue che f € Q e g € o5 (Q).

2.c) Dato che ogni sottomodulo di S™1M & del tipo S™'N per qualche sotto-
modulo N di M, le affermazioni seguono direttamente dal punto precedente.
2.d) E del tutto analoga alla dimostrazione di E.207.2.b).

2.e) Discende immediatamente dal punto c) e da T.143.2.

2.f) Segue dal punto c) e dal fatto che o' (N) + o5 (P) C og' (N + P).

Soluzione E. 209 1. Consideriamo 'omomorfismo f : A x B — A dato
da f(a,b) = a. Per ogni s € S, f(s) = 1 ¢ invertibile. Inoltre, se f(a,b) =
a = 0, allora (1,0)(a,b) = (0,0) con (1,0) € S. Infine, per ogni a € A, si
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ha a = f(a,b)f(1,0)7"; allora, per T.136 f si estende ad un isomorfismo
f:871C — A.

2. La dimostrazione ¢ del tutto analoga a quella del punto precedente, dove
in effetti abbiamo usato solo I’elemento (1,0) € S, che appartiene anche a T'.

3. Per ogni b € B abbiamo che ((1,b),(1,1)) ~ ((1,0),(1,0)). Tuttavia se
b#0siha ((1,b),(1,1)) £ ((1,0),(1,1)) e quindi ~ non & transitiva.

Soluzione E. 210 Poniamo B = Alz|/(1 — fz). Se f & nilpotente, allora
esiste n tale che f" =0, e quindi Ay =0e 1=(1—(f2)") =(1— fo)(1+
fr+...+(fx)" 1) € (1 — fx), che implica che anche B = 0.

Sia dunque f™ # 0 per ogni n; definiamo ¢ : A — Alz] -+ B ponendo
¢(a) = @. Dato che fT = T in B, si ha che f* & invertibile in B per ogni
k, quindi ¢ si fattorizza attraverso Ay ed esiste ¢» : Ay — B definito da
W <ﬁ> = p(a)p(f)

Proviamo ora che ¢ ¢ un isomorfismo. Basta provare che se @ = p(a) = 0
allora esiste k tale che ffa = 0in A, e che per ogni b € B esistonoa € A e k
tali che b = p(a)p(f*)!

Sia a € A tale che @ = 0; allora esiste p(z) = Z?:o biz' € Alx] tale che
a = p(x)(1 — zf), da cui deduciamo che by = a, by = fby = fa,... by =
fon1 = fha, e for, = f"a =0,

Infine, ogni b € B si scrive come b = Z bz fk f:o b; f*i e quindi &
della forma o(a)p(f*)~! come volevamo.

Sol'u,zione E. 211 1. Si ha certamente Z [ } CZ [%} ~ Zs. Inoltre, poiché
1—=2= 3, possiamo scrivere ogni elemento 317, come somma finita di potenze
di % a coefficienti interi e vale anche I'inclusione opposta.

2. Sia A C QQ, denotiamo con P l'insieme di tutti i primi che appaiono come
divisori dei denominatori degli elementi di A ridotti ai minimi termini e sia

S' il piu piccolo sistema moltiplicativo che contiene P. Notiamo che se p € P
allora esiste un elemento ridotto ai minimi termini a = ]% € A; dunque
% = sa € A e inoltre esistono b,c € 7Z tali che bm + cp = 1, da cui segue

che % = bsa + ¢ € A. Questo implica che S7'Z C A, T’altra inclusione segue
direttamente dalla definizione di S.
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Soluzione E. 212 Sia S 'insieme moltiplicativo delle potenze di 2. Allora
sihache A=S"'"Z={%€Q:a€ZneN}

Se p # 2, allora (p) NS = 0 e quindi S71(p) = (p)A & un ideale primo di
A. Dato che 2 € A\ (p)A possiamo definire

J T AX Ly — Ayya  tramite Iassegnazione  f (i, E) = ﬁ,
2" d 2nd

per ogni a,c € Z, n € N e d ¢ (p). Si verifica facilmente che f & un
omomorfismo Z-bilineare, percio otteniamo un diagramma commutativo

A X Ly f% Ap)a
A®g Z) ;
Dato che 5; ® 4 = ® ‘262,1 1® 45, ¢ facile verificare che f, che & ovviamente

surgettlva € un 1somorﬁsmo.

Viceversa, se p = 2 allora (2) NS # 0 e quindi A, = A, mentre
A ®z Lz ~ Q: per dimostrare I'ultima affermazione basta considerare il
diagramma commutativo

AXZ(Q)Q%Q

u"ﬂ

A ®z L)
indotto da g (Qn, d) = 5.5 € Tagionare come nel caso precedente.

Soluzione E. 213 1. Sia a € A tale che og(a) = 0 allora esiste s € S tale
che as = 0; se s € D(A), da questo segue che a = 0. D’altra parte, se T' D 5,

allora T contiene un divisore di zero b tale che bc = 0 per qualche ¢ # 0.

Quindi o7(c) = { = %, che mostra che o7 non ¢ iniettiva.
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2. Sia ¢ € S~1A e supponiamo che non sia un divisore di zero: allora anche
¢ non ¢ un divisore di zero e vogliamo dimostrare che a ¢ D(A). Se ab = 0,
per qualche b € A, allora - % = 0, da cui segue og(b) = % =0,equindib=0
dato che og ¢ iniettiva per il punto precedente. Otteniamo cosi che a € S e ¢
¢ invertibile.

3. Sia ora A = A* UD(A); allora S = A* e quindi per ogni ¢ € S™'A si ha
o(as™) = “8171 = ¢ e cio mostra che og ¢ surgettiva.

4. Quando D(A) = {0} e S = A\ {0}, per il punto 2. ogni elemento non nullo
di Q(A) e invertibile, e dunque Q(A) & un campo che contiene A per il punto
1.

Sia ora K un campo contenente A; allora ogni elemento di S e invertibile

in K e l'inclusione di A in K per la proprieta universale induce un’inclusione

di Q(A) in K.

Soluzione E. 21/ Sia S = A\ p e consideriamo 'omomorfismo f: A —
A, /p A, definito da

AT A, T Ay JpA,.
E facile vedere che Ker f = p, quindi f induce un omomorfismo iniettivo
g: Afp — Ap/pAp, A §+pA,. _
Sia ora S = A/p \ {0}; allora per ogni 5 € S si ha ¢(3) € (A,/pAy)", e
quindi ¢ si solleva ad un omomorfismo §: Q(A/p) = g_l(A/p) — Ay /pA,.
Un elemento di A,/pA, si scrive come £ + pA, = g(a)g(s)™", e inoltre g ¢
iniettiva, pertanto la conclusione segue da T.136.
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Q(A/p)
Soluzione E. 215 1. Ovviamente D(A) D p; per ogni i. Per verificare Ialtra
inclusione, osserviamo che @ € D(A) se e solo se esiste b € B tale che b # 0
e ab € p; per ogni i. Dato che b # 0, deve esistere i tale che b & p;, quindi
a < p;.

Considerando S = A\ Ui, p;, si ha dunque che Q(A) = S7'A e gli ideali
massimali di Q(A) sono esattamente gli ideali S™'p; per i = 1,...,n. Os-
serviamo che per ogni i = 1,...,n abbiamo che S7}(A/p;) ~ S™1A/S 1y,
¢ un campo che contiene A/p,. Inoltre, dato che S C A\ p,;, avremo
S1(A/p;) C Q(A/p;). Pertanto, S™H(A/p;) = Q(A/p,), per E.213.4.

Da T.143.2 sappiamo che (), S~'p, = S~ (N, p;) =0 in S A, e dunque
dal teorema cinese del resto segue che

QA) =5 A= P S51A/S = D ST (A/p) = P S (B/w),
i=1 i=1 i=1

e cio conclude la dimostrazione.

2. In questo caso A ~ Clz,y|/(x) N (y) e D(A) = (z) U (y), quindi, per il

punto 1, S71A = C(z) ® C(y).

3. E facile verificare che lideale (22 —4?3) & primo, di conseguenza D(A) = (0)

e quindi ST1A = Q(A) ¢ il campo dei quozienti di A.

Soluzione E. 216 Dato un qualsiasi a # 0, in generale avremo che A, C

Q(A). Siano ora (0) = pg, p1,- - -, pr gli ideali primi distinti di A. Osserviamo

che se k = 0 allora A & un campo, quindi A, ~ A ~ Q(A) per ogni a # 0.
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Sia allora k > 0 e consideriamo ﬂle p;: questa intersezione e diversa da zero
poiché altrimenti ﬂle p; = po, da cui discenderebbe che p; = po per qualche .
Possiamo dunque considerare 0 # a € ﬂle p; e anello A,, che non ha ideali
primi diversi da zero, cioe A, ¢ un campo che contiene A. Essendo Q(A) il
piu piccolo campo che contiene A, avremo QQ(A) C A, e di conseguenza la
tesi.

Alternativamente, possiamo provare l'inclusione opposta nel seguente mo-

do: sia 2 € Q(A) e consideriamo /(c). Si ha che a € Ne,p C Neep, Pi; =

V/(¢), ed esiste pertanto un intero ¢ € N tale che a’ = dc per qualche d € A.
Da cio segue che 2 = % ossia Q(A4) C A,.

Soluzione E. 217 Osserviamo che Z, = { ]% S Q} ed e sufficiente provare

che ogni elemento della forma % ® pim e zero in Z, ®z Z,/Z. Si ha

a T_ ap™ b a p™mb a

® — = ® = ®b=0,
pn p pn—i—m p pn—|—m pm pn—|—m

perché b € Z.

Soluzione E. 218 Abbiamo visto in E.80 che I = (zz + 22,y — z,2? — 2).
Dato che in Q[z,y, 2](z,.-) gli elementi x +2 e z — 1 sono invertibili, si ha che
J & Destensione dell’ideale (y, z); dato che f = a3
un elemento di J.

2z — y?, la sua immagine &

Soluzione E. 219 Abbiamo visto in E.84 che I = (2> +2y*—3, 2y —y*, 4> —

y). Dato che (y), (y +1) e (y — 1) sono a due a due comassimali, si ricava

facilmente che I = (2> —3,y)N(x -1,y —1)N(z+ 1,y + 1), dunque I C p;

e I, NC[z,y] # (1). Siha che v* —y = (y* + y)(y — 1) e y* + y & invertibile

in Clz, y]y,, quindi I'ideale I,, N C[z, y| contiene y — 1; anche y ¢ invertibile e

pertanto, da xy — y* € I, si ricava z — 1 € I,,,. Dunque I,, N Clz,y] = p;.
Invece I ¢ (z,y) e cosi I,, NClz,y] = (1).

Soluzione E. 220 Abbiamo visto in E.86 che vI = (z,9) N (z* 4+ 1, 2% +y),
quindi, per T.140.4, /11, ) = (ﬁ)(x,y) = (¢, Y)(sy)- Dato che f = a* + bz,

avremo che { € V1(wy)-
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Soluzione E. 221 Da E.89.2 segue che i primi minimali di I sono (z, z),
(z,y) e (y,2). Dato che y ¢ invertibile in R[z,y, 2], ), da E.89.3 segue che
L) = (2%, 2) () € quindi

AP - (R[SC, Y, Z]/I)P = R[SC, Y, Z](m,z)/](x,z) = R[SB, Y, Z](m,z)/<x2a Z)(a:,z)

Soluzione E. 222 Da E.95 segue che I = (v —yz,yz?—y); inoltre z e 22 —1
sono invertibili e pertanto S™1(A/I) ~ ST'A/ST = Klx,y, 2)wy)/Lwy) =
K[ﬂ], Y, Z](w,y)/(xa y)(m,y) = K(Z) :

Soluzione E. 223 Da E.105 segue che I = (2> —yz,x2—1yz,y* —yz); inoltre
z,y — 2z & (z,y)A quindi sono invertibili e da z(x —y) = (y —2)y =0in A
otteniamo £ = ¥ = 0. Quindi S71A ~ Q(2).

1= 1
Soluzione E. 22/ Abbiamo gia visto in E.131 che la tesi e vera se B € un
anello locale. Localizzando B in un suo ideale massimale m, otteniamo che,
se K fosse finitamente generato come B-modulo, allora K, = K sarebbe
finitamente generato come By-modulo, che non e possibile.

Soluzione E. 225 Osserviamo che A ¢ un dominio e che la struttura di
A-modulo di M e definita per restrizione di scalari tramite 1’omomorfismo
canonico.

1. Abbiamo che M = K(z). Inoltre M = (x)M: infatti m = 22 | quindi
M/(x)M = 0 che ¢ ovviamente finitamente generato.
2. Dato che A & locale con ideale massimale (x) e M = (z)M, se M fosse

finitamente generato, applicando il lemma di Nakayama si avrebbe che
M = 0.

Soluzione E. 226 1. Sia s € Ann M N S; allora per ogni ™ € S~'M si ha

che 2 =9 e dunque S™'M = 0.

2. Sia M = (my,...,m,) tale che ST!M = 0: per ogni i = 1,...,7 esiste

s; € S tale che s;m; = 0. Preso s = [['_; s, abbiamo che s € Ann M N S.

3. Siano A = Z, S = {2": n € N} e si consideri ’A-modulo M =

B, onZ/(2"). B facile verificare che Ann M = 0, dunque S N Ann M = §.
Inoltre, ogni elemento di o € St M si puo scrivere come
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o= (ﬁ,...,“—m,o,...,o,..) , cona; € Z/(27) e s; € S per ogni i
S0 Sm

e per qualche intero m. Ovviamente 2" 'a = 0, dunque S™'M = 0.

Soluzione E. 227 Osserviamo preliminarmente che (1) = (f,: h € H) C

V(i h e H), per ogni scelta degli interi ny,, ovvero anche {f}": h € H} ¢
un insieme di generatori di A.

Ora, dato che m = 0 in My, per ogni h, esistono interi ny, tali che f;"m =0
in M e, per quanto osservato sopra possiamo scrivere 1 come somma finita
di certi a;f;", con a; € A. Avremo allora che m = 1m = Y a;f;""m = 0, come
volevamo.

Soluzione E. 228 1. Sia M = (my,...,my). Supponiamo che p & Supp M;
allora M, = 0 e quindi per ogni m; esiste s; € p tale che s;m; = 0. In
conclusione, s = s1---s5; € p e s € Ann M, dunque p 2 Ann M.

Viceversa, se p 2 Ann M, allora esiste s € (A\ p) N Ann M e quindi per ogni
T € M, siha 7 =" =0.

2. Dato che per ogni p € Spec A la successione

0 — M, — M, — M —0

¢ esatta, segue immediatamente che M, # 0 se e solo se M, # 0 o M, # 0,
da cui la tesi.

3. Sia p € Spec A. Per T.144, abbiamo che (M ®4 N), = M, ®4, N,. Dato
che A, ¢ un anello locale M, ®4, N, # 0 se e solo se M, # 0 e N, # 0, cf.
E.189, e la tesi segue immediatamente.

Soluzione E. 229 1. Dato che M ¢ finitamente generato, si ha M) = 0 se
e solo se esiste s € (Z\ (p)) N Anng M, i.e. se e solo se (60) = Annz M ¢ (p).
Dunque M, # 0 solo per p = 2,3 e 5.

2. Dato che 10 & (3) si ha

Ms) ~ (Z/<1O))(3) D (Z/(12>)(3) ~ (Z/<12))(3) ;
e (Z/(12)) ) = Z/(3) per E.204.5.
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Soluzione E. 230 1. Per le proprieta del prodotto tensoriale M ~ A/(xyz—
22, xy? — 4,yz,x — y?), che & isomorfo a

A/(I’y2 - 4,33' _ y27yZ7 Z2) = A/(I’ _ y27y4 _ 47 Yz, Z2)
= A/(ZU - y27y4 - 47 Z))

dato che S(y* — 4,yz) = —4z; quindi M ha dimensione 4.

2. M ¢ un A-modulo finitamente generato per T.126.4, quindi S™'M = 0
se e solo se SN AnnM # (), cf. E.226. Dunque M, # 0, se e solo se A\
p C A\ Ann M ossia p O Ann M. Dato che Ann M = (z — 3%, y* — 4,2) e
VA M = /(z — 2,42 —2,2) N +/(z + 2,42 + 2,2) = p1 N pa & intersezione
di massimali, gli unici primi che contengono Ann M sono p; e py. Dunque
Supp M = {p1, p2}-.

Soluzione E. 231 Siam C A massimale. Se I, = 0 allora, per E.228.1, si ha
Ann I ¢ m; se invece I, = An, allora I ¢ m, quindi, in ogni caso I +Ann [ ¢
m per ogni ideale massimale di A. Da questo segue che I + Annl = A e che
esistono i € I e j € Ann [ tali che 1 + 7 = 1; allora ¢ # 0 altrimenti j =1e [
sarebbe 0, contro 'ipotesi, e i = i(i + j) = i* ¢ idempotente. Infine, per ogni
a€l,sihaa=a(i+j)=ai, e quindi I = (i).

Soluzione E. 232 1. Ovviamente 1 € S, inoltre, dato che se (¢q1,p) =
(g2,p) = 1 anche (q1q2,p) = 1, S & moltiplicativamente chiuso. Notiamo
anche che 0 ¢ S.

Alternativamente si puo osservare che S = Q[z]\ ((z — 1)U (2 +2)), dove
(x — 1) e (22 + 2) sono ideali primi.

2. Con una dimostrazione analoga a E.204.1 e E.204.2 otteniamo

f
Az{;é@(w) : (gp)=17.
Gli ideali primi di A sono in corrispondenza con gli ideali primi p di Q[x] tali
che pN .S = (). Dato che i primi di Q[x] sono principali e generati da elementi
irriducibili gli unici ideali possibili sono p; = (0),p2 = (z—1) e p3 = (2% +2),
e quelli non nulli sono massimali.
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3. Chiaramente A/(0) ~ A; ricordiamo che A/IA ~ S~ (Q[z]/I) per ogni
ideale I di Q[z]. Dunque A/(z — 1)A ~ S7!1Q ~ Q e A/(2* + 2)A ~
S7H(Qla]/(2? +2)) = Q(V-2).

4. Ovviamente A/p; ®4 A/p; ~ A/p;, che abbiamo descritto al punto pre-
cedente. Altrimenti, dato che (z — 1) e (2% + 2) sono comassimali, si ha

Afpa ®a Afpz = Afpa+p3 = 0.

Soluzione E. 233 Denotiamo A = A/I, M = M/IM e m = m/I, con
m € Max A. Basta allora provare che M, che ¢ naturalmente un A-modulo,
¢ il modulo nullo. Dato che gli ideali massimali di A sono esattamente i
massimali di A che contengono I, basta provare che My = 0 per tutti i
massimali m D I, dato che essere 0 € una proprieta locale, e questo e vero
poiché M ~ My /I My, = 0.

Alternativamente, possiamo supporre per assurdo che IM C M e quindi
che esista m € M \ IM. Allora I C IM : m # A. Sia allora m un ideale
massimale tale che I C IM : m C m. Dato che per ipotesi M, = 0, avremo

m

in particolare che §* = 0 e quindi esiste a € A\ m tale che am = 0, che

contraddice la scelta di m.

Soluzione E. 254 1. Dato che gli ideali primi di A, sono in corrispondenza
biunivoca con gli ideali primi di A contenuti in p, dall’ipotesi di minimalita
discende che pA, ¢ I'unico primo di Ay e quindi coincide con il nilradicale di
Ay.

2. Sia a € p; per il punto precedente, 7 € A, ¢ nilpotente, ed esiste quindi
s € A\ p tale che sa” = 0 in A per qualche intero n. Scegliendo il minimo
n con questa proprieta, otteniamo che sa” ! # 0 e quindi @ ¢ un divisore di
zero, come volevamo.

3. Per T.146.1, essere ridotto ¢ una proprieta locale, quindi A, ¢ ridotto.
Dato che, come osservato al punto 1, pA, = N(A4,) = 0, l'ideale nullo ¢
I'unico ideale massimale di Ay, che quindi ¢ un campo.

Soluzione E. 235 Ovviamente 11 € S quindi 1 € S. Siano s,t € S, allora
esistono a, b € A tali che as, bt € S; dato che S e moltiplicativo, si ha asbt € S
che per definizione implica st € S, i.e. S & un insieme moltiplicativo. Adesso
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supponiamo st € S, allora ast € S per qualche a € A: quindi s(at) = t(as) €
S implica s,t € S.

Soluzione E. 230 Siano Sy = {18" : n € N} e Sp = {6" : n € N}
entrambi contenuti in Z/(200): per T.148.3

Sp=12/(200)\ |J p=2/200)\ | J p=5a4

pNSp=0 2,3¢p

Dunque
(2/(200))15 = S3'Z/(200) ~ S, Z/(200)
= 55 2/(200) ~ S5'Z/(200) = (Z/(200))s,

ove gli isomorfismi sono dovuti a T.148.6. Inoltre g;Z/(ZOO) = g;Z/(8) X
EEZ/(%): dato che 2 € Sp si ha g;Z/(é%) = (0), mentre I’omomorfismo
03, : L/(25) — E;Z/(QB) e surgettivo, cf. E.205, ed iniettivo perché 5 ¢
Sp, cf. E.207.2.a).
Pertanto, S;'Z/(200) ~ S5'Z/(200) ~ Z/(25). Da E.183 segue che C ~
7./(25,40) ~ Z/(5) e dunque A ~ B % C.

Adesso consideriamo I'omomorfismo ¢ : Z) [x] — (Z3))s dato da ¢(z) =
¢- 11 nucleo di ¢ contiene (62 — 1); dato che 63: — 1 ¢ irriducibile in Z)[x],
perché ha grado 1 e i coefficienti sono coprimi, si ha Ker ¢ = (62 —1). Inoltre
¢ ¢ surgettivo, perché ogni elemento di (Z3))s si pud scrivere & = ap(z*) =
¢(az®), dunque D =~ (Z3))s.

Osserviamo che l'isomorfismo appena dimostrato poteva essere dedotto
direttamente da E.210.

Infine, Z 3y ¢ un anello locale con unico ideale massimale generato dall’im-

2

magine di 3, ma in (Z))s si ha § = 2, cioe 3 invertibile, (Z)s € Q ¢ un

campo contenente Z e quindi D ~ Q £ A, B, C.

Soluzione E. 237 1. Ovviamente 1 € f~1(T), inoltre, a,b € f~1(T) implica
f(ab) = f(a)f(b) € T, quindi ab € f~1(T).

Per il viceversa, osserviamo che per ipotesi 1 € 1. Presi s,t € 1" esistono
a,b € f71(T) tali che f(a) = s e f(b) = t; dato che f~1(T) ¢ moltiplicativo,
si ha ab € f~YT) e dunque f(ab) = st € T.
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2. Sia a € f~1(T), allora esiste t € A tale che at € f~1(T), cioe f(at) =
f(a)f(t) € T. Dal fatto che T & saturato, segue che f(a) € T e quindi
a € f~YT), come volevamo.

Per il viceversa, siano s € T e t € B tale che st € T; per ipotesi esistono
a,b € A tali che f(a) = s e f(b) = t. Dunque f(ab) = st € T implica che
ab € f~Y(T); di conseguenza a,b € f~1(T) = fHT),e s= f(a) €T.

Soluzione E. 238 1. L’omomorfismo ¢: S71A — T~ 1A definito da ¢ (%)

= %, verifica p(T) C (T~TA)* e, per la proprieta universale, definisce un

omomorfismo @: 77 '(S71A) — T—'A. Osserviamo che ¢ (¢) = 0 se e solo
se esiste ¢ € T tale che ta = 0, quindi og(t)2 =2 = 0, con og(t) € T;. Infine,

S
per ogni ¢ € T~'A possiamo scrivere ¢ = ¢ () p(og(t))"", dunque @ & un
isomorfismo per T.136.

t 1

A 9T o pig
A
¥ >

0s 1P

STTA——>T7YSA)

oTy

L’isomorfismo T !'A ~ T }(S71A) si dimostra analogamente applicando
la proprieta universale all’omomorfismo oy : S'A — T 1A definito da
or (3) =5
2. B facile vedere che U & un sistema moltiplicativo che contiene S e T'. Dal
punto precedente otteniamo allora che U™} (S™1A) ~ U 1A~ U YT 1A).
Per ottenere Iisomorfismo U~1(S™1A) ~ T71(S~1A) procediamo come se-
gue; in maniera del tutto analoga si potra dimostrare che U™1(T1A) ~
S™HT-1A). Consideriamo I'omomorfismo p: ST'A — U~1A definito da
¢ (%) = 2 e osserviamo che (T) C (U 'A)*. Per la proprieta universale
esiste un omomorfismo @: T71(S™1A) — U1 A: per ogni ¢ € U A esisto-
nos € Sete T tali che u = st, quindi £ = £ = (%) p(t)"". Infine se
% (%) = 0, allora esiste u; = s1t1 € U tale che sit1a = 0, dunque per & =
esiste t; € T tale che tlz—ii = 0. L’isomorfismo cercato segue da T.136.

asy
usy
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Soluzione E. 239 Se p ¢ un primo non minimale, allora p contiene pro-
priamente un certo ¢ € MinA e dunque S = A\p C A\ q = T non ¢
massimale.

Sia p un primo minimale di A, S = A\ p e supponiamo che 7T sia un insieme
moltiplicativo con 7' 2 S. Per T.148, punti 1 e 3, possiamo supporre senza
perdita di generalita che T sia saturato e

T=A\ U q.

qeSpec A
qnT=0

Ora, qNT = () implica q C A\T € A\ S = p, il che contraddice la minimalita
di p.
Soluzione E. 240 1. Per T.148.3, ¢ sufficiente dimostrare che
U p= U q=A\S.
peV(I) qnS=0
Ovviamente se p € V(I) si ha pN S = (), altrimenti 1 € p: quindi abbiamo
I'inclusione C.

Per I'inclusione opposta, sia q un primo che non interseca .S; allora I'ideale
(I,q) # 1, altrimenti esisterebbero a € I e b € q tali che a + b = 1 e quindi
b=1—a € qN.S, contraddizione. Dunque esiste un primo q’ 2 (I, q) e quindi
q C q € V(I), che implica la conclusione.

2. Dato che per un primo p di A si ha SyNp =0 se e solo se f & p possiamo
scrivere S; = A\ | rep P- Dunque

Sp=a\{Urc 8, =4\Ua
fép 9&q
se e solo se | J rap b 2 U gq 9> cioe se e solo se per ogni primo ¢ che non contiene
gsihaqClJ Fap B Per il lemma di scansamento T.12, questo e equivalente a
dire che q C p per qualche p non contenente f. In conclusione, §f - §g se e
solo se per ogni primo ¢, g € q implica f &€ q. L’ultima affermazione equivale
a: per ogni primo p, f € p implica g € p, cioe

ViH=r2a= V.

fep g€q
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Soluzione E. 241 1.1 primi di A4 sono in corrispondenza 1:1 con gli ideali
primi di A che sono contenuti in ¢, che a loro volta corrispondono ai primi /
in K[z,y] tali che (z,y) 2 I D (22 —4?) e quindi tali che I O (x + ) oppure
I2(x—vy).

Se (z,y) DI 2 (z ty), allora I = (z,y); infatti K[z,y|/(x +y) ~ Kl[z] e
(x, y)/(az +y) ~ ( ) e non ci sono primi fra (0) e (z). Quindi gli unici primi
di Aq sono (z —y)Aq, (x +y)Aq e (x,y)Aq, che ¢ 'unico massimale.

2. Sia S = A4\ pA,, allora in S *1Aq rimane solo un primo, quindi massimale,
che & S7'pA;. Inoltre, dato che char K # 2, v —y & (z+y) e “T¥ € S. Infine,

I'ideale massimale pA; = (x—J{y) = (%) di S7tA4, ¢ nullo, e S7t4, ¢ un
z—y
campo.

Per descriverlo, osserviamo dapprima che (Aq)pa, == Ay, per E.238. Inoltre,
S™(2? — y*) = S~ (z + y). Quindi

(Agpa, ~ Ay ~ SN (K[z,y]/ (2 — 7))
~ ST Kz, y]/S7 (2" —y?) = ST K[z, y] /S (z + y)

~ ST (K, yl/(w +y)) = K(w),

dove I'ultimo isomorfismo segue dal fatto che x —y € S si riduce a 2x modulo
r—+y.

16.7 Soluzioni del capitolo 14

Soluzione E. 2/2 1. Basta osservare che, dati due ideali (a), (b) C Z, si ha
che (a) C (b) se e solo se bla, quindi una catena ascendente che inizia con (a)
ha al piu tanti elementi quanti sono i divisori di a. Per lo stesso motivo, dato
un elemento a # 0,1 di Z si puo ottenere una catena discendente infinita
(a) D (a®)D---D(a*)D>---.

2. E sufficiente osservare che I'anello dato & un campo.

Soluzione E. 2/3 1. Consideriamo gli ideali K; = Ker(¢'); dato che A &

noetheriano la catena di ideali K; C K9 C --- si stabilizza ed esiste un intero
n tale che K,, = K, 1.
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Sia ora a € Ki; vogliamo provare che a = 0. Dato che ¢, e quindi anche
@", & surgettivo, esiste b € A tale che ¢"(b) = a. Da cio segue che ¢(a) =
©"1(b) = 0 ossia b € K,,,1 = K, e pertanto a = 0 come volevamo.

2. Ricordiamo che se ¢ & surgettivo allora, per ogni ideale I C A, ¢(I) € un
ideale di A. E sempre vero che o(INJ) C o(I)N¢(J); basta dunque provare
'altra inclusione. Sia a € (1) N @(J); allora a = ¢(i) = p(j) per certii € [
e j € J. Da questo segue che 0 = ¢(i — j) e quindi, dato che ¢ ¢ iniettiva per
il punto 1, 2 = 5 € I N J come volevamo.

3. Se A non e noetheriano entrambe le affermazioni sono false. Consideriamo
A = Klz;: i € N], con K campo, e ¢ definita da p(z1) =0 e ¢(x;) = z;1
per 7 > 1; allora ¢ immediato vedere che ¢ € surgettiva ma non iniettiva.
Siano ora I = (x1+x3) e J = (x2) ideali di A. Dato che I e J sono principali
e generati da elementi relativamente primi, I N J = [.J; quindi ¢(I N J) =

(@(a1 + 22)@(x2)) = (1), mentre (1) Np(J) = (21).

Soluzione E. 2/ Dato che A e noetheriano, I ¢ un A-modulo finitamente
generato; allora applicando il lemma di Nakayama otteniamo che esiste un
elemento b€ A, b=1 mod [ tale che bl = 0.

Siaa=1—-belallora(a) CI=1-1=(a+0b)I Cal C(a)da cuisegue
che I = (a). Inoltre, dato che a(1 — a) = 0, otteniamo che a ¢ idempotente.

Soluzione E. 245 Consideriamo la successione 0 —» Ny N Ny — M L>

M /N1@® M /Ny; € immediato verificare che essa € esatta. Allora M/(N1NNy) ~
Im f C M/Ny@®M/N,, e quest’ultimo € noetheriano, in quanto somma diretta
di noetheriani, cf. T.152.3.

Soluzione E. 2/6 Sia M noetheriano; allora tutti i suoi quozienti sono
noetheriani, cf. T.152.2.

Viceversa, siano M/ fM e M /g*>M noetheriani. Per I'esercizio E.245, basta
dimostrare che 0 = (fg*)M = fM N ¢g>M, ove la prima uguaglianza & ovvia
dalla definizione di A. Per dimostrare la seconda uguaglianza, osserviamo
subito che l'inclusione “C” e chiara e che dall’ipotesi discende che esistono
i,j € Atali che if +j¢> = 1.
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Sia ora m € fM N ¢g*M; allora m = afm; = bg®n,, con a,b € A e my,n, €
M. Pertanto, m = (if + jg*)m = if(bg’n1) + jg*(afmy) = (ibfg*)ni +
(jafg?)my € fg?M, come volevamo.

Soluzione E. 27 Osserviamo che per ipotesi tale d e necessariamente non
nullo.

1. Dato che (d) = IJ,sihad = 25:1 figi per qualche f; € I, g; € J e qualche
intero k. Sia allora J = (g1, ..., gx); avremo che (d) C IJ C IJ = (d).

2. Sia f € I; allora, per ogni i, fg; € IJ = (d) da cui segue che esiste h; tale
che fgz = hzd

3. Proviamo la tesi dimostrando che ogni ideale I di A e finitamente generato
utilizzando i punti precedenti. Sia J 'ideale finitamente generato costruito
al punto 1. Per ogni f € I si ha che fd € IJ e quindi fd = fozl figi =
Zle fi(fg:) = deZl fihi. Poiché A & un dominio, da questo segue che
f =" fihi, e quindi che I = (fi,..., fi).

Soluzione E. 2/8 1. La verifica e facile e discende dalla linearita di f e g.

2. Siano ora w4 : AX¢g B — A e mg: AX¢c B — B gli omomorfismi
di proiezione sulle componenti, che sono surgettivi, dato che f e ¢ lo sono:
ad esempio, dato a € A, avremo f(a) = ¢ per qualche ¢ € C e dunque
per la surgettivita di g esiste b € B tale che g(b) = ¢ = f(a); pertanto
(a,b) € A x¢c B ema(a,b) = a.

Per E.114, gli ideali di A e di B sono A x¢ B sottomoduli di A e B rispet-
tivamente e, se A e B sono noetheriani come anelli, allora sono noetheria-
ni come A X B-moduli. Da questo segue che A x B & noetheriano come
(A x¢ B)-modulo; allora A X ¢ B, che ¢ sottomodulo di un (A x ¢ B)-modulo
noetheriano ¢ a sua volta un (A x¢ B)-modulo noetheriano per T.152.2, e
quindi e noetheriano come anello.

Soluzione E. 249 1. Supponiamo che ogni elemento non nullo in m possegga

tale fattorizzazione e supponiamo per contraddizione che esista 0 # a = um?,

con u € A* e a € [ m". Allora a € m" per ogni n; si ottiene che m* C
neN

(a) Cm™ C m* per ogni n > k e pertanto per un tale n avremo m" = m*, da
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cui segue m* = bm™ e m*(1 — bm™ %) = 0. Dato che 1 — bm"* & invertibile
per T.15, si avra che m* = 0 e a = 0, che ¢ la contraddizione cercata.

Viceversa, se (1 m" = 0e 0 # a € m, sia k il massimo esponente tale
neN

che a € m*; allora a = bm* e b € m; poiché A ¢ locale, segue subito che b &
invertibile.

2. Sia I C A un ideale proprio; allora I C m e, per il punto precedente, ogni
elemento a € [ si scrive come a = um”* con u € A*: dunque a € I implica
m¥ € I per qualche intero k. Sia A il pill piccolo esponente per cui m”" € I;
allora I DO m" e ogni a € I & del tipo a = um* = um"m*" € m", come
volevamo.

3. Per il punto precedente, e sufficiente provare che se A € noetheriano, valgono
le condizioni equivalenti del punto 1. Sia dunque 0 # a € m, con a = bym. Se
b, € invertibile abbiamo finito. Altrimenti, esiste by € A tale che by = bom € m;
inoltre a = bam? e (by) C (by). Possiamo procedere in questo modo e costruire
una catena ascendente di ideali di A (by) € (by) € --- € (b,) € - -- generati da
elementi tali che b;m’ = a per ogni 7. Se tutti i b; fossero non invertibili allora
la catena sarebbe infinita il che non e possibile visto che A & noetheriano,

dunque esiste b, invertibile tale che a = bymF.

Soluzione E. 250 1. Siano m = (m) l'ideale massimale di A e I C A un
ideale proprio. Allora, I C m ed ¢ finitamente generato, diciamo da by, . . ., by,
poiché A e noetheriano. Ne segue che, per ognii = 1,..., k, esiste un intero k;
tale che b; = u;m" e da questo ¢ facile vedere che I = (m*) con k = min; k;,
cf. la dimostrazione di E.249.

2. Ogni ideale di una catena ascendente C di ideali primi di A & contenuto in
un ideale massimale m¢ che, per ipotesi, e principale. Localizzando A in mg
e applicando il punto precedente, otteniamo che la lunghezza della catena Cy,
dei primi localizzati puo essere uguale a 1, se Ay, € un dominio, e altrimenti
0. Abbiamo dunque mostrato che la dimensione di ogni localizzazione di A in
un ideale massimale ¢ minore o uguale a 1. Dalla corrispondenza tra gli ideali

primi di A e gli ideali primi delle sue localizzazioni, discende immediatamente
che dim A < max{dim A, : m € Max A} < 1.
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Soluzione E. 251 Per ipotesi M ¢ noetheriano e quindi finitamente genera-
to, diciamo da my, ..., m,. Consideriamo ’omomorfismo ¢: A — M" dato
da ¢(a) = (amy,...,am,) e proviamo che Kerp = I. Sia a € Ker p; allora
am; =0 per ogni ¢ = 1,...,n e quindi per ogni m = >, b;m; € M si ha che
am =Y. bi(am;) =0 e a € I. L’altra inclusione ¢ ovvia.

Da questo segue che A/I ~ Imp C M" ¢ isomorfo ad un sottomodulo di M",
che & un A-modulo noetheriano, ed e noetheriano come A-modulo e quindi
anche come A/I-modulo.

Soluzione E. 252 1. Supponiamo che I + J C A; allora esiste un ideale
massimale m tale che I, J C I 4+ J C m, che e contro 'ipotesi.

2. Dato che IJ C I,J, allora IJ e contenuto in ogni ideale primo di A,
e quindi nel nilradicale N'(A). Dato che A & noetheriano, l'ideale N'(A) &
nilpotente per il primo teorema di finitezza; esiste pertanto n € N tale che
(IJ)* C N(A)" =0, come richiesto.

Soluzione E. 253 Ricordiamo innanzitutto che, per ogni A-modulo M,
p(M) =dimg (M ®4 K) = dimg M/mM.

1. Siano gy, ..., g, un insieme minimale di generatori di I, ove n = u(I) > 1
not) o,

per ipotesi. Allora I? & generato da tutti i prodotti g;g;, che sono —5

ne segue che p(I?) < n?, come richiesto.

2. Dato che ogni ideale J di A e piatto, tensorizzando per J la successione
esatta 0 — [ — A — A/I — 0 si ottiene la successione esatta 0 —
I®J — J— J/IJ — 0. Considerando allora il diagramma commutativo

0 — I®J ; > J/IJ — 0

L

0 — 1IJ y J —— J/IJ — 0,

ove 3 e v sono isomorfismi, dal lemma del serpente, o direttamente da T.104,
deduciamo che I ® J ~ IJ. Sia ora J = I; da E.188 discende che u(I)? =
(I @ I) = p(I%); di conseguenza, il punto precedente implica che u(/) <1
per ogni I, cioe A ¢ PIR.
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Resta da provare che A € un dominio: siano a,b € A tali che ab = 0; allora
(a)(b) = (a) ® (b) = 0, ed essendo A locale, si deduce da E.189 che (a) = 0
oppure (b) = 0, come volevamo.

Soluzione E. 25/ 1. Dato che A ¢ noetheriano, v = () pi, vVJ = q;
i=1 j=1
con p; € Min /I e q; € Min J, cf. T.159.2.

Dunque se I e J hanno gli stessi primi minimali, sicuramente hanno anche
lo stesso radicale.

n
Viceversa, sia p un primo minimale di I. Allora, () q; = VI C p e quindi
j=1
esiste un ideale q; tale che q; C p, cf. T12.2. Per lo stesso motivo, esiste p;
tale che p; C q; C p; allora, per la minimalita di p, segue che p = q;. In questo
modo abbiamo mostrato che i primi minimali di [ sono primi minimali di .J.

Scambiando i ruoli di I e J otteniamo la tesi.

2. Segue dal punto precedente e dalle definizioni di altezza e dimensione,
osservando che, per ogni ideale I si ha che ht I = min{htp: p € Min I} e che
le catene di primi di A/I che contribuiscono al calcolo della dimensione di
A/I corrispondono effettivamente alle catene di primi di A che iniziano con
i primi minimali di /.

Soluzione E. 255 Sia (n] q; una decomposizione primaria minimale di

1=1
Ann M. Dato che AnnM e zero dimensionale, per ogni ¢ abbiamo che

m; = ,/q; ¢ un ideale massimale ed esiste s; tale che m® C q; per il pri-
mo teorema di finitezza, cf. T.153; per ogni ¢ scegliamo s; minimo rispetto a
questa proprieta.
n
Sia ora J = mil_l N () m;*; per costruzione J ¢ Ann M; dunque 0 # JM C
i=2
M e Ann(JM) = my. Da questo segue che se 0 # m € JM, allora il sottomo-
dulo (m) C M ¢ semplice: infatti 'omomorfismo da A in M definito da 1 — m
e surgettivo su (m) e il suo nucleo e l'ideale proprio Annm 2 Ann M = my;
la conclusione segue allora da E.123.1.
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Soluzione E. 256 Sia p € Min A un primo minimale e consideriamo la
decomposizione del nilradicale di A come intersezione finita di primi minimali,
cf. E.68 e T.159.1, N'(A) = \/(0) = p N, pi-

Per la minimalita degli ideali della decomposizione, possiamo scegliere b €
), pi tale che b & p; allora b non ¢ nilpotente ed ¢ tale che bp C N (A). Quindi
esiste n € N tale che (bp)" = (0), e pertanto a = b" ¢ 'elemento cercato.

Viceversa, se esiste a € A\ N (A) tale che ap” = 0, allora a"p" = 0 e quindi
ap C N(A). Se N(A) =), pi, con p; primi minimali di A, dato che a ¢ N (A)
esiste p; tale che a € p; e quindi p C p;, poiché p; ¢ primo. Da questo e dalla
minimalita di p; segue che p = p; ¢ un primo minimale, come volevamo.

Soluzione E. 257 Sia () un ideale radicale contenuto in J e di dimensione
zero; allora @ = /Q = (), m;, ¢ intersezione finita di ideali m; massimali
distinti, dunque

J:(mmi)JrJ:(Hmi)+J:H(mi+J):m(mi+J).

Dal momento che l'ideale m; +J ¢ uguale a m; oppure a (1) a seconda che
J C m; oppure no, dalla precedente uguaglianza otteniamo che J = (1) se
m; + J = (1) per ogni 7; altrimenti avremo che J = (] my, e dunque J &
{i:JCm;}
radicale.
Dato che A/J & isomorfo ad un quoziente di A/Q, se J & radicale allora ¢

0 dimensionale.

Soluzione E. 258 E sufficiente trovare una decomposizione del radicale di
I, che ¢ lideale (zzt,yt, zyzt,xz) = (yt,xz). Si ha VI = (x,9) N (y,2) N
(x,t) N (2,1); pertanto Min I = {(z,y), (y,2), (z,1), (2,1)}.

Soluzione E. 259 1. Osserviamo subito che I = (2?z, 2%yt + 2%y3, 2t?) e
la base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento lessicografico con
x>y >z>te {x’z, 2%y3 xt?}, quindi I & monomiale.

2. Usando pitt volte T.33.1, troviamo I = (z) N (22, t*) N (22, 2, t2) N (y3, 2, t2);
dunque (z) N (22, t?) N (32, z,t?) & una decomposizione primaria minimale di
I, con AssI = {(x), (z,t), (y,2,t)} e Minl = {(z), (y,z,t)}.
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3. Dato che i divisori di zero e i nilpotenti sono dati rispettivamente dall’u-
nione dei primi associati a (0) e dall'intersezione dei primi minimali in A/I,
cf. T.159.2, per quanto detto sopra avremo

D(A/T) = (.8 (5.%.5) e N(A/D) = [3.51) N (7) = (77.7,70).
Soluzione E. 260 1. Si ha che (2° — 32?)

= (%) N (z* — 3) e quindi i primi
associati a zero in Q[z]/(x® — 3x?) sono (T) e <a:3 — 3, che sono minimali.

Gli ideali primi di A sono
p=@e@ p=(F=3) e p=De@ecn=De0d)
e sono tutti primi associati a 04 (perché?).
Dunque N(A4) =), p; = (x4 — 3:6) @ (6) e D(A) =i, p;, per T.159.2.
2.Peri=1,...,4sianop;,=q; Dt e S; = A\ p;.
In S;'A ogni elemento del tipo (I, 3) ¢ invertibile. Dunque
Sy A~ (Qla]/(2” = 32%))q, ® 0
~ (Qz]/(2%))q, @ (Qla]/ (2 = 3))q, = (Qla]/(2%)) ().

In particolare S| L A contiene 1’elemento nilpotente non banale x e quindi non
¢ un dominio.
Analogamente si osserva che

Sy A~ (Qla] /(" — 357))g, ® 0 = (Qal/(2* — 3)) oy,

¢ il campo dei quozienti di Q[z]/(z® — 3).
Infine per @ = 3,4 si ottiene che

St A~ 0@ (2/(12), ~ (Z/(4)),, ® (Z/(3)),,
per cui S; ' A ~ (Z/(4)) ) € S;tA ~ (Z/(3))3) € solo il secondo & un dominio.

Soluzione E. 261 Siano my = (x + 2,y — 2,3), my = (v + 2,y —2,5) ¢
m3 = (z — 2,y + 2,5) e osserviamo che tali ideali sono massimali e dunque a
due a due comassimali.
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1. Sia p un ideale primo che contiene I. Allora p O (I,3) oppure p D (I,5).
E facile vedere che (I,3) = (y—2,(x +¥)3,3) = (y—2,(x+2)3,3) e (I,5) =
(372 T 47 ('CU + y)37 5)
Da cio segue che /(I,3) = my; inoltre si verifica che

(1,5) = (z+2,(x+y)*,5) N (z = 2, (z +y)*,5)

- (33 + 27 (y - 2)37 5) N (:C - 27 (y + 2>375)7

e gli ideali di questa intersezione sono primari, dato che i loro radicali sono
my e my. Segue allora che

D(A) =m; Umy Ums.

2. Dato che (9) e (5) sono comassimali, come sono a due a due comassimali
gh ideali qi = (Ia 9)7 2 = ($+2, (y_2>37 5) €qs = (ZC— 27 (y+2>37 5)7 avreimo
che I=qiNgaNgqse

A~ Alqr © Alga © A/qs

~ Zlz,yl/ar @ Zlz,yl/q2 © Z[z,yl/as
~ Zlx,y]/(1,9) ® Z/(5)ly)/(y = 2)° & Z/(5)[y]/(y +2)*.

3
Notiamo che Aw, ~ @ (A/q;),, e che (A/q;), = 0 per ogni i # j perché
j=1

q; £ m;. Dunque per ogni i = 1,2,3 si ha (A/q;),, =~ An, e nessuno ¢ un
dominio perché tutti contengono dei nilpotenti. In conclusione A, non ¢ un
dominio per ogni p € Spec A.

Soluzione E. 262 Basta osservare che N C M implica che I C Ann M C
Ann N e che N & un A-sottomodulo se e solo se N & un A/I-sottomodulo.

Soluzione E. 263 Consideriamo la successione di A-moduli Imu 2 Imu? D
«-» D Imu™ D ---. Dato che M e artiniano, la catena e stazionaria ed esiste
un intero k tale che Imu* = Im «**!'. Allora, per ogni m € M, esiste n € M
tale che u*(m) = u**1(n) ossia u*(m — u(n)) = 0. Dall'iniettivitd di u, e
quindi da quella di ©*, segue la tesi.

Soluzione E. 2064 1. Sia a € A\ A* e dimostriamo che a ¢ un divisore di
zero. Consideriamo la catena (a) D (a?) D ---; per d.c.c. esiste un intero k
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tale che (a*) = (a**1), e da cio segue che esiste b € A tale che a*(ab—1) = 0.
Ora, dato che a non ¢ invertibile, ab — 1 # 0, dunque a”, e di conseguenza a,
e zero divisore.

2. Sia (A, m) locale, e consideriamo i due casi SNm # () e SNm = (), tenendo

a mente che, per la prima parte dell’esercizio, ogni elemento di A ¢ un’unita

oppure un divisore di zero.

Se S contiene un elemento di m, che e il nilradicale di A, poiché A e artiniano,

cf. T.166.1 ¢ 3, allora 0 € S e S7'A = 0.

Se invece SNm = ), allora ogni elemento di S & un’unita e quindi S~!'A = A.
In entrambi i casi og € ovviamente surgettiva.

Soluzione E. 265 Dimostriamo ’asserto per induzione su n. Sen =1 e
m;M = 0, allora my € Ann M e M ¢ un A/mj-modulo, quindi M ¢ uno
spazio vettoriale che, per T.169, come (A/m;)-modulo ¢ noetheriano se e
solo se artiniano; la conclusione discende allora da T.152.6 e E.262.

Sia ora n > 1 e consideriamo la successione esatta 0 — m, M — M —>
M /m, M — 0. Dallipotesi induttiva segue che M /m, M ¢ noetheriano se e
solo se artiniano; inoltre, dato che my ---m,_1 C Ann(m, M), anche m, M &
noetheriano se e solo se artiniano. Dato che la successione e esatta, la tesi
segue allora da T.152.2 e T.165.

16.8 Soluzioni del capitolo 15

Soluzione E. 206 Vero. Un elemento a € A non & divisore di zero in A/
se e solo se b € A tale che ab =0 mod [ implica b=0 mod I, cioe b € A
tale che ab € I implica b € I. Dunque b € I : a implica b € I e quindi, dato
che I C (I : a), abbiamo dimostrato la tesi.

Soluzione E. 267 Vero. Basta osservare che, se p € Q|x], esiste 0 #d € A
tale che dp = p' € Alz]; quindi se p,q € Qlz], p® q = %@ q% = 1® pq.
L’omomorfismo dato dall’assegnazione p ® ¢ — pq, indotto dal prodotto
(p(x),q(x)) — p(z)q(z) in Q[z] che & Alz]|-bilineare, fornisce 1'isomorfismo
desiderato.
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Soluzione E. 268 Vero. Dato che ¢ ¢ un omomorfismo surgettivo, per il
primo teorema di omomorfismo B ~ A/Kerp; quindi Kery € un ideale
primo. Se Ker ¢ = 0 abbiamo un isomorfismo, altrimenti Ker ¢ ¢ un primo
non nullo di un anello PID, ed ¢ dunque massimale, cf. T.24 ed E.56; in
questo caso B & un campo.

Soluzione E. 269 Le prime due uguaglianze sono vere, cf. T.6.7 e E.24.2,
mentre la terza e falsa. Per esempio consideriamo in Q[z,y] gli ideali I =
(> +y)eJ = (22—9y). SihaVI=1TeJ=1Jcost VI++J=(2%7)
mentre I + J = (z,y).

Soluzione E. 270 Falso. Ad esempio N(Z/(6)) = 0 ma (6) non & primo in
7.

Soluzione E. 271 Vero. Il modulo dato ¢ isomorfo a Q[z]/(2? — 1,2 + 1)
per E.183, e quest’ultimo e chiaramente nullo.

Soluzione E. 272 Vero. A & quoziente di A[X] ed & dunque noetheriano per
T.152.2.

Soluzione E. 273 Vero. Ricordiamo che se Lt([) & primo allora un insieme
minimale di generatori ¢ dato da un sottoinsieme delle indeterminate per
T.34.1. Siano G una base di Grobner di I e f,g € K[X] tali che fg € I

se per assurdo f,g ¢ I allora per T.36 f £>>,< reg i* sconr,s#0e
nessuna delle indeterminate di G(Lt([)) divide i monomi di r e s. Lo stesso
vale per ogni monomio di rs e dunque 0 # rs & I; pertanto fg & I, che ¢
contro l'ipotesi.

Soluzione E. 27 Vero. Sia b € /I : J, allora esiste n tale che b".J C I.
Dobbiamo provare che se ¢ € V/J allora be € v/I. Dato che ¢™ € J per
qualche m, avremo che b"c¢™ € I. Se n > m moltiplicando per ¢~ si ottiene
(be)™ € I, da cui segue be € V/I; se n < m concludiamo in maniera analoga.

Soluzione E. 275 Vero. Dato che I,J sono comassimali e I NJ = 0 dal
teorema cinese del resto si ha A ~ A/I & A/J ossia A & somma diretta di
campi; a questo punto ¢ immediato concludere che A ¢ artiniano, ad esempio
osservando che certamente in A vale d.c.c.
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Soluzione E. 276 Falso. Consideriamo gli Z-moduli M = 7Z/(4) e N = Z;
allora N non ha torsione e M ¢ di torsione; inoltre T(M ®z N) = T(M) =
M =7/(4). Invece T(M) @ T(N) =27Z/(4) ® 0 = 0.

Soluzione E. 277 Vero. “=":se gcd(f,g) = 11ipolinomi p(x) = Ris,(f, g)
e q(y) = Ris,(f, g) sono diversi da zero e p(z),q(y) € I, cf. T.61; dunque [
verifica T.71.2 e V() ¢ finita.

“—=":¢la h = h(zx,y) = ged(f,g9) # 1 e f = fih e g = g1h, per certi
fi,q1 € Clz,y]; allora V(1) = V(h) U V(f1,91) per T.55.6 e basta provare
che V¢ (h) e infinita. Questo segue da T.71, dato che (h) ovviamente non
verifica la condizione 2.

Soluzione E. 278 Vero. Si consideri 'omomorfismo ¢: A" — (A/I)" de-
finito da ¢(ay,...,a,) = (ai,...,a,), che & banalmente surgettivo e il cui
nucleo e 1 A",

Soluzione E. 279 Falso. Siano K = Q e p(x) = 2% + 1; allora p(x) &
irriducibile in Klz], ma lideale (2* + 1, + 1) = (2 — ¢%,9> + 1) =
(x—y,y*+1)N(z+y,y*+1) & intersezione di primi distinti, che lo contengono
propriamente.

Soluzione E. 280 Falso. Sia A = Z/(4) e siano M = Ae N = (2)A ~
Z./(2). Allora M & libero, quindi proiettivo, ma N non puo essere proiettivo

perché in caso contrario le successione 0 — Z/(2) 2 Z/(4) — N — 0
spezzerebbe, mentre Z/(4) 2 Z/(2) @ Z/(2).

Soluzione E. 281 Vero. Sia I massimale. Se J Z I esiste 0 #a € J\ I e
quindi A=1+4(a) CI+J.

Viceversa, consideriamo A/I e proviamo che ogni elemento diverso da zero
e invertibile. Sia 0 # @ € A/I; dato che (a) € I, per ipotesi I + (a) = A
e quindi esistono ¢ € I e b € A tali che 1 + ba = 1, da cui segue che a &
invertibile.

Soluzione E. 282 Vero. A/p & un dominio finito, dunque & un campo, cf.
T. 1.
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Soluzione E. 283 1. Vero. Basta provare che se I + J = A allora per ogni
n €N ["4+ J" = A, dato che I'altra implicazione e immediata. Siano 7 € I e
g € J tali che 1 + 5 = 1, allora per ogni n € N si ha che

< [(2n—1 L (2an—1
1 — (Z _|_j)2n—1 — Z ( k >i2n_1_kjk + Z ( k >i2n_1_kjk
k=0 k=n

appartiene a I + J".

2. Vero. Sia a € /I : J; allora esiste m tale che a™j € I per ogni j € J,;
quindi (aj)™ € I da cui segue che aj € VT e infine che a € VT : J.

3. Falso. Basta considerare gli ideali I = (8) e J = (6) in Z; si ha infatti
VI:J=(2):(6)=7Z, mentre VI :J=/(4) = (2), cf. E.17.4.

4. Falso. Consideriamo gli ideali I = (12) e J = (8) in Z; si ha I : J = (3),
mentre I : v/J = (12) : (2) = (6).

Soluzione E. 28/ Falso. Fissiamo 1'ordinamento lex con x > y; i generatori
dati di I formano gia una base di Grobner, mentre una base di Grobner di
J ¢ data da {z,3* + 1}. Quindi gli anelli A; = Q[z,y]/I e Ay = Qlz,y]/J
sono Q-spazi vettoriali con basi {1,z,y,zy} e {1,y} rispettivamente e non
possono dunque essere isomorfi come anelli. Ricordiamo che un omomorfismo
di anelli ¢ verifica ¢(1) = 1 e quindi nel nostro caso ¢(a) = a per ogni
a € Q. Supponiamo allora che esista un isomorfismo di anelli p: A1 — Ay
con v; = o(1),v2 = p(x),v3 = ©(y), vy = p(ry) € As. Questi elementi
sono linearmente dipendenti su Q e quindi esistono aq,...,as € Q non tutti
nulli tali che p(a; + asx + azy + agxy) = a1v1 + asve + azvs + avy = 0;
da cio si deduce che 1, z,y,xy sono linearmente dipendenti in Ay, che e la
contraddizione cercata.

Soluzione E. 285 Vero. Se I = [°“ e I & primo, allora I € primo per T.17.
Per il viceversa, osserviamo che K (z)[y] = S~} (K|z,y]), con S = Klz] \ 0
e che esiste un corrispondenza biunivoca fra i primi I di Klz,y| tali che
INS=0eiprimi di K(z)[y] data da I — I¢, cf. T.139.

Soluzione E. 286 Vero. Basta provare che \/(f,g) C +/(f?, ¢%), dato che
'altro contenimento & ovvio. Sia h € /(f,g) allora esiste n tale che h" =

af + bg e quindi per m = 4n, h™ = (af + bg)* € (f?, ¢°).
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Soluzione E. 287 Vero. Dato che A ¢ locale si ha A* = A\ m; inoltre A/m
e un campo. Quindi w(a) € (A/m)* se e solo se a &€ m, i.e. se e solo se a € A*.

Soluzione E. 288 Vero. L’ideale m ¢ un A-modulo finitamente generato;
inoltre per ipotesi (ay, ...,a,) +m? = m. Poiché A ¢ locale, dalla III forma
del lemma di Nakayama T.95 segue che (aq,...,a,) = m.

Soluzione E. 289 Falso. Si consideri A = Klx,: n € NJ; allora A ¢ un
dominio e quindi A C Q(A), che & un campo, e dunque & noetheriano.

Soluzione E. 290 Chiaramente B ~ Z/(2) ® Z/(9), My ~ 7Z/(9) e My ~
Z./(6). Pertanto la prima affermazione ¢ vera, in quanto M; ¢ addendo diretto
di B e quindi e proiettivo, mentre le altre sono false: M non ¢ addendo
diretto di B" per nessun n, pertanto non e proiettivo e tantomeno libero;
infine 9M; = 0, dunque M, certamente non ¢ libero.

Soluzione E. 291 Falso. Dato che ¢ annullato da z, il campo K ¢ un K|x]-
modulo di torsione, quindi non puo essere addendo diretto del modulo libero

K|x].

Soluzione E. 292 Vero. Dato che M e finitamente generato, si ha che p €
Supp M se e solo se Ann M C p, per E.228.1. Inoltre, M = Z/(12) &y
Z/(30) ~ Z/(6) quindi il suo annullatore & (6) e si ha Supp M = {(2), (3)}.

Soluzione E. 293 Falso. A ¢ noetheriano quindi D(A) ¢ uguale all’ unione
dei primi associati a (0), cf. T.159.2, quindi D(A) = (T) U (¥) e I'elemento
a =T+ 7 € A non appartiene a D(A) e nemmeno a K.

Soluzione E. 29/ Vero. K & algebricamente chiuso e (f) e primo per T.26,
dato che f e irriducibile; quindi per la forma forte del Nullstellensatz e T.55.4
si ha che \/(g) = I(V(g)) C I(V(f)) = (f), da cui discende la tesi dato che
K[X] & UFD.

Soluzione E. 295 Vero. Dato che () € proiettivo, la successione esatta

0 —Kerp — P —@Q —0

spezza e quindi P ~ Ker o & @); allora Ker ¢ ¢ addendo diretto di un modulo
proiettivo e quindi e proiettivo, cf T.107.
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Soluzione E. 296 Falso. Si ha C ®q Q[z]/(f) ~ Clz]/(f), cf. la dimo-
strazione di E.191.2. Dato che f & libero da quadrati in Clz]|, avremo
f@) = T (x — o), con oy # «; se i # j, e per il teorema cinese del
resto C[z]/(f) ~ [, Clz]/(z — a;) ~ CF¥; pertanto non esistono nilpotenti
diversi da zero.

Soluzione E. 297 Vero. Se M ¢ proiettivo e finitamente generato allora M
e addendo diretto di A™ per qualche intero n, diciamo A" ~ M & N. Dato
che M @ N e finitamente generato, anche N lo e, poiché suo addendo diretto.
Sia allora {ry,..., 7, } un insieme di generatori di N, possiamo costruire una
successione della forma cercata nel seguente modo

0 N NeM~A" M 0

€ —=T;

AT
ed essa risulta esatta in M ed in A", come volevamo.

E chiaro che il viceversa vale per qualunque A-modulo.

Soluzione E. 298 Falso. Siano A =7 = Me S = A\{0}; allora S™'M = Q
che non e finitamente generato come Z-modulo.

Soluzione E. 299 Vero. Da T.127, punti 2, 3 e 5 segue che
M/mM @ M/aM ~ (A/me@ M)® (A/M@ M)~ (A/m+n) M M
che & nullo dato che m +n = A.

Soluzione E. 300 Vero. Da T.148.3 segue che V = {2"3"}, ey € il
saturato sia di S che di 7. Allora S™'Z ~ V~1Z ~ T~17Z per T.148.6.

Soluzione E. 301 Falso. Consideriamo l'ideale (z>—1) = (z+1)N(z—1) C
K [x]; esso ¢ intersezione di due primi distinti e quindi non & primario, mentre
Lt(I) = (2?) & primario.

Soluzione E. 302 Vero. La matrice ¢ gia in forma diagonale, dunque
Coker ¢ ~ Q[z]/(x(z — 1)) ® Q[z]/(x(z — 1)3), che ha dimensione 6.
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Soluzione E. 303 Vero. Se A e un campo M & uno spazio vettoriale quindi
e libero.

Viceversa, per ogni ideale I C A, I’A-modulo A/I deve essere libero quindi
I = Ann(A/I) = 0. Se non esistono ideali non banali in A, A deve essere un
campo per T.2.1.

Soluzione E. 30 Vero. Sia per assurdo 0 # m € T(M); allora A 2D
Annm # 0. Quindi esistono 0 # a € A tale che am = 0 e m € Max A
tale che Annm C m; allora per ogni b € A\ m si ha bm # 0 e dunque F # 0
in My,. Infine af = 4+ = 0, cio¢ T ¢ un elemento di torsione non banale di
M., che e contro I'ipotesi.

Soluzione E. 305 Vero. Se M ¢ libero di rango k allora M ~ A* da cui
Mp=M®yB~A*®4 B~ B* per T.127.1 e 3.

Soluzione E. 306 Vero. Osserviamo che se f € [ la relazione ¢ banalmente
vera, infatti in questo caso IAyNA = A. Supponiamo quindi che f ¢ I. Dato
che I C (1, f) e, per T.17.3, I C IA;y N A l'inclusione “C” é verificata.

Per dimostrare l'altra inclusione, sia a € \/IAy N AN /(I, f); allora esi-
stonon € Nyie I, be Aeje IA; N A tali che a" —]—2+bf.Da1
momento che j € Ay N A esiste m tale che f™j € I e da cio segue che
bfmtl = (j —i)f™ = fmj — f™i € 1. Allora ") = (i + bf)™ € I e
quindi @ € V1.

Soluzione E. 307 Vero. Sia 0 # a € A. La catena discendente di (a) 2
(a?) D ... D (a") D ... per ipotesi si stabilizza, quindi esiste k tale che
(a*) = (a**1). Allora esiste b € A tale che a* = ba**! e quindi, dato che A &
un dominio, 1 = ba, ossia a ¢ invertibile.

Soluzione E. 308 Falso. Consideriamo A = Z,, con p primo: ¢ un dominio
perché lo e Z. In A ogni ideale & esteso per T.138.2, dunque A e PID; infine
A ¢ locale per T.137 e J(A) = (p)A # 0.

Soluzione E. 309 Vero. Consideriamo ¢: Q x R — R data da ¢(z,y) =
xy; @ e Z-bilineare e quindi induce un unico omomorfismo di Z-moduli
¢: Q®zR — R, ¢(r ® y) = zy, che & ovviamente surgettivo.
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Dato che § ®zy = § ®z %y =a®z ¥ =1®z %, ogni elemento di Q ®z R
e della forma 1 ® y con y € R. Pertanto se 0 = $(1 ® y) = y, allora y = 0,
ossia ¢ € anche iniettivo.

Soluzione E. 310 Vero. Consideriamo I’A-modulo N'/(N' N N) e localiz-
ziamo in un ideale m € Max A; utilizzando T.142 e T.143.2 otterremo
(N'/(NNON))m ~ NL/(N' N N)y >~ N /(N N Ny). Dato che per ipote-
si NV;, € Ny abbiamo mostrato che (N'/(N'N N))m = 0 per ogni ideale
massimale di A; la tesi segue immediatamente da T.145.

Soluzione E. 311 Falso. Si veda I’Esempio 6.2.1.

Soluzione E. 312 Vero. Alz]/(x*>—t) & un A-modulo libero con base {1, x},
quindi e piatto.

Soluzione E. 313 Falso. Consideriamo @Q, che e uno Z-modulo non finita-
mente generato. E sicuramente privo di torsione e non e ciclico, ma, per
ogni coppia di elementi 7 < di Q, abbiamo una relazione non banale

bc§ — ad 5 = 0, quindi non ¢ libero.

Soluzione E. 31 Vero. Da T.148.3 segue che S e il saturato di T'; si
conclude grazie a T.148.6.

Soluzione E. 315 Vero. La tesi ¢ ovvia se uno dei due moduli e nullo;
supponiamo allora M # 0 e N # 0. Ricordiamo inoltre che per E.189 la tesi
e vera se A e locale.

Supponiamo allora che J = Ann M + Ann N C A; esiste quindi un ideale
massimale m C A tale che J C m. Localizzando in m otteniamo che 0 =
(M ®4 N)m ~ My @4, Ny e quindi o My, = 0 oppure Ny, = 0. Se My, = 0,
allora, dato che M e finitamente generato, esiste s ¢ m tale che sM =
0, cf. E.226, e questo e assurdo dato che AnnM C J C m. Si conclude
analogamente se Ny, = 0.

Soluzione E. 316 Vero. Chiaramente m C Ann(M/mM); d’altro lato
Ann(M/mM) # A, perché in tal caso M = mM e per il lemma di Naka-
yama M sarebbe 0, contro le ipotesi. Allora Ann(M/mM) = m e dunque

V(m) = {m}.
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Soluzione E. 317 Vero. Si argomenta in maniera del tutto analoga a quanto
fatto nella prima parte della dimostrazione di E.193.

Soluzione E. 518 Vero. E un caso particolare di quanto visto in E.310.
Soluzione E. 319 Vero. Si veda la dimostrazione di E.243.1.

Soluzione E. 320 Vero. Dato che A e libero su stesso allora ogni ideale
I C A ¢ libero. Dal fatto che ogni ideale principale I = (a) ¢ libero, segue
che A e un dominio. Inoltre se esiste un ideale non principale I, allora sia
{ap: h € H} un suo insieme di generatori; avremmo che ajas = asay, ovvero
una relazione di dipendenza non banale, contraddicendo il fatto che I deve
essere libero.

Soluzione E. 321 Vero. Basta considerare B = A e prendere come p 'ideale
massimale di A.

Soluzione E. 322 Vero. Sia A = 7Z/(540); per E.5.1 basta osservare che
7€ A* e 30,60,90 € N'(A).

Soluzione E. 323 Falso. L’ideale (22 +1) & principale e massimale dato che
L[]/ (2 + 1) ~ Q. Per verificare 'esistenza di questo isomorfismo si puo
osservare che Z)|x]/ (22 4+ 1) >~ (Z(3))2, per E.210; cf. anche con la seconda
parte della dimostrazione di E.236.

Soluzione E. 32/ Falso. M = (Z/(15) ® Z/(18))i) ~ Z/(3) © Z/(9) che

non ¢ ciclico.

211
Soluzione E. 325 Vero. La matrice delle relazioni ¢ data da | —11a
010
10 0
che ha forma di Smith {01 0 da cui segue che M ~ Z/(2a + 1).
002a—+1

Se a > 0, 2a + 1 # +1, quindi per ogni n tale che ged(2a + 1,n) # 1,
M ®37/(n) £0 .

Soluzione E. 326 Falso. Consideriamo [ = (12) C p = (2) C Z; allora [
non ¢ primario, p ¢ primo e 9y = (4)Z) ¢ primario.
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Soluzione E. 327 Vero. Sia ax + by + ¢ = 0 I'equazione di ¢ . Allora per
T.55.5 avremo C N4 = V(f,ax 4+ by + ¢), quindi C N ¢ = V(f(x, —455<)) se
b# 0, oppure CN{ = V(f(—=%,y)). Dato che per ipotesi £ Z C, in entrambi i
casi la varieta che ci interessa e definita da un polinomio non nullo univariato

di grado < n e che quindi ha al piu n radici; da cio segue la tesi.

Soluzione E. 328 Vero. Per ogni a € A si ha Q(A) ® A/(a) = 0: infatti
% Rad= Z—lc’ ®Rad= a% ®4 ad = 0. Quindi da T.127, punti 1 e 4, segue che

k
Q(A) @a M = (Q(A) @4 A") & D(Q(A) @4 A/(a])) = Q(A)".
i=1
Soluzione E. 329 Falso. Siano A = Q[z](,), F = A" con base {¢;}ien €
N C F il sottomodulo N = (xey, xey—eg, xea—eq, ..., xe01—€;, .. .). Avremo

allora che J(A) = (x), che ovviamente ¢ finitamente generato. Consideriamo
ora il modulo quoziente M = F//N: non ¢ difficile verificare che M # 0 e che
eM = ((ze; : i € N)+ N)/N =M.

Si confronti ’enunciato con quello di E.133.
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