Teorema :  derivata di una funzione su una curva
Siano  A un aperto di Rn ed f : A → R una funzione differenziabile.

Sia poi Г una curva contenuta in A parametrizzata nella forma  X = φ ( t ) , φ ( t ) essendo una funzione vettoriale di classe C1 [ a , b ] ( cioè tali essendo le sue componenti ).

La funzione composta  F : [ a , b ] → R definita da F ( t )  =  f (φ ( t ) )  è derivabile e vale l’uguaglianza:
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dimostrazione

Partiamo dalla formula del differenziale :
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con o ( 1 )  →0  per X → X0 .

Poniamo X = φ ( t + h )  ,  X0 = φ ( t )  :
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dove o ( 1 ) →0  per  φ ( t + h ) → φ ( t )  ; questo in particolare accade per h → 0.

Dunque:
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Per h → 0 si ha 
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 → φ’ ( t ) e anche o ( 1 ) → 0.
Rimane da provare che il termine moltiplicato per  o ( 1 ) si mantiene limitato; questo si prova applicandogli il teorema di Lagrange e facendo vedere che ammette limite finito . Intanto si ha :
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con il segno + o – che dipende dal fatto che il limite sia fatto per h → 0+ o h → 0- . Applicando n volte il teorema di Lagrange (una volta a ciascuna componente della funzione vettoriale), si ottiene.
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Teorema :  derivata di una funzione su una superficie

Siano  A un aperto di R3 ed f : A → R una funzione differenziabile.

Sia poi Г una superficie contenuta in A parametrizzata nella forma  X = φ ( u , v ) , φ ( u , v ) essendo una funzione vettoriale di classe C1 ( D ) ( cioè tali essendo le sue componenti ).

La funzione composta  F : D → R definita da F ( u , v )  =  f (φ ( u , v ) )  è derivabile e valgono le uguaglianze:



[image: image8.wmf]å

=

×

=

×

Ñ

=

n

 

1

 

 

i

i

x

u

'

u

  

)

  

 v

,

u 

 

(

 

'

u

 

  

 

)

 

)

 

 v

,

u 

 

(

 

 

(

 

f

  

  

  

)

 

 v

,

u 

 

(

 

'

 

 

 

)

 

)

  

 v

,

u 

 

(

 

 

(

 

f

   

  

)

 

 v

,

u 

 

(

 

F

j

j

j

j

.



[image: image9.wmf]å

=

×

=

×

Ñ

=

n

 

1

 

 

i

i

x

v

'

v

  

)

  

 v

,

u 

 

(

 

'

 v

  

 

)

 

)

 

 v

,

u 

 

(

 

 

(

 

f

  

  

  

)

 

 v

,

u 

 

(

 

'

 

 

 

)

 

)

  

 v

,

u 

 

(

 

 

(

 

f

   

  

)

 

 v

,

u 

 

(

 

F

j

j

j

j


dove 
[image: image10.wmf] 

'

 

u

j

e  
[image: image11.wmf] 

'

 

v

j

indicano i vettori ottenuti derivando il vettore φ rispetto ad u o v , rispettivamente.

La dimostrazione è analoga a quella fatta per la derivata su una curva.
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