Trovare massimo e minimo della funzione f ( x , y , z ) = x y z  sulla curva di equazioni x2 + y2 = 1 , x + y + z = 0.
1. 


Massimo e minimo esistono perché la curva data (sezione di  una superficie cilindrica con un piano obliquo) è un insieme compatto.

2.


La curva non ha punti singolari: la matrice jacobiana 
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 ha caratteristica < 2 se i minori di ordine 2 hanno determinante nullo; questo accade solo se x = y = 0 e questi punti non stanno sulla curva.

3.

La funzione da ottimizzare e quelle che individuano la curva in forma implicita sono di classe C1 (in realtà sono di classe C∞ ).

4.

La curva è chiusa , quindi con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange non si perdono punti.
5.

Calcoliamo i punti stazionari della funzione lagrangiana L = x y z + λ ( x2 + y2 - 1  ) + μ ( x + y + z ) :
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Sottraendo membro a membro la seconda equazione dalla prima, si ottiene ( y – x ) ( z – 2 λ ) = 0 che fornisce due possibilità:

( a )  se y = x ,  le ultime due equazioni diventano x2 = ½  , 2 x + z = 0  e forniscono i punti  ± ( 1/ 
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) .
( b )  se z = 2 λ , si ottiene il sistema
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Eliminando μ dalla seconda e terza equazione :
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Sostituendo il valore di y nella terza equazione, si ottiene 9 x4 – 9 x2 + 1 = 0.
Risolvendo l’equazione  ( si pone t = x2 ) e completando i calcoli, si ottengono i punti :
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6.

Calcolando la funzione sui punti trovati si trova:

in  ( 1/ 
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Dunque il massimo è 1/
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 ,  il minimo - 1/
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