Nastro di Moebius
Il nastro (o striscia) di Moebius è una superficie ideata nel 1858 dal matematico tedesco di cui porta il nome. Nella figura successiva  possiamo vederne un modello di carta :
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Per costruirlo è sufficiente procedere come in figura:
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Gli estremi di una striscia di carta possono essere uniti in due modi: il più semplice è quello che porta ad avere un cilindro; eseguendo invece una torsione preliminare di 180◦, come indicato dalle frecce, si ottiene un nastro di Moebius. 

Questa è una superficie dotata di bordo che non è orientabile:  ha una sola faccia, vale a dire non é possibile dipingerla con due colori diversi . E’ possibile passare da una parte all’altra senza toccare il bordo: immaginando di camminare sul nastro seguendo la “linea di mezzeria”, dopo un giro completo ci ritroveremmo dalla parte opposta, come mostrano molto bene le formiche di Escher .
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Spieghiamo come si può ottenere una parametrizzazione della superficie.
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La circonferenza in figura ha equazioni x = d + R cos s , y = R sen s  con 0 ≤ s ≤ 2π .

Prendiamo due punti diametralmente  opposti, dando al parametro i valori s , s + π :  A = ( d + R cos s ,            R sen s ) , B = ( d – R cos s , - R sen s ).

Nell’equazione del segmento AB :  r A + ( 1 – r ) B  con 0 ≤ r ≤ 1,  sostituiamo i valori precedenti;  si ottiene:


x = d  + ( 2 r – 1 ) R cos s   ,   z =  ( 2 r – 1 ) R sen s.

Poniamo (2 r – 1 ) R = t , con – R ≤ t ≤ R :


x = d  + t  cos s   ,   z =  t  sen s.

Facciamo ruotare la circonferenza attorno all’asse z e allo stesso tempo il diametro attorno al centro; supponiamo che la velocità di rotazione della circonferenza  sia doppia di quella del diametro. In questo modo il diametro descrive il nastro di Moebius, le cui equazioni parametriche sono dunque date da :

x = ( d + t cos ϑ/2 ) cos ϑ   ,   y = ( d + t cos ϑ/2 ) sen ϑ   ,   z  =  t sen ϑ/2 .

Per ϑ = 0    si trovano il punto ( d + R , 0 , 0 ) per t = R , il punto ( d – R , 0 , 0 ) per t = -R.

Per ϑ = 2π  si trovano il punto ( d - R , 0 , 0 ) per t = R , il punto ( d + R , 0 , 0 ) per t = -R.

Quando la circonferenza ha compiuto un giro completo attorno all’asse z, il diametro ha compiuto mezzo giro scambiando gli estremi.

Il punto ( d + R , 0 , 0 ) della superficie è ottenuto per ϑ =0 e t = R , ma anche per ϑ = 2 π e t = -R . 

Calcoliamo il vettore fondamentale (che sappiamo fornire la direzione della normale alla superficie).

Nel primo caso si trova il vettore ( 0 , -R/2, d + R ) , nel secondo ( 0 , R/2, - d - R ) . Dopo una rotazione il versore normale ha cambiato dunque il verso.
Calcoli:
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