Formula di riduzione

per il calcolo di integrali doppi su rettangoli

Data una funzione f ( x , y ) definita sul rettangolo R = [ a , b ] X [ c , d ] e limitata, per definirne l’integrale abbiamo per prima cosa introdotto il concetto di partizione Pn del rettangolo in n rettangoli                    (dividendo  l’intervallo [ a , b ] in n intervalli di uguale ampiezza ( b – a ) / n  e analogamente l’intervallo         [ c , d ] in n intervalli di uguale ampiezza ( d – c ) / n )  e quello di somma integrale superiore Sn e somma integrale inferiore sn associate alla partizione (nel caso di funzione positiva rappresentano il volume di un insieme di parallelepipedi che contengono il sottografico o ne sono contenuti); abbiamo poi definito la funzione integrabile se le due successioni hanno lo stesso limite, abbiamo chiamato integrale della funzione il valore di questo limite e – nel caso di funzione positiva – lo abbiamo utilizzato per definire il volume del relativo sottografico. L’esistenza dell’integrale per funzioni continue si dimostra utilizzando la proprietà che le funzioni continue in un compatto lo sono in modo uniforme. La notazione per l’integrale doppio è 
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.
Fin qui la teoria degli integrali doppi ricalca quella data per gli integrali di funzioni in una sola variabile, comprese le relative proprietà. 

A questo punto si apre il problema del calcolo effettivo degli integrali doppi.  Invece di cercare una generalizzazione del teorema fondamentale del calcolo integrale, si rivela più utile un procedimento di riduzione degli integrali doppi a integrali iterati, cioè al calcolo di due successivi integrali in una variabile.
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Ancora una volta l’interpretazione geometrica dell’integrale come volume (solo per funzioni positive!) ci serve da guida. 

Fissato un punto x
[image: image2.wmf]Î

[ a , b ], tracciamo il piano perpendicolare all’asse x in corrispondenza di questo punto; il sottografico viene tagliato in una regione piana di area A ( x ) = 
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 ( x è fissata, y è la variabile di integrazione). 

La funzione A ( x ) è continua ( nota 1 ) e dunque integrabile; l’integrale riceve queste aree e calcola il volume; ne segue allora ( e il risultato vale anche per funzioni a segno non positivo ) (nota 2) :
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Più comunemente scriveremo (con lo stesso significato)
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dimostrazione 1 
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Ma f è continua sul compatto R e dunque è uniformemente continua, cioè
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Nel caso in esame P’ = ( x , y ) , P” = ( x0 , y ) e dunque 
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In conclusione se | x – x0| < 
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, | A ( x ) – A ( x0 ) | <  
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che fornisce la continuità della funzione A ( x ).

dimostrazione 2
Posto A ( x ) = 
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, proviamo che 
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Prendiamo una partizione del rettangolo in n2 rettangolini, ottenuti dividendo [ a , b ] in n intervalli Ik di uguale lunghezza  e [ c , d ] ] in n intervalli Jh di uguale lunghezza. Usando il teorema della media integrale per funzioni continue, possiamo scrivere 
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e dunque :
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Usando ancora il teorema della media integrale, 
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In conclusione :
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 Rk,h = Ik X Jh.
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Essendo f ( x , y ) integrabile in R ( perché continua ), esiste un solo numero che separa i due insiemi di somme integrali e questo è proprio 
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Dunque  
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