Forme quadratiche ed autovalori

Consideriamo la forma quadratica Q(H) = AH·A associata alla matrice simmetrica A. 

Per il teorema di Weierstrass, sul compatto S = { || H || = 1 } la forma quadratica assume massimo M e minimo m. Sappiamo che :


M < 0        → Q definita negativa


m > 0        → Q definita positiva


m < 0 < M → Q indefinita.
Se A è la matrice hessiana calcolata in un punto P0 stazionario per una funzione di classe C2 in un aperto, questi risultati permettono di stabilire che P0 è rispettivamente un punto di massimo, di minimo, di sella.

Vogliamo provare che M ed m sono il più grande e il più piccolo autovalore di A.

Per H ≠ 0 vale l’uguaglianza 
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, dove 
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è il versore associato ad H.

Questa implica che M ed m sono anche massimo e minimo di 
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, che è un aperto; per il teorema di Fermat questi valori sono assunti in punti stazionari per la funzione. Ma 
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e dunque i punti stazionari verificano l’uguaglianza 



[image: image6.wmf]2

( AH H )

AH     H

 H 

×

=

  cioè  AH = Q (
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Questo in particolare prova che M ed m sono autovalori di A.
D’altra parte ogni auto valore di A è un valore Q (
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 ). Infatti :
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Questo prova che M è il più grande auto valore di A, m il più piccolo.
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