Soluzioni [ A ]

1.
Il dominio ( cilindro circolare di rotazione attorno all’asse z tagliato da due piani perpendicolari a questo asse )  è compatto; la funzione è continua in tutto R2. L’esistenza del massimo e del minimo è dunque assicurata dal teorema di Weierstrass.

I punti in cui sono assunti massimo e minimo sono da cercarsi tra:
· i punti interni al dominio in cui la funzione non è derivabile.

Poiché gradf = ( x / 
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 , 2 z – 1 ) , si ottengono i punti in cui x = y = 0, cioè i punti dell’asse z interni al dominio.

Su questo asse la funzione vale g ( z ) = z2 – z; studiamola per 0 < z < 1; si trova subito che il minimo vale -1/4 ed è assunto per z = 1/2 ( cioè nel punto (0,0,1/2) )

· i punti interni stazionari, che però sono assenti ( il punto (0,0,1/2) non va bene perché in questo punto la funzione non è derivabile – come detto prima ).
· i punti della superficie laterale del cilindro: x2 + y2 = 1 , 0 ≤ z ≤ 1 (senza le due circonferenze di base); la funzione da studiare diventa  h ( z ) = z2 – z + 1:  il minimo vale ¾ (sulla circonferenza di quota z = ½ ).

· i punti della base inferiore : x2 + y2 ≤ 1 , z = 0 . La funzione da studiare diventa k ( x, y ) = 
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ed ha minimo uguale a 0 assunto per x = y = 0 ( cioè nel punto (0,0,0) e massimo 1 sul bordo (cioè sulla circonferenza di base).

· i punti della base superiore : x2 + y2 ≤ 1 , z = 1 . La funzione da studiare è ancora k ( x, y ) = 
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ed ha minimo uguale a 0 assunto per x = y = 0 ( cioè nel punto (0,0,1) e massimo 1 sul bordo (cioè sulla circonferenza di base).

In conclusione, il massimo vale 1  ed è assunto sulle due circonferenze di base, il minimo -1/4 ed è assunto nel punto ( 0 , 0 , ½ ).
2.
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Il dominio di integrazione si ottiene ruotando attorno all’asse delle z la regione indicata nella figura e consiste dei punti della sfera compresi tra il piano xy e il cono.
Le condizioni indicate dal problema sono z ≥ 0  ,  z ≤ 
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Si ha dunque :

0  ≤  z ≤ 
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 , cioè x2 + y2 ≤ ½  ( insieme D1 )
0  ≤  z ≤ 
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 ,  ½ ≤  x2 + y2 ≤ 1 ( insieme D2 )
I = 
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  (passando a coordinate polari nel piano)
=  
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3.

Fissato x, la successione è il prodotto della potenza nx per l’esponenziale ( 2 x )n  ed ha limite finito ( nullo ) quando   | 2 x |< 1; se x = ½ diverge, se x = - ½ tende a 0.

Dunque la successione tende puntualmente alla funzione nulla per - ½ ≤ x <  ½.

Per studiare la convergenza uniforme, fissiamo n e consideriamo la funzione |fn ( x )| = nx 2n |x|n 
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Per n→+∞  il termine prevalente nella parentesi è n sgnx : dunque la funzione decresce per x < 0 , cresce  per x > 0. Tenendo conto che:  

|fn ( -1/2 )| = 1/n  ,  |fn ( 0 )| = 0 , per x →1/2   |fn ( x )| → 
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e dunque la convergenza non è uniforme.
Se restringiamo il dominio all’intervallo  [ -1/2 , ½ - 
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→ 0 e la convergenza diventa uniforme.

4.

L’esistenza e l’unicità di una soluzione locale è assicurata dal fatto che la funzione f ( x , y ) = x cos ( x y ) è continua in R2 e la sua derivata f y è limitata in un intorno di ( 0 , 0 ).
Che l’esistenza sia globale dipende dal fatto che in ogni striscia ( - a , a ) X R si ha | f ( x , y )| < a.

Per provare che la soluzione y ( x ) è pari, facciamo vedere che anche y ( - x ) è soluzione del problema: dall’unicità segue allora che y ( - x ) = y ( x ). 

Ovviamente y ( - x ) verifica la condizione iniziale. 

Sostituendo y ( - x ) nell’equazione, dobbiamo verificare che è  – y’ ( - x ) = x cos ( x y ( - x ) ) ovvero che è      y’ ( - x ) = - x cos ( x y ( - x )) ovvero ancora che è y’ ( - x ) = - x cos ( - x y ( - x )) ( abbiamo utilizzato il fatto che la funzione coseno è pari ); ponendo t = - x , l’identità equivale a y’ ( t ) = t cos ( t y ( t )) , che è vera perché   y ( t ) è una soluzione.
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Studiamo la soluzione per x≥0. Nella figura sopra sono riportate alcune curve consecutive di punti stazionari ( deve essere cos ( x y ) = 0  e quindi y = ± ( π/2 + n π ) / x , che sono iperboli equilatere riferite agli assi ). Queste determinano regioni di crescenza o decrescenza delle soluzioni dell’equazione.

La soluzione del problema parte dall’origine con tangente orizzontale ( y’ ( 0 ) = 0 ) ed entra nella regione di crescenza. Qui rimane fino a che non tocca l’iperbole y = π/2x; poi rimane nella zona di decrescenza ed è vincolata a tendere a 0 per x→+∞.
Questa è un possibile andamento; in realtà però la soluzione decrescendo potrebbe intersecare la parabola più in alto ed entrare nella regione di ulteriore crescita. L’analisi qualitativa corretta diventa allora più difficile di quanto richiesto nel nostro corso. Come detto durante lo svolgimento dello scritto, al momento della correzione terremo conto di questa difficoltà, valutando positivamente la soluzione precedentemente congetturata oppure non valutando negativamente l’assenza di questa parte di risoluzione.

Poiché la soluzione è pari, x0 = 0 è comunque punto di minimo.
Soluzioni [ B ]

1.

Il dominio ( cilindro circolare di rotazione attorno all’asse z tagliato da due piani perpendicolari a questo asse )  è compatto; la funzione è continua in tutto R2. L’esistenza del massimo e del minimo è dunque assicurata dal teorema di Weierstrass.

I punti in cui sono assunti massimo e minimo sono da cercarsi tra:

· i punti interni al dominio in cui la funzione non è derivabile.

Poiché gradf = ( x / 
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 , 2 z – 2 ) , si ottengono i punti in cui x = y = 0, cioè i punti dell’asse z interni al dominio.

Su questo asse la funzione vale g ( z ) = z2 – 2 z; studiamola per 0 < z < 2; si trova subito che il minimo vale -1 ed è assunto per z = 1 ( cioè nel punto (0,0,1) )

· i punti interni stazionari, che però sono assenti ( il punto (0,0,1) non va bene perché in questo punto la funzione non è derivabile – come detto prima ).

· i punti della superficie laterale del cilindro: x2 + y2 = 1 , 0 < z < 2 (senza  le due circonferenze di base); la funzione da studiare diventa  h ( z ) = z2 – 2 z + 1: il minimo vale 0 (assunto per z = 1, cioè sulla circonferenza di quota z = 1 )
· i punti della base inferiore : x2 + y2 ≤ 1 , z = 0 . La funzione da studiare diventa k ( x, y ) = 
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ed ha minimo uguale a 0 assunto per x = y = 0 ( cioè nel punto (0,0,0) ) e massimo 1 sul bordo (cioè sulla circonferenza di base).

· i punti della base superiore : x2 + y2 ≤ 1 , z = 2 . La funzione da studiare è ancora k ( x, y ) = 
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ed ha minimo uguale a 0 assunto per x = y = 0 ( cioè nel punto (0,0,2) e massimo 1 sul bordo (cioè sulla circonferenza di base).

In conclusione, il massimo vale 1 ed è assunto sulle due circonferenze di base, il minimo -1 ed è assunto nel punto ( 0 , 0 , 1 ) .
2.
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Il dominio di integrazione si ottiene ruotando attorno all’asse delle z la regione indicata nella figura e consiste dei punti della sfera compresi tra il piano xy e il cono.

Le condizioni indicate dal problema sono z ≥ 0  ,  z ≤ 
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Si ha dunque :

0  ≤  z ≤ 
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 , cioè x2 + y2 ≤ 2  ( insieme D1 )
0  ≤  z ≤ 
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I = 
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  (passando a coordinate polari nel piano)

=  
[image: image41.wmf]dr

 

)

r

 

-

 

4

 

(

  

 

  

dr  

 

r

  

 

2

2

2

2

0

2

ò

ò

+

p

p

 =  
[image: image42.wmf](

)

  

  

2

 

 

-

 

2

 

 

3

8

p

.

3.

Fissato x, la successione è il prodotto della potenza n 2x per l’esponenziale  x n  ed ha limite finito ( nullo ) quando  |  x | < 1; se x = 1 diverge, se x = - 1 tende a 0.

Dunque la successione tende puntualmente alla funzione nulla per - 1 ≤ x <  1.

Per studiare la convergenza uniforme, fissiamo n e consideriamo la funzione |fn ( x )| = n 2x  |x|n 
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Per n→+∞  il termine prevalente nella parentesi è n sgnx : dunque la funzione decresce per x < 0 , cresce  per x > 0. Tenendo conto che:  

|fn ( -1 )| = 1/n2  ,  |fn ( 0 )| = 0 , per x →1   |fn ( x )| → n2,

 si ha 
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e dunque la convergenza non è uniforme.
Se restringiamo il dominio all’intervallo  [ -1 , 1 - 
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→ 0 e la convergenza diventa uniforme.

4.

L’esistenza e l’unicità di una soluzione locale è assicurata dal fatto che la funzione f ( x , y ) = x2 cos ( x y ) è continua in R2 e la sua derivata f y è limitata in un intorno di ( 0 , 0 ).

Che l’esistenza sia globale dipende dal fatto che in ogni striscia ( - a , a ) X R si ha | f ( x , y )| < a2.

Per provare che la soluzione y ( x ) è dispari, facciamo vedere che anche -y ( - x ) è soluzione del problema: dall’unicità segue allora che -y ( - x ) = y ( x ). 

Ovviamente -y ( - x ) verifica la condizione iniziale. 

Sostituendo -y ( - x ) nell’equazione, dobbiamo verificare che è  y’ ( - x ) = x2 cos (- x y ( - x ) ) ; ponendo           t = - x, l’identità equivale a y’ ( t ) = t2 cos ( t y ( t )) , che è vera perché   y ( t ) è una soluzione.

[image: image49.png]eeeeeee




Studiamo la soluzione per x≥0. Nella figura sopra sono riportate alcune curve consecutive di punti stazionari ( deve essere cos ( x y ) = 0 e quindi y = ± ( π/2 + n π ) / x , che sono iperboli equilatere riferite agli assi ). Queste determinano regioni di crescenza o decrescenza delle soluzioni dell’equazione.

La soluzione del problema parte dall’origine con tangente orizzontale ( y’ ( 0 ) = 0 ) ed entra nella regione di crescenza. Qui rimane fino a che non tocca l’iperbole y = π/2x; poi rimane nella zona di decrescenza ed è vincolata a tendere a 0 per x→+∞.
Questa è un possibile andamento; in realtà però la soluzione decrescendo potrebbe intersecare la parabola più in alto ed entrare nella regione di ulteriore crescita. L’analisi qualitativa corretta diventa allora più difficile di quanto richiesto nel nostro corso. Come detto durante lo svolgimento dello scritto, al momento della correzione terremo conto di questa difficoltà, valutando positivamente la soluzione precedentemente congetturata oppure non valutando negativamente l’assenza di questa parte di risoluzione.

Poiché la soluzione è dispari, in ogni caso x0 = 0 non è punto di minimo né di massimo..
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