1.

La porzione di superficie conica descritta dalle condizioni 
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 si può parametrizzare ad esempio nella forma x = r cosϑ  ,  y = r senϑ , z = 1 – r , con 0 ≤ r ≤ 1 ,  0 ≤ ϑ ≤ 2π.
Il vettore fondamentale 
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 è dato da ( r cosϑ  ,  r senϑ ,  r ) e quindi la sua norma è 
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Calcolo della massa:
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Calcolo del baricentro: per motivi di simmetria si trova sull’asse z 
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2.

· Parametrizzazione della curva 
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  :  x = cos ϑ  ,  y = 1 + sen ϑ  ,  z = 2 + sen ϑ   ( ϑ 
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 [ 0 , 2 π ]  )

Parametrizzazione della superficie S :  x = r cos ϑ,  y = 1 + r sen ϑ , z = 2 + r sen ϑ   ( ϑ
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Rotore del campo sulla superficie S  :  rotF = = ( 0 , -z , -y )  =  ( 0 , - 2 – r senϑ , - 1 – r sen ϑ ) 
Vettore fondamentale : 
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Flusso del rotore secondo la definizione:
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Circuitazione del campo sul bordo:

F ( ϕ ( ϑ ) ) =  ( ( 1 + sen ϑ )2 ,  cos ϑ  ( 1 + sen ϑ ) ,  cos ϑ  ( 2 + sen ϑ ) )

ϕ’ ( ϑ ) = ( - sen ϑ , cos ϑ , cos ϑ )
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· Area della superficie
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· Massimo e minimo esistono perché la funzione da ottimizzare è continua e il dominio un compatto.
Funzione lagrangiana  L = x2 + y2 + z2 + λ (x2 + y2 – 2 y ) + μ ( y – z + 1 )

Punti stazionari della lagrangiana :
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Dalla prima equazione si ricava che deve essere x = 0  oppure  λ = -1.

Se x = 0, dalla quarta equazione si ricava y = 0 oppure y = 2; nel primo caso z = 1, nel seconda z = 3. Si ottengono così  i punti ( 0 , 0 , 1 ) e ( 0 , 2 , 3 ) la cui distanza dall’origine è rispettivamente 1 e 
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.
Se λ = -1 , dalla seconda equazione si ottiene μ = -2. Dalla terza  si ricava z = -1 , dalla quinta y = -2,  dalla quarta x2 + 8 = 0 , che non ha soluzioni. Questa seconda possibilità non fornisce dunque altri punti candidati a essere di minimo o di massimo.

In conclusione il punto della curva di minima distanza dall’origine è ( 0 , 0 , 1 ) ( la distanza vale 1 ), quello di massima distanza è ( 0 , 2 , 3 ) ( la distanza vale 
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3.
f ( x , y ) = cos ( y2 + x ) – sen ( y + x2 ) – 1

E’ di classe C1 in R2 ( in realtà è di classe C∞ )

f ( 0 , 0 ) = 0

fy ( x , y ) = - 2 y sen ( y2 + x ) – cos ( y + x2 )  ;    fy ( 0 , 0 ) = - 1 ≠ 0

Sono verificate le ipotesi del teorema delle funzioni implicite ( Dini ) : esiste una ed una sola funzione ϕ ( x ) di classe C1 che esplicita y in un intorno di ( 0 , 0 ).

Derivando in forma implicita:

- sen ( y2 + x ) ( 2 y y’ + 1 ) – cos ( y + x2 ) ( y’ + 2 x ) = 0

Ponendo x = y = 0 , si ottiene y’ ( 0 ) = 0.

Derivando ulteriormente:

- cos ( y2 + x ) ( 2 y y’ + 1 )2 – sen ( y2 + x ) ( 2 y’ 2 + 2 y y” ) + sen ( y + x2 ) ( y’ + 2 x )2 – cos ( y + x2 ) ( y” + 2 ) = 0

Ponendo x = y = y’ = 0 , si ottiene y” ( 0 ) = - 3.

Si ottiene così : ϕ ( x ) = - 3 x2 / 2 + o ( x2 ) , da cui si deduce che x0 = 0 è un punto di massimo locale.
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