Soluzioni [ A ]
1.

C.E.
R2
SGN 
positiva per x > 0, negativa per x < 0 , nulla sull’asse delle y

LIM
tende a 0 all’infinito:
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La funzione assume massimo assoluto nel semipiano x > 0, minimo assoluto nel semipiano x < 0; il minimo è l’opposto del massimo. Inoltre , poiché la funzione è pari in y, i punti corrispondenti devono stare sull’asse delle x. 

gradf = 
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  nullo nei punti ( ± ½ , 0 ), che sono i punti attesi.

· 
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 ; la tesi segue dal teorema di Dini.

Derivando in forma implicita ( y = y ( x ) ) l’identità x exp ( - 2 x2 – y2 ) – e-3 = 0 ( che vale in un intorno del punto x0 = 1 ) :

exp ( - 2 x2 – y2 ) + x exp ( - 2 x2 – y2 ) ( - 4 x – 2 y y’ ) =  0    
[image: image5.wmf])
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.  Per x = y = 1 , si ottiene y’ = -3/2.
Derivando ulteriormente in forma implicita:

exp ( - 2 x2 – y2 ) [ ( - 4 x – 2 y y’ ) ( 1 – 4 x2 – 2 x y y’ ) – 8 x – 2 y y’ – 2 x y’2 – 2 x y y’’ ]  =  0      
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Per x = y = 1  e y’ = -3/2,  si ottiene y’’ = -19/4.  Dunque y ( x ) = 1 – 3 ( x – 1 ) / 2 – 19 ( x – 1 )2 / 8 + o ( x2 ).

Il vincolo è una curva chiusa, quindi non dobbiamo considerare a parte gli estremi. Inoltre il vincolo non presenta punti singolari, perché – posto g ( x , y ) = x2 + y2 – 1 – il sistema g ( x , y ) = 0, grad g ( x , y ) = 0 non ha soluzioni.

Annulliamo il gradiente della funzione lagrangiana L = x exp ( - 2 x2 – y2 ) + 
[image: image7.wmf]λ

 ( x2 + y2 – 1 ):
exp ( - 2 x2 – y2 ) ( 1 – 4 x2 ) + 2 
[image: image8.wmf]λ

 x  =  0  ,   exp ( - 2 x2 – y2 )  ( - 2 x y )  + 2 
[image: image9.wmf]λ

 y  =  0   ,  x2 + y2 = 1.

Dalla seconda equazione si ricava:

( i )   y = 0 ; e quindi x = ± 1 per l’appartenenza al vincolo.

( ii )   x exp ( - 2 x2 – y2 )  = 
[image: image10.wmf]λ

.  Da qui si deduce che x e 
[image: image11.wmf]λ

 o sono entrambi nulli o sono entrambi diversi da 0. La prima equazione esclude la possibilità che siano nulli. Sostituendo exp ( - 2 x2 – y2 )  = 
[image: image12.wmf]λ

 / x nella prima equazione, si ottiene  1 – 2 x2 = 0 . 
Si ottengono così 6 punti candidati ad essere di massimo o minimo: ( ± 1 , 0 ) , ( ±1 /
[image: image13.wmf]2

 

  , ±1 /
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 ).
Si trova dunque che il massimo vale e-1 ed è assunto nel punto ( 1 , 0 ), il minimo - e-1 ed è assunto nel punto ( -1 , 0 ).
2.  La curva è un’ellisse, intersezione del cilindro che si proietta sul piano xy nella circonferenza di centro     (0 ,1) e raggio 1 con un piano obliquo. 

La matrice jacobiana associata al sistema che definisce la curva è 
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.  La sua caratteristica NON è 2 se i minori formati da prima e terza colonna e da seconda e terza colonna hanno determinante nullo; questo accade se x = 0, y = 1 , z qualunque. Nessuno di questi punti sta sulla curva, che dunque è regolare.
Una sua parametrizzazione è data da x = cost , y = 1 + sent , z = 1 + sent con 0 ≤ t ≤ 2π. 

La circuitazione del campo vale:
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 = 0  (le funzioni hanno tutte integrale nullo).

Valutiamo il flusso del rotore attraverso la superficie x = r cost , y = 1 + r sent , z = 1 + r sent con 0 ≤ r ≤ 1 ,      0 ≤ t ≤ 2π.  Essendo rot F = ( 0 , -z , - y ), il flusso vale:
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3.    Per simmetria il baricentro si trova sull’asse z. Dobbiamo dunque calcolare 
[image: image20.wmf]òòò
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. Calcoliamo gli integrali con il metodo delle sezioni con i piani perpendicolari all’asse z. Tenendo conto che il piano di quota z seziona il solido in un cerchio di raggio 
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( e dunque area π ( 6 – z ) ), si ha : 
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La curva nel piano xz ha equazioni x = t , z = 6 – t2 , con 
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 ≤ t ≤ 
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.
Di conseguenza la superficie di rotazione è parametrizzata nella forma:

x = t cos 
[image: image25.wmf]J

, y = t sen 
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 , z = 6 – t2 , con 
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 ≤ t ≤ 
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 e 0 ≤ 
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 ≤ 2π.

Il punto dato si ottiene per t = 2 , 
[image: image30.wmf]J

 = 0.

Un vettore normale è dato da 
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Essendo 
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, si ottiene il vettore ( 8 , 0 , 2 ).

Più semplicemente, la superficie è una porzione del paraboloide z = 6 – x2 – y2 , che è superficie di livello 0 per la funzione g ( x , y , z ) = x2 + y2 + z – 6. Il vettore grad g ( 2 , 0 , 2 ) , cioè ( 4 , 0 , 1 ) , ha la direzione normale alla superficie. Si osservi che il vettore trovato con questo metodo è parallelo a quello trovato precedentemente. 
Soluzioni [ B ]

1.

C.E.
R2
SGN 
positiva per x > 0, negativa per x < 0 , nulla sull’asse delle y

LIM
tende a 0 all’infinito:
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La funzione assume massimo assoluto nel semipiano x > 0, minimo assoluto nel semipiano x < 0; il minimo è l’opposto del massimo. Inoltre , poiché la funzione è pari in y, i punti corrispondenti devono stare sull’asse delle x. 

gradf = 
[image: image35.wmf](
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  nullo nei punti ( ± 1/ 
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 , 0 ), che sono i punti attesi.
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 ; la tesi segue dal teorema di Dini.

Derivando in forma implicita ( y = y ( x ) ) l’identità locale x exp ( - x2 – 2 y2 ) – e-3 = 0 :

exp ( - x2 – 2 y2 ) + x exp ( - x2 – 2 y2 ) ( - 2 x – 4 y y’ ) =  0    
[image: image38.wmf])
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.  Per x = y = 1 , si ottiene y’ = -1/4.

Derivando ulteriormente in forma implicita:

exp ( - x2 – 2 y2 ) [ ( - 2 x – 4 y y’ ) ( 1 – 2 x2 – 4 x y y’ ) – 4 x – 4 y y’ – 4 x y’2 - 4 x y y’’ ]  =  0      
[image: image39.wmf])
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Per x = y = 1  e y’ = -1/4,  si ottiene y’’ = -11/16.  Dunque y ( x ) = 1 – x / 4 – 11 x2 / 32 + o ( x2 ).

Il vincolo è una curva chiusa, quindi non dobbiamo considerare a parte gli estremi. Inoltre il vincolo non presenta punti singolari, perché – posto g ( x , y ) = x2 + y2 – 1 – il sistema g ( x , y ) = 0, grad g ( x , y ) = 0 non ha soluzioni.

Annulliamo il gradiente della funzione lagrangiana L = x exp ( - x2 – 2 y2 ) + 
[image: image40.wmf]λ

 ( x2 + y2 – 1 ):

exp ( - x2 – 2 y2 ) ( 1 – 2 x2 ) + 2 
[image: image41.wmf]λ

 x  =  0  ,   exp ( - x2 – 2 y2 )  ( - 4 x y )  + 2 
[image: image42.wmf]λ

 y  =  0   ,  x2 + y2 = 1.

Dalla seconda equazione si ricava:

( i )   y = 0 ; e quindi x = ± 1 per l’appartenenza al vincolo.

( ii )   2 x exp ( - x2 – 2 y2 )  = 
[image: image43.wmf]λ

.  Da qui si deduce che x e 
[image: image44.wmf]λ

 o sono entrambi nulli o sono entrambi diversi da 0. La prima equazione esclude la possibilità che siano nulli. Sostituendo exp ( - x2 – 2 y2 )  = 
[image: image45.wmf]λ

 / 2 x nella prima equazione, si ottiene  1 + 2 x2 = 0 che non ha soluzioni . 

Si trova dunque che il massimo vale e-1 ed è assunto nel punto ( 1 , 0 ), il minimo - e-1 ed è assunto nel punto ( -1 , 0 ).

2.  La curva è un’ellisse, intersezione del cilindro che si proietta sul piano xy nella circonferenza di centro     (1 ,0) e raggio 1 con un piano obliquo. 

La matrice jacobiana associata al sistema che definisce la curva è 
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.  La sua caratteristica NON è 2 se i minori formati da prima e terza colonna e da seconda e terza colonna hanno determinante nullo; questo accade se x = 1, y = 0 , z qualunque. Nessuno di questi punti sta sulla curva, che dunque è regolare.

Una sua parametrizzazione è data da x = 1 + cost , y = sent , z = 1 + cost con 0 ≤ t ≤ 2π. 

La circuitazione del campo vale:


[image: image47.wmf](
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 = - π  (le funzioni hanno tutte integrale nullo eccetto         –sen2t ).

Valutiamo il flusso del rotore attraverso la superficie x = 1 + r cost , y = r sent , z = 1 + r cost con 0 ≤ r ≤ 1 ,      0 ≤ t ≤ 2π.  Essendo rot F = ( z , 0 ,  y ), il flusso vale:
[image: image49.wmf]òò
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3.    Per simmetria il baricentro si trova sull’asse z. Dobbiamo dunque calcolare 
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. Calcoliamo gli integrali con il metodo delle sezioni con i piani perpendicolari all’asse z. Tenendo conto che il piano di quota z seziona il solido in un cerchio di raggio 
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( e dunque area π ( 8 – z ) ), si ha : 
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La curva nel piano xz ha equazioni x = t , z = 8 – t2 , con 
[image: image53.wmf]2

 

 ≤ t ≤ 
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Di conseguenza la superficie di rotazione è parametrizzata nella forma:

x = t cos 
[image: image55.wmf]J

, y = t sen 
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 , z = 8 – t2 , con 
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 ≤ t ≤ 
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 e 0 ≤ 
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 ≤ 2π.

Il punto dato si ottiene per t = 2 , 
[image: image60.wmf]J

 = 0.

Un vettore normale è dato da 
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0

 

,

 

2

 

(

 

 

 

t

J

j

j

´

.

Essendo 
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, si ottiene il vettore ( 8 , 0 , 2 ).
Più semplicemente, la superficie è una porzione del paraboloide z = 8 – x2 – y2 , che è superficie di livello 0 per la funzione g ( x , y , z ) = x2 + y2 + z – 8. Il vettore grad g ( 2 , 0 , 4 ) , cioè ( 4 , 0 , 1 ) , ha la direzione normale alla superficie. Si osservi che il vettore trovato con questo metodo è parallelo a quello trovato precedentemente. 
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