Istituzioni di Matematica I

per il corso di laurea triennale in Chimica Molecolare –  a.a. 2023 - 24

docente del corso: prof. Mauro Sassetti

Programma iniziale 

( che potrebbe essere parzialmente modificato a seconda delle esigenze del corso; il programma effettivo ai fini dell’esame sarà aggiornato in rete alla fine del corso , prima dell’inizio delle sessioni di esame . Gli aggiornamenti possono consistere nella rimozione o ( meno probabile ) nell’aggiunta di argomenti o di dimostrazioni rispetto all’elenco sotto riportato.
•     Obiettivi 
Fornire i primi strumenti di analisi matematica, intesi sia come tecniche di calcolo che come esempi di ragionamento logico-deduttivo. In particolare, acquisire le principali proprietà delle funzioni di una variabile reale relative al calcolo differenziale e integrale e saper studiare i primi esempi notevoli di equazioni differenziali. Ove possibile, sono presentati modelli matematici per semplici problemi di natura fisico-chimica, in modo da stabilire un primo collegamento con altri corsi di studio. 

• 
Breve descrizione del corso 

Dopo aver introdotto il sistema dei numeri reali e quello dei numeri complessi, sono esposte le idee fondamentali del calcolo differenziale e del calcolo integrale per funzioni di una variabile reale. Al punto di vista “continuo” è affiancato quello “discreto” (con lo studio del concetto di successione). 

• 
Programma sintetico del corso 

Numeri reali e numeri complessi. Limiti di funzioni. Infinitesimi ed infiniti. Funzioni continue e funzioni derivabili: principali proprietà. Studio di una funzione e del suo grafico. Formula di Taylor. Ricerca dei punti di massimo e di minimo. Convessità. L’integrale e le sue proprietà; teorema fondamentale del calcolo integrale. Metodi di integrazione. Integrali impropri. Cenni su equazioni differenziali lineari del I e II ordine e a variabili separabili. Successioni. 

• 
Modalità del corso 

Il corso semestrale è suddiviso in lezioni teoriche (principalmente) ed esercitazioni numeriche (quanto più possibili, compatibilmente con l’orario a disposizione del corso) ed assegna 9 unità di credito formativo. La frequenza al corso non è obbligatoria, ma raccomandata. 

Le esercitazioni saranno svolte principalmente nel corso tenuto dal prof. Lipparini .

L'esame prevede una prova scritta (da superare con una votazione di almeno 18 su 30) ed una orale. La prova scritta prevede un test iniziale (durata un’ora) di ammissione alla seconda parte (durata due ore).

Al momento dell’iscrizione alla prova scritta (vedi sotto) gli studenti che devono sostenere l’esame da 12 crediti (secondo il precedente ordinamento) devono indicarlo esplicitamente. 

Ad ogni prova lo studente deve  essere munito del libretto universitario, che gli potrà essere richiesto di esibire. La carta di identità e la tessera universitaria non sono equivalenti, ma sono accettate qualora la segreteria non avesse ancora predisposto e consegnato i libretti.

Gli studenti saranno avvisati delle date di inizio degli appelli di esame con un ragionevole anticipo. 

La prova orale deve essere sostenuta nello stesso appello di quella scritta.

Per la partecipazione alle prove scritte è obbligatoria l’iscrizione da effettuarsi in rete sul sito  
https://esami.unipi.it/  
entro i termini indicati (di solito almeno 5 giorni prima della data prevista) . 

E’ gradito l’intervento da parte degli studenti per chiedere spiegazioni. Allo stesso modo è giudicata importante una partecipazione attiva alla lezione, rispondendo a domande rivolte dal docente o  risolvendo insieme qualche esercizio proposto.

Come viene precisato più sotto, gli studenti possono comunicare con il docente anche fuori dell’orario di lezione usando lo strumento della posta elettronica (per formulare domande, per la correzione di esercizi svolti a casa , per richiedere un ricevimento) .
• 
Bibliografia 

Il corso può essere seguito sui testi di riferimento

M. Sassetti : Calcolo - Teoria ed esercizi. Calcolo Differenziale, Pisa University Press, ottobre 2014

M. Sassetti : Calcolo - Teoria ed esercizi. Calcolo Integrale, Pisa University Press, novembre 2014

Per quanto riguarda i richiami alla matematica di base, può essere utile consultare il libro

M. Sassetti – A. Tarsia : Richiami di matematica di base, TEP Pisa, settembre 2014

• 
Links 

Gli studenti possono comunicare con il docente del corso via e-mail all’indirizzo


mauro.sassetti@unipi.it .

Il ricevimento studenti può essere richiesto a voce dopo una lezione o prenotato via e-mail. Il ricevimento si svolgerà preferibilmente da remoto su piattaforma TEAMS, a meno di richiesta esplicita dello studente 

La presente home-page relativa alla didattica del corso si trova all’indirizzo


http://people.dm.unipi.it/sassetti/

Il docente userà questa pagina per ogni eventuale comunicazione agli studenti, compresi ad esempio i risultati delle prove scritte.

Sempre in questa pagina sono riportate in particolare alcune serie di esercizi proposti e varie annate di compiti assegnati agli esami (con relative soluzioni). Insieme ai numerosi esempi presenti nel libro di riferimento, questi esercizi  sono ritenuti un materiale particolarmente importante per la preparazione dell’esame e sostituiscono un qualunque libro di esercizi.
• 
Programma dettagliato del corso 

Il programma si riferisce all’ordinario esame da 9 crediti; quello da 12 crediti prevede delle aggiunte riportate in un file a parte.
0. 
Matematica di base ( prerequisiti ) 

Insiemi, retta reale e piano cartesiano 

L'implicazione logica ⇒ ( se … allora … )  e la doppia implicazione ⇔ ( … se e solo se … ).                      I quantificatori logici ∀ ( per ogni ) ed ∃ ( esiste almeno un/una … tale che ) e loro uso; negazione di una proposizione in cui compaiono quantificatori logici. Nozione elementare di insieme come raccolta di oggetti di qualunque natura (gli elementi dell’insieme); un insieme è noto quando se ne conoscano gli elementi; descrizione di un insieme mediante lista dei suoi elementi oppure a a partire da proposizioni che caratterizzano tutti e soli gli elementi di tale insieme; sottoinsieme di un insieme dato; l'insieme vuoto ∅; operazioni tra insiemi e loro notazioni: unione, intersezione, differenza, prodotto cartesiano; osservazione sull'uso delle congiunzioni o ( nella definizione di unione: un elemento appartiene all'unione di due insiemi se appartiene all'uno o all'altro dei due insiemi,  cioè ad almeno uno dei due ) ed e (nella definizione di intersezione: un elemento appartiene all'intersezione di due insiemi se appartiene all'uno e all'altro, cioè ad entrambi). Principali risultati di calcolo combinatorio. Gli insiemi numerici: N (naturali), Z (interi), Q (razionali), R (reali). La retta reale (riferimento cartesiano sulla retta; corrispondenza biunivoca tra punti della retta e numeri reali). Intervalli limitati o non limitati della retta; loro notazioni [a, b] , (a, b] , [a, b) , (a, b) , [ a, +∝ ) , (a, + ∝ ) , (-∝, a] ,  ( -∝, a). Valore assoluto di un numero reale. Il piano cartesiano. 

Elementi di geometria analitica nel piano 

La retta nel piano: coefficiente angolare, equazione cartesiana, retta per due punti, semipiani individuati da una retta, intersezione tra due rette, rette parallele e rette perpendicolari. La circonferenza, l'ellisse, la parabola e l'iperbole (cenni; in particolare, loro equazioni canoniche). 
Polinomi       

                                                                                                                                                                              Operazioni tra polinomi; quoziente e resto nella divisione tra polinomi; divisibilità tra polinomi; radici (reali) di un polinomio; x = a è radice di un polinomio P (x) ⇔ P (x) è divisibile per x - a; scomposizione di un polinomio mediante il metodo di Ruffini. 
Funzioni ( prime nozioni fondamentali ) 

Definizione di funzione reale di una variabile reale. Definizioni collegate, in particolare: grafico della funzione, iniettività, monotonia, invertibilità delle funzioni iniettive, funzione inversa, composizione di funzioni. Definizione, proprietà e grafico di alcune funzioni elementari: costanti, lineari (che esprimono una proporzionalità diretta) e loro reciproche (che esprimono una proporzionalità inversa), quadratiche, valore assoluto, esponenziali, logaritmiche. Trasformazione per via elementare di grafici noti.

Equazioni e disequazioni
Equazioni e disequazioni di I e II grado e loro interpretazione geometrica , fratte , con valore assoluto, con radici quadrate o di ordine superiore. Principali proprietà delle potenze, dell'esponenziale e del logaritmo; in particolare, esponenziale e logaritìmo in base e (numero di Nepero). Equazioni e disequazioni collegate. 

Elementi di trigonometria
Misura in radianti di un angolo; legame tra misura in radianti e misura in gradi sessagesimali. Le funzioni trigonometriche seno, coseno e tangente: loro principali proprietà e grafico; in particolare: valori per angoli opposti, complementari, supplementari; formule di addizione, di bisezione, di duplicazione e di prostaferesi. Equazioni e disequazioni trigonometriche. 

1. 
Numeri reali               
Definizione assiomatica del campo R dei numeri reali: assiomi algebrici, di ordinamento e di continuità. Sottoinsiemi di R limitati superiormente o inferiormente; massimo e minimo, estremo superiore ed inferiore. Rappresentazione dei numeri reali sulla retta cartesiana o retta reale. Intervalli di numeri reali. Rappresentazione decimale dei numeri reali. Principio di induzione. Formula del binomio di Newton. Intorni di un punto nella retta reale; punti interni, esterni, di frontiera e isolati per un sottoinsieme di R. La retta reale estesa. Intorni di un punto nella retta reale estesa; punti di accumulazione per un sottoinsieme di R. 

2. 
Numeri complessi 

Rappresentazione algebrica dei numeri complessi; parte reale, parte immaginaria e coniugato di un numero complesso. Rappresentazione nel piano cartesiano. Il campo dei numeri complessi e il sottocampo dei numeri reali. Unità immaginaria. Rappresentazione trigonometrica ed esponenziale. Interpretazione geometrica delle operazioni algebriche. Rotazioni nel piano attorno all’origine. Esempi di una quadrica a forma normale. Radici n-esime di un numero complesso. Radici di polinomi in campo complesso e loro molteplicità. Teorema fondamentale dell'algebra. Nei polinomi a coefficienti reali le eventuali radici non reali compaiono a coppie coniugate. Scomposizione di un polinomio in campo reale e in campo complesso. Funzioni complesse di una variabile reale; l'esponenziale complesso. 

3. 
Funzioni reali di una variabile reale 

Definizione di funzione reale di una variabile reale; dominio, campo di esistenza, immagine, grafico. Primi esempi di funzioni: costanti, lineari, esprimenti proporzionalità inversa, valore assoluto, segno, polinomiali, razionali, trigonometriche, esponenziali. Operazioni algebriche tra funzioni, in particolare la composizione di funzioni. Funzioni monotòne e funzioni iniettive. Invertibilità di una funzione iniettiva; la funzione inversa; legame tra il grafico di una funzione invertibile e quello della sua inversa. Le funzioni logaritmiche, le potenze con esponente reale, le funzioni trigonometriche inverse ( e loro uso nello studio di equazioni o disequazioni trigonometriche ). Le funzioni elementari. Funzioni limitate; estremo superiore ed inferiore, massimo e minimo di una funzione. Punti di massimo e di minimo assoluti o locali. Funzioni pari, dispari, periodiche. Restrizioni e prolungamenti. Le successioni di numeri reali come caso particolare del concetto di funzione; definizioni collegate. Successioni definite per ricorrenza. 

4. 
Limiti di una funzione 

Definizione generale di limite per una funzione. Definizione in termini di disequazioni nei vari casi in cui si può presentare un limite. Limiti reali e funzioni continue in un punto. Limiti infiniti e asintoti verticali. Limiti reali all’infinito e asintoti orizzontali. Limiti infiniti all’infinito e asintoti obliqui. Limite destro e sinistro, per eccesso e per difetto. Principali proprietà dei limiti: unicità, permanenza del segno, passaggio al limite in una disuguaglianza, confronto, restrizioni (in particolare, limite destro e sinistro), funzioni monotòne, cambiamento di variabile, operazioni con limiti reali o infiniti. Forme di indeterminazione. Limiti notevoli. Confronto tra infinitesimi o infiniti simultanei, parti principali, principi di sostituzione e loro uso nello studio delle forme indeterminate. Il limite di una successione come caso  particolare della definizione generale di limite. Limite di successioni monotòne. Il numero di Nepero. Sottosuccessioni o successioni estratte. Teorema di Bolzano-Weierstrass 

5. 
Funzioni continue 

Definizione di continuità in un punto e in un insieme. Punti di discontinuità e loro classificazione. Prime proprietà delle funzioni continue (permanenza del segno, operazioni algebriche e continuità, continuità delle funzioni elementari nel loro campo di esistenza) dedotte dalle proprietà dei limiti. Proprietà delle funzioni continue in un intervallo: teorema di Weierstrass sull'esistenza del massimo e del minimo, teorema degli zeri e sua applicazione nelle approssimazioni numeriche, teorema dei valori intermedi, monotonia delle funzioni continue invertibili, continuità della funzione inversa.  

6. 
Calcolo differenziale 

Definizione di derivata come limite del rapporto incrementale. Significato geometrico e significato fisico del rapporto incrementale e della derivata. Retta tangente. Le funzioni derivabili sono continue. Esempi di funzioni continue non derivabili ( punti angolosi, cuspidi, punti a tangente verticale, altri tipi di non derivabilità ) . Calcolo di derivate notevoli. Regole di derivazione. Derivate successive. Il teorema di Fermat per la ricerca dei punti di massimo e di minimo. Teoremi di Rolle, Lagrange, Cauchy. Monotonia e segno della derivata. Applicazione del calcolo differenziale ai problemi di massimo o minimo, allo studio del grafico di una funzione, alla risoluzione grafica di un’equazione o disequazione. Funzioni derivabili convesse o concave in un intervallo. Significato geometrico delle definizioni. Legame con il segno della derivata seconda. Punto di flesso. Il metodo delle tangenti di Newton per l’approssimazione degli zeri di una funzione. Il teorema dell’Hôpita. La formula di Taylor: applicazioni allo studio locale di una funzione e al calcolo di limiti in forma indeterminata. 

7. 
Primitive di una funzione o integrale indefinito 

Definizione di primitiva di una funzione assegnata. Le primitive di una funzione possono non esistere; se esistono, sono infinite e in ogni intervallo differiscono tra loro per una costante. L’integrale indefinito come insieme delle primitive di una funzione assegnata: sua notazione. Linearità dell'integrale. Integrazione per parti. Integrazione per sostituzione e per cambiamento di variabile. Integrazione delle funzioni razionali a partire dal metodo di scomposizione di Hermite. Cambiamenti di variabile razionalizzanti.

8. 
Calcolo integrale nella teoria di Riemann
Partizioni di un intervallo chiuso e limitato. Somma integrale superiore ed inferiore  per una funzione limitata in un intervallo chiuso e limitato. ( Nella teoria semplificata queste partizioni sono costituite da intervalli della stessa lunghezza ottenuti mediante bisezioni successive; tale semplificazione non è limitativa ai fini della teoria ; per la trattazione generale si rimanda al testo di riferimento ).  Integrabilità di una funzione secondo la teoria di Riemann. L'integrale come limite comune a due successioni di somme integrali o come loro elemento di separazione. Interpretazione geometrica dell'integrale nel caso di funzioni positive: area di un sottografico o trapezoide. Estensione alla misura dell'area di regioni del piano delimitate da due grafici ( domini normali ). Integrabilità delle funzioni continue e delle funzioni generalmente continue. Il teorema fondamentale del calcolo integrale per funzioni integrabili dotate di primitive. Il caso particolare delle funzioni continue. Le funzioni integrali. Integrazione per parti , per sostituzione e per cambiamento di variabile. Calcolo di volumi mediante sezioni. Volumi di solidi di rotazione attorno all’asse delle x o delle y ( metodo delle sezioni o metodo dei gusci cilindrici ).
9. 
Integrali in senso improprio 

Estensione della definizione di integrale a intervalli non limitati e a funzioni non limitate. Misura di regioni piane non limitate. Proprietà dell'integrale in senso improprio. Assoluta integrabilità. Criteri di integrabilità a priori: criterio del confronto e criterio della parte principale. Studio delle funzioni integrali. 

10.   Equazioni differenziali 

Equazioni lineari del primo ordine: formula risolutiva, struttura algebrica dell'integrale generale e sua ( parziale ) deduzione a priori. Equazioni lineari del secondo ordine: risulti generali. Risoluzione nel caso particolare dei coefficienti costanti: il polinomio caratteristico, il metodo dei coefficienti indeterminati e quello della variazione della costanti arbitrarie. Generalizzazione alle equazioni lineari di ordine n. Cenni sui sistemi lineari del primo ordine. Equazioni a variabili separate: metodo di risoluzione ed osservazioni generali. Il problema di Cauchy ovvero le condizioni iniziali.  

Appendice: 

teoremi dei quali è richiesta la conoscenza in sede di esame 

Per i teoremi preceduti dal segno (*) la dimostrazione è facoltativa ( ma è comunque richiesta la conoscenza corretta dell’enunciato ) , per gli altri è obbligatoria. L’elenco dei teoremi è dato seguendo la precedente divisione del programma in capitoli. 

1. 
Le classi contigue hanno uno ed un solo elemento di separazione. Se l’estremo superiore di un insieme appartiene a tale insieme, ne è anche il massimo. I numeri razionali hanno una rappresentazione decimale finita o periodica. 

2. 
Radici n-esime di un numero complesso. Scomposizione di un polinomio reale in fattori primi in campo complesso e in campo reale. 

3. 
Nessuna dimostrazione, il capitolo essendo costituito quasi esclusivamente da definizioni. 

4. 
Unicità del limite. Permanenza del segno. Limite di una funzione e delle sue restrizioni. Confronto. Passaggio al limite in una disuguaglianza. Funzioni monotone. Cambiamento di variabile. Comportamento del limite rispetto alle operazioni algebriche. Limiti notevoli. Principio di sostituzione degli  infinitesimi e degli infiniti nello studio di una forma indeterminata. Esistenza del limite per le successioni monotone. (*)  Il numero di Nepero come limite di una successione crescente e limitata. 

5. 
Teoremi di Weierstrass, degli zeri, dei valori intermedi. Legame tra monotonia e iniettività per una funzione continua in un intervallo. Comportamento della continuità rispetto alle operazioni algebriche elementari. 
6. 
Le funzioni derivabili sono continue. Comportamento della derivata rispetto alle operazioni algebriche elementari: somma, prodotto per un numero, prodotto, rapporto, composizione, inversione. Teorema di Fermat. Teoremi di Rolle, Lagrange e Cauchy. Segno della derivata e monotonia della funzione. Segno della derivata seconda e convessità della funzione. Condizione necessaria per un punto di flesso. Metodo di approssimazione numerica delle tangenti di Newton. Teorema dell’Hôpital (forma indeterminata 0 / 0 e (*) forma indeterminata ∞ / ∞). Applicazione del teorema di Lagrange o dell’Hôpital allo studio dell’esistenza della derivata in un punto in cui la funzione è continua.  La formula di Taylor con resto di Peano . 

7. 
In un intervallo le primitive differiscono per una costante. Integrazione per parti e per cambiamento di variabile. 

8. 
Integrabilità delle funzioni continue (solo se esposta a lezione). L’integrale come limite di due successioni di somme o come loro elemento di separazione. Teorema della media integrale per funzioni integrabili e per funzioni continue. Teorema fondamentale del calcolo integrale nel caso generale e in quello continuo. Area di domini normali del piano e volumi di solidi , in particolare quelli di rotazione attorno ad un asse cartesiano.
9. 
Criteri del confronto e di sostituzione della parte principale nello studio a priori  di un integrale improprio. 

10. 
Equazioni differenziali lineari del I ordine: integrale generale e ( parziale ) deduzione a priori dei risultati generali. Equazioni differenziali lineari del II ordine: metodo del polinomio caratteristico, dei coefficienti indeterminati e della variazione delle costanti arbitrarie. Equazioni differenziali a variabili separate: integrale generale in forma implicita e, nei casi in cui è possibile, passaggio alla forma esplicita. Il problema di Cauchy ovvero condizioni iniziali. Lo studio di questo problema per equazioni a variabili separate.
