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Proprietà universale delpredetto tensoriale su alcunitesti è la definizione di prodotto tensoriale
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C'è un prodotto tensoriale canonico

La costruzione fatta di un prodotto tensoriale HOW richiedeva

appuntamenti ma salta di basi vip dive twit di W inrealtà
si è visti la piùchelascelta dellebasi è l'qpliosimq.VNVYaVdadetenne le
strutture ornamento
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Sia V masposaKidman che ha un pairing con V c s v 1K

cu rs e K dona c è bilineari e assumiamo che sia non degenere

f v'e vinti crisis D tv e ne Va t.c.cn v 0 V.v
Esempip V'ev e c predettoscalare non degenere
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Oss Se V'e li hanno un pairing alloradimk.EEd'mV Infetti se a dindi consideriamo

l'ppl lineare y V'oak gli viva cri va lei.vn
dem ivi ebanditi seèiniettivo giu e cuius O V V EV
quindiper ipotesi v 0 Similmente Sikkim isnt ns v'm.us Hiltondiv

è iniettivo quindi dimkdh.mu

Oss V base evil d V E base duale vi di V definita

da cri vi sii Infatti dato il vettore ai della bon

canonica di.lk I unico vieti I c otite ai Questosignifica proprio

vi vite di

Knapp Se li W Lemonpining con tre W allora View
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dalle applicazioni bilineari di V'xwh.lk dove y Viva U
è dato da q v w v w eaiivscw.ws

din din Vadim dimW.eedimV dimVV
È chiaro che qlv.ws 0 HK èbilineari Nnw e quindi y è effettivamente una

applicazione da WW in v E altrettanto evidenteche y dipende inmodobilineari
da va da w
Se Kit e µ sonobasidi Ve W se siha

È ai qui w 0 allora fa aiiaiiriscwiwis 0 tv w

Prendendo v'eri w WI si trova ai 0 per cui fai Wi è una
base di U

L'identificazione V W e Bill W due e W sono

gli sposi duali è in un certo senso canonica in quanto ci ha una applicazione

bilineari di VW che nondipende dalla scelta di basi
Questa è la definizione in alcunitesti

Avere un paining VIV IK significa sostanzialmente avere una iettificazione

tue V e il duale Ad esempio se in V c'è un paletto solare

non degenera c l'applicazione V V che manda v nel fusionale

lineare vieni v è un isonalismo esercizio



ora si ha un issomorfismonaturale tra V e lo spazio
duale di v il biduale nel caso in cui dindi è finita
Infatti l'applicazione v che manda

v v vivi
cioè vi va nel fusionale su V che manda un funeralev'mv
è sua valutazione su v è evidentemente linea ed è inietti
va perché se v 0 il fusionale v µ non è zero mantice
Quindi identificando V con il bi e V si ha che
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sono le applicazioni linearidi in W L'Ènalismo è dato da
v w o fittaW con FN ce n'Ata
agiati in tenoredragonibile va in un'applicazionedi rango 1
Quindi siestende lineamenti e tetti itena.az

ai view VI Edi vi Iv w

Se v'iIè la bondiole di lui diV allora vi Vi vanell'applicazioneche vende vi in w e vi O se i i 4 vi Vi formano
na base di Itv W
si noti in particolare V V EndN si identifica

allo spazio degli metamorfismi di V e Vai E Endµ



n m pProdotto di piùspesi Dati spazinetti snk V W 2 con

basi viii iii mi wi.ir 1 im tu ha 1 p Sia U V W con

µ vxw vt.co viii quiWi è una base Si puòcostruire

il prodotto tensoriale FU 2 View TE con

µ 0 7 T bilineari f c Y viii zie tii.ie è una

base di t

Analogamente si può within V W 2 con q Wiz U E c

4 lwi.tn dire è Gara di Ù e T'tv V'tv W 2
con µ Vi v T bilineari e 7 vi n'idea t'i bon dit
si notiche le applicazioni

di vxwx2 T.it v.w.z eq qHwl z e

l'iv WI t d'go.w.tl I qq.qtw.tt
sono applicazioni trilineari
si può inoltre considerare unospazio T di dimensione ump

tale che I 1 VxWit T trilineare e taleche

t'iii I vi wi.tk sia una base di T
si dimostra molto facilmente

teaemaDG.li isomorfismi tra T.tt chefannocorrispondere le basi
iii n t'i in r s t cementano con le applicavi bilineariassociati

aol.it poi il gol L
Possiamo quindi identificare T.tl con T sminato

TIeV
VVxoxoZZ.kaipiciaedincheè associativo



2 Definendo quindi VOW 2 cene una coppia T t con T

puo votarli e 1 kW x2 T trilineare e d c

ti Xlviii an sia una base di T siumilia allora la
proprietà universale applicarne trilineare µ vxw.it X 3

mica applicare lineare V T X d c µ voi
e questa potrebbe essereprese cene detrusore dipedatabanale

3 In analogie al casodi due fattori si ha

W 2 Trillini È
un Tri XXXII la spesadelle applicionibilineari Xxix 7 IK
l'applicazione VxWit Trilli N'x2 è dati dei

I v wiz è l'applicacendilineare che agisce sulle terme difrazionaliv uh come

Hunt v'ii t vivi whatHA

Anche in quanto caso un terrore ueeiEnu.uvixwi zr.a dirà decomponibile

se ne Il v wiz perqualche limiteWhirl Quindi minato vZaini
E pini 7 E sin7,1 segue

viii tipitre

Ande in questo caso i denari decupanibilirisultano molto meno di tutti ipossibili
hentai la condizione corrisponde a me quella nazione per una tabella 3
dimensionale di numeri di avere rango 1



si può chiaranti eseguire facendo il predetto tensoriale di mesposi
nettateli V Wi 2 anchequi l'associatività dice che tale
predetto è natnrohmhiisenafoamespesieFVWxo.xoZ dotato

di un pliniana ii lineare 4 kW Z o.tt e tale che
vi inizi ti tii.in sia me base di T

Vale laproprietà universale mappe n lineari
Amore View 2 MultiVÌWÉ É dare quest'ultimo è la spesa
delle applicati moltilineari di VIN È in K

Un tenore 4 2 viii in vi Wii E i è decomponibile scie

ne 1 v.v z perqualche µ w 7 e VXWx.AZ e quanto si

verifica se I numeri di pii se t l

ii in di Pie 8in

Anche qui i terreni decaperibili costituiscono piccola parte di fitti i
tronconi dimvxwxo.io dimVdmWohmt

armati determinare il numero di parametri da cuidipendono i teneri
decoronibili



Cambiamento dibase e convenzioni sugli indici

Notasiene scriviamo lecoordinate deivettori veli con indice in altro lebasi

con indice in basso Quieti v È Iei lei base di V

Alcuni libri adottano anche la cosiddetta convenzione di Einstein

gli indici ripetuti si sommano quindi va tie e ci

sottintendendo la somma e l'intervallodellasomma

Sia film un'altrabasedi V conmatrice di combobar PEGLI quindi

Penti id cioè aie pifi.ee PI fi
Sappiamo che le coordinate cambiano come

v xiei.ee xF pifi E LE pii fi l Ì fi
quindi

A
i

pii feels x in notazione matriciale

Consideriamo ora un tensore in un prodotto tensoriale di nspesi
me NeVa Via con dimVien

Occorre
iantroppo

intenderne unaltro indiceperglisposi la base di Nn sia

ehi eh limoneti e

ci chiediamo comecambiano le coordinate di un tensore
ue E aiie e e notare gliindici in alto
e uii.ir È l'È



quando si pone dalla base e e di vp.dk alla base f fi
dare e p f emendo µ un'altra basedi V e P la natia
di passaggio
Basta sostituire gli e

iii e L i EH life Zip il È e li lire
in ii in

e ii II n ai È n Ip È i È fino fin

µ in fine fin
iii i

quindi

citi E Ip µ e
iii in

iii in

Esercizio Verificare che la matrice di passaggio dalle bare
e e di Vian alla base f 1 è data da

P P

cioè dal protetto di Kronecker delle n metrici di passaggio boa deputò

induttivamente come P P P P



In seguito considereremo il caso in cui tutti i Vi sono uguali a un singolo

Vt V Vi V nulla scritto anche U V

e quindi e ei f fi Pike 1 diventa

neFÉTÉ u e ui pi p P fino fi

Oppure il caso in cui qualche vi V e altri sono il duale V

Via
ma 9

In questocaso se lei èbasediV siprude diadito la base duale È È indiceinalto

àle si I donidi sidirannoanche covettori e nellabase chele si

scrivono

vi Tiff e xic.tk

Se P è la matrice di passaggio dalla base lei alla fi in V
qual è la natia di passaggio dalla base duale e di lei
alla base duale fi di Ifi in V

sia è q fi Q ai lamedia di passaggio Da

i

diecilente 9 filed 9 file pifK

EFFE AIpii pillole



q piu P TI
Q p

ATTENZIONE secondo la convenzione usuale di matricedi passaggio tra
basi se ci.IQ p l'indice i dovrebbe esserequella di riga quindi seusiamo

questa convenzione sia per cheper la vere matrice di passaggio è pt
Manterremo però queste scritture che indica che per V ilpassaggio di base è scritto

lei ei L ftp muteperlebeidadi µ 9µg P

Allora in U si pone dalla base e piena e alla

fini fip f fine

e un tensore vi si scrive

nei 4 li p Èeim9iniiipeaipeiIp.q

un cambiamento di base dato che

e È.fi I uii i apIpY piipq i gii fino li l fine


