
 

Tensori

Preliminari

1 Come produrre nuovispazivettoriali a partire da dati spazi vi Va
Ad esempio se V W sonodue sposivettoriali sipuòcostruire la loro somma

prendendo lo spazio prodottocarte iano

vxwellv.ws veV weW

con somma iv within và w.in e prodotto esterno altrui ar aw La dimensione

di Vitti è la sommadelledimensionidi V e di W seBH vigebendi VBien un è
basedi W allora ivnoi Amo Landi IoWm èbasedi W In effetti se viZaini
e w I pini allora vW a vi a Èpi o Wi
A volte ci usa la notazione V W invecedi kW anche sequestenotasienepiù
confondere perché èquellacommemente metta per le sommedirette di due sottoposi V W di una
stimaspazio U In effetti se V e W sono sottosperi di Ùchesiano in sommadiretta

cioè VAW103 allora la loro saunavettoriale VFW sidenota un V8W
ed è naturalmente isomorfa a VW mandando un iv vv Però Vx aipuò

definire in astratto e nonrichiede che Ve W stianonellostesso spesionettaiele e inoltre se

V Well ma dimpinW 0 allora dimHAN dim W

I f V g WoW suo endomestismi sipuò costruire un endernertime

fig WW WW ponendo fxgllv.ws fa grevi Siunificasubito

la linearità di fxg.se A è la matricedi f rispetto a vii Nn B la matrice

di g rispetto a wa um allora la matrice di fxg rispettoallabase ivi a 0,0
è la matrice a blocchi diagonali ftp Quindi mendomelismo he L VW
è ugualea fxgpngneldefc.LU geIlW siesalase i settegrazie Vito e

W sono hi invarianti Gli donarti deltipo fa fermare un sottospazio di 1µW



di dimensione mhm mentredim IWW anni

II Apartireda V W abbiamotrovato unospaziovettoriale didimensioneuguale alle loro somma
Vediamo se sipuòcostruire maspesi chehadimensione il prodotto Sipuòportare delle basi

B e ti e trovare unospaziovettoriale che abbia una basechesia in corrispondenza biunivoca

conlecoppie vi w che sono mm

Sia quindi U unospazio vettoriale di dimensione mm e sia Ui i iii in i 1 im maEnea

base la indicazione con 2 indici mia ècomunqueunabase La corrispondenza chemanda

vi W ni si estende a un'applicazione 4 U

41 divi pini TÈ ai pini
che è chiaramente bilinear Iattenzione ii nm nettari vi w E W non sono ovviamente

linearmenteindipendenti inVAN chehadimensione men

i 4 vettori risultano dipendenti

emmeche mn t anclasenm 2

enma 1Iqlri w è base di U f q v'i Wi è base di

U perqndugne altra baseNipoti V e twit di V.V
dim

v'i phi.vn W 9 vie Y v'i W ftp.hiqkjuhx
Quindi

sei lei in È sii Phiquinun È siii Pri9k unlike0
P oD È 0 don Petri EA qu sono le matrici

di cambiamento di base Essendo pe Q di rango massimo segna si p
g



DAI Una coppia U q dare U è www.netttnnledidimnm
e 4 VW U è bilineari e 4 vi Wi ni è unabasedi

U per una coppia di basi vi dive twit di W equindiper
tutte lecoppie dibasi per il lemma si dice un PRODOTTO TENSORIALE di
e W

Se vi 4 è un altro prodotto tensoriale di Ven l'applicazione

lineare y cheestende la corrispondenza 4 vini sqkri.ws dà un

isomorfismo tra U e li t.c.yqlv.ws q v.v trek
wow In questo senso quindi µ 4W
il prodotto tensoriale è unico È 74

VxW

Unmodo sempliceper definire la coppiaµ Y è di fissare unabase ui
a 2 indici di U e sarà viii giriWi i 1 n Iii im

In questo modo i vettori ne V si scrivonocome un di là aiie1K

Quindi le coordinate di Id le pensiamo disposte in una matrice

min ai piuttosto che in unvettore

Notazione Si potrà scrivere V W invecedi U e v w invece

di qui w In particolare iii qlvi.ve vi w è la base

di VOW

Un qualunque vettore ne Vedi W si dirà un tensore

Un generico tensore ci si scriverà grandi in termini della base vieni come

È di Mii di vieni di 1k



Vediamo come cambia questi espressione cambiando 6am in Vain Uh Sia
vi un'altra basedi V con vi È pi v'i e simboli sia win
mialtrebandi W.com wn.ieIqh.r.wI Allora

vi wr.cl piiii x qn.nwi È
limiti

pi qui n
4

e quindi a È nu eri di.nltpii9hkvIxowIii

È È 2in piique vi win d'in v'invii

cioè d'in È piiqhr.am interminimatricidi d'in Plain

In altri domini lamatrice nun x nn del combinato di base è datada

t.ME pii9nn i

con lerighe indicizzate dallecoppie i h e le colonne indicizzatidelle coppie

j.ie Se siordinano le coppie in ruololessicograficofinitiC.milDi A.mIi lnNiiilnnI

allora

Me

µ I 2 PyGim film per 12 poppin in In 912 piangimi
i

Pnqnt fai9mL i fulminipugni per9ms Piz mm pmqmi.hn m2 un mm
Pn9 p 912 fa 9am per9in per9,2 9in Pan9 pin912 penguin
pugni Pei9mi pagani parigini p qui

i
per9mm per9mm mi fan9mi un9mm

i i i i

Pmi9in pan.gr pmqrmp.me9in pa qu pugni pm9h pm912 pm9ami i i i

LIAM Pmi9ms pmqmmpnrqmn.me9ms pnrqmm.e.pnnqmn.mn9ms pinguini



pmQ pirla pm Q

per Q perQ Pn Q
re e i

i i
i 1

pmQ puoi panQ

la matrice ummm casiottenuti si dice prodotto di Kronecker delle
matrici P e Q e si indica aule con P Q

Dipende dalla scelta dell'ordinamento ma ha lamanichei

P A invertibili P Q è invertibile e a È È
esercizio

n'incontreremo il prodotto diMenem ha poco

Un tensore a che stia nell'immaginedell'applicazione bilineari q cioè si

possascrivere il W si dirà TENSORE decomponimice altrimenti si dirà

indecomponimice Caratterizzano i tensori decompenibili



Teorema1 a E ai ui è decomponibile 1k di SEI

dia Se ne new v E ai vi iv E pini allora per
bilinearità a Zaire LEpiu dip vixwi faipiuii.EE
immediato vedere che 1k dip se1 tutte le righe sono propenimeli
Fa se urlai O a 0 quindi ne 0 00 Sia in D 1 Allora

una riga ades la H è 0 e lealtre risultanomultiple di essa
Quindi aiie dissi Ponendo poi di si ha iii tipi che dà

ne fai vi pini a

Oss Se ne Ela nii il rango mh vale al massimo ininfluentiN
Poiché ogni matrice non è somma di al max N matricidi rango 1 si

ha per il teorema 1 che ogni tensore vi si scrive comesommedi alpiù N
ternari decempersibili

Si potrebbe definire il rango di u come il min
h f c O Ehe N e

il then v Walt À wiki

per cui un tensore decomponibile ha rango 1

si ha

Proposizione 1 a Zaini ha rango h iride h

Derivasalito da

Lemma II Unamatrice A di tipo rom ha rango k è somma

di r matrici di rango 1 e non meno



dimlemma Poiche

mm.in EnnMernN 1
chiaramente A non ècommedi CK
matrici di rango 1 Perfissare le idee opponiamoche leprime rughe Ai Air
di A siano lineamenti indipendenti Allora Vi sn Ai È tirar
Sia M cMmm lamatrice le cui prime in righe sono nulle ad
eccezione delle asinine che è An le successive righe valgono IranAn

ioin rain

M EE
thenAn

Im An

È chiaroche nnM L e A ÈM
stilaD Ex per 1 Non può essere saldi ch per la prima

parte altrimenti la sarebbe somma di cu metridirango 1

Oss 2 Se n E ai vi Wi secambiamo base vii E privi
win Eqs w's si ottiene come nelladimostrazione del lemma1

Ìl diipniq.si view's Pri di qst vi w's Pasview

cioè pas P ai È 2

Quindi il rango deicoefficienti non cambia dpu.desolo da 0,4



Esempio Siamo Ve W due copie di te con basicanoniche v Ne

e wa wa rispettivamente Uno
spazio U di dimensione 4 con base e 2 indici

E i il 2 è adesempio la spesa dellematrici 2 2 conbase ai datadella
matrice errante 1 in posizione ii e uno O altrove L'applicazione

µ WW li estende ylviiwit.li ed è data incoordinate da

µ E ai ri Erin E ai pini
quindi è appunto la matrice ai ri I tenermi decupanibili sonoproprio

lemetrici di rango 1 e quelli 0 decaponibili le matrici dirango 2 che

sono in questo caso tutti pensai indemperidili

Analogamente se Vella Wettin conbasicanoniche Nil il rispettivamente

sipuò prendere come HOW lospazio Udellematrici nun conbase coranica

viii

Siano da f kV g W W trasformazioni lineari e na V.VWil un

prodotto tensoriale Indichiamo con

fig View V W
la trasformano lineare definita estendendo linearmente la corrispondenza

w fategli
definita sui tensori decomponibili In termini di basi vi tw tale
conisponetene si scrive se V Zaini W E poiWi

Zdipivixowi sf2aiflviDxoZpig iI Faipiflvilxogv



e quindi fog è l'applicazione lineare che estende unicamente

vieni fai geni Se A ndii lbii sono le matrici di f
e g rispettoalle date basi allora
fini givi affari vi Ff i Wi asilosi views

Ordinando le coppie di indici in ordine lessicografico la matrice di

f g risulta f Bns.iieanibsi

i intimaI l
2 12 Lanterne romanaA B Ìn t antianti cribri automi µbrr arnhem

Eritemi haha km nkmmtleemffm.ba
i I

I t i f
an ben 9mibene andare a ambiva lumbar ambivi

i i l

l
ematoma enrbnnalanrbmi inrbmmlennbmi iennb.mn

e.in erIli leIEt radon di
i I

I l l Kronecker

and ieri B cantii t t dellematrici
1 i

t l t e_ A e B
1 i 1

am B an B AnnB

Css3 1 se V W sono q
i euclidei sig a prodottiscalari qui

al W è unogo.si euclideo con pro Yuan che sui tensori

decomponibili èdefinito come



Yuan view v W www.v ywlw.me
se v E divi We E pini v E sink W E p'sWs si ha

Yuan Edip vi Wi E a p's un Ws EI di pia p's Ywxowlvixwi.vn Ws
E di pia pls Yuki.vn Ywlwi.ws

Yu Zaini Edith tw E pini Ep'sWs
e quindi in generale

Yaw E di vieni E d'ns.vnxows E di dis Yu vi.vn Ywlwi.Ws

Se ivi e sonobasi ortonormali allora lui wit è unabaseortonormale

per Yaw intalcaso YvwlZaiivixOwi.Zaisvnxows e di Dii

Se Mu e 1MW sono le matrici di qu e qui rispetto alledate basi
allora da

Yv wCvixOWi.vrxows Yv vi vfywlwi.ws
segue

now ii ns Mv in w

ciò lostesso prodottodi Kronecker
y

Esercizi 1 A M simmetriche ED il loro prodotto di Honecker è una
matrice simmetrica Se A e B sono asterganeli il loro prodotto

di Honecker è astregonale
2 stesso esercizio

neon f s armati sinffjgoudfhYI.li
orispetto a Yv qui fig è simmetrico

a www



Nata L'applicazione bilinear y kW U che definisce il prodotto
tensoriale non è arrianti iniettivo Per bilinorità si ha nellevetrami

qlv.wt.vn 00W 0 0 a ven Gv v.v Law

e in particolare va we qui HW Nato

Vedere in quanti modi un certo tensore decomponibile noi sipuò
scrivere come a vow equivale a vedere in quanti modi una

data matrice di di rango 1 si può scrivere nella forma
aiie aiip

m nn
Esercizio Sia a ai eMn.net di rango 1 sia q kxkks.mn

ansie Kisii studiare g A


