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Parte 1

.Datiitreplanim :x+2y+2=6,m:x+y—2z2=2em3: 2+ 3y + 4z = k, trovare, se
esistono, i valori del parametro reale k per cui w1, 7, 73

(a) non si intersecano
(b) sl intersecano esattamente in un punto

(¢) sl intersecano in una retta. Scrivere un’equazione parametrica della retta.

Risoluzione Consideriamo le matrici

1 2 1 1 2 1 6
A=11 1 -2 B=|11 -2 2
1 3 4 1 3 4 k

Per il teorema di Rouché-Capelli, dobbiamo trovare i valori di k& per cui le due matrici
(a) hanno rango diverso
(b) hanno lo stesso rango, e tale rango & 3.

(¢) hanno lo stesso rango, e tale rango & 2.

Calcoliamo il rango di A : si osserva immediatamente che rk(A4) > 2 (ad esempio, il minore
2 x 2 ottenuto sopprimendo 'ultima riga e 1'ultima colonna é invertibile) e poiché det A = 0 si
ricava che rk(A) = 2. Calcoliamo il rango di B : con semplici operazioni elementari di Gauss
ricaviamo

1 2 1 6\ mRe-m /1 2 1 6 1 2 1 6
11 —2 o=t o -1 —3 —4 |2 o -1 3 —4
1 3 4 &k 0 1 3 k-6 0 0 0 k-10

Di conseguenza

Per quanto appena visto, i piani 7y, g, 73

(a) mnon si intersecano per k # 10



(b) non si intersecano mai in un solo punto.

(¢) siintersecano in una retta quando k = 10. Dalla matrice ridotta a scala scritta sopra,
si ricavano le relazioni

—y—3z=—4 N y=-3z+4
T+2y+2==6 r=-2y—2+6=52—-2
Di conseguenza, un’equazione parametrica per la retta intersezione é data da

(x» Y, Z) = (_27 43 O) + t(5a _3a 1) (t € R)

v

2. Sia f : R? — R3 I’applicazione lineare la cui matrice associata rispetto alle basi canoniche &
data da
1 2
M=12 3
3 4
Scrivere la matrice associata ad f rispetto alla base
{(13 1)7 (_13 1)}

in partenza e alla base
{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}

in arrivo.

Risoluzione Osserviamo che

12\ 3 1 1 1
f,)=[2 3 (1>— 5l =7(1]-2{1]-210
3 4 7 1 0 0
AN 1 1 1 1
f-1,1)=1|(2 3 (1> 1|=1{1]+0f1]+0[0
3 4 0 0

dunque la matrice richiesta &

3. Al variare di t € R, calcolare il determinante della matrice

<

&

Il
S S )
-~ O ~+ o+ o
~+ o+ O o+ o
-~ o+ o+ O
O &+~ o+~ o+~ o



Risoluzione Denotiamo con A € M(5,R) la matrice i cui coefficienti sono tutti uguali a 1.
Scambiando la seconda e la quarta riga, si ha

0t t t t
t 0t t t
det(My)=—det |t ¢t 0 t t|=—det(tA—tTs)=—t°det(A—T5) = —t°pa(l),
t t t 0 t
t t t t 0

dove pa(t) ¢ il polinomio caratteristico della matrice A. Tale matrice ha rango 1, dunque ha
autovalore 0 con molteplicita geometrica 4. Inoltre si vede facilmente che 5 é un autovalore
per A, e un corrispondente autovettore ¢ dato da (1,1,1,1,1). Di conseguenza, dato che la
molteplicita geometrica di un autovalore é sempre minore o uguale a quella algebrica, I'unica
possibilita & che pq(0) =4, pq(5) = 1, e il polinomio caratteristico di A &

palx) = fx4(x —5).

In conclusione det (M;) = —t5pa(1) = —4t5. v

. Date le matrici

2 0 0 2 01
A= k-2 3 0 B=10 2 0
k*—2k k—1 2 0 0 3

stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice Ay risulta essere simile a B.

Risoluzione Si verifica facilmente che il polinomio caratteristico di B &
pe(z) = (2 - 2)°(3 - 2)

e che B ¢ diagonalizzabile. Dunque Ay é simile a B se e solo se ¢ diagonalizzabile, e i suoi
autovalori sono 2,3 con molteplicita geometrica (e anche algebrica), rispettivamente 2,1. Si
verifica immediatamente che py, (r) = pp(z), dunque per concludere ¢ sufficiente trovare i
valori di k per cui rk(Ay — 273) = 1,rk(Ax — 3Z3) = 2. Osserviamo che

0 0 0
Ay — 2Ty = | k-2 1 0
K2-2k k—1 0

dunque

se (k—1)(k—2)=k> -2k

altrimenti

1 sek=2
2 altrimenti

Di conseguenza, affinché le due matrici siano simili si ha necessariamente k = 2. Poiché

Ik(Ak — 21-3) = {;

-1

I'k(AQ - 313) =rk 0
0

_ o O
o
I
ul\.')

per k = 2 le matrici Ay, B sono simili. v



5. Data la matrice

1 5 1 =2
Azé 1 5 2
-2 2 2

scrivere gli autovalori di A, e le rispettive molteplicita geometriche. Fornire una base orto-
normale di R3 fatta di autovettori dell’endormorfismo
fA : RP — R3
v o= Av

e scrivere delle equazioni cartesiane per il sottospazio Im (f4).

Risoluzione La matrice data é simmetrica, dunque é diagonalizzabile, per il teorema spet-
trale. In particolare, le molteplicita geometriche dei suoi autovalori coincidono con quelle
algebriche. Si trova facilmente che il polinomio caratteristico di A é

pa(t) = —t3 + 262 —t = —t(t — 1)%,

dunque gli autovalori di A sono 0, 1 e le rispettive molteplicita algebriche (e anche geometriche)
sono 1, 2. Calcoliamo una base di autovettori per A, trovando una base per Ker (4) = Ker (6A4)
e Ker (A —T3) = Ker (64 — 6Z3) . Riducendo a scala 64 ¢ 64 — 6Z3 si trova

5 1 —2 15 2\ Resmi (1 5 2\, . (1 5 2
1 5 o | el 5 1 o) B2 [ _og _q2| EET [0 —24 —12
2 2 9 —2 2 2 0 12 6 0 0 0

Infine, dalla riduzione a scala della matrice 64,

-1 1 =2\ Ro+R: -1 1 =2

1 -1 2 |™H Lo 0 o
-2 2 -4 0 0 O
da cui si ricava subito
-1
Ker (A) = Span 1 = Span (v1)
-2
1 -2
Ker (A — Z3) = Span 11,10 = Span (vg, v3)
0 1

Di conseguenza una base ortonormale di autovettori per f4 €

O T U A I e
i\ o) vl Ve

Calcoliamo infine un’equazione cartesiana per Im (f4) : scrivendo un generico vettore di R?
come combinazione lineare di vy, vo, v3 si ottiene subito

b—2c
falavy + buy + cvg = bvg + cvg = b
c
da cui si trova che © — y + 2z = 0 ¢ un’equazione cartesiana per I'immagine di f4. v



6. Calcolare la segnatura del prodotto scalare su R* la cui matrice associata rispetto alla base
canonica €

2 -1

-1 2

1 1

-1 3

1

1
M= 2 2
2

Scrivere una base del radicale.

Risoluzione Per ottenere una base del radicale, e calcolare I'indice di nullita del prodotto
scalare, studiamo Ker (M) : riducendo a scala la matrice M si trova

2 -1 1 -1 -1 2 1 3 ggﬁ%ﬁh -1 2 1 3
-1 2 1 3 Riofie 2 -1 1 -1 Ry Ity 0 3 3 5
1 1 2 2 1 1 2 2 0 3 3 5
-1 3 2 -1 -1 3 2 -1 0 1 1 -4

-1 2 1 3 -1 2 1 3

Ri—R3

R2_<—>I>%4 0 1 1 —4 Rgifz2 0 1 1 —4

0 3 3 5 0 0 0 17

0 3 3 5 0 0 0 O

Di conseguenza, il rango della matrice M ¢ 3, ig = dim Ker (M) = 1, e si ricava facilmente

che una base del radicale ¢
1

1
-1
0

Osserviamo che sulla diagonale della matrice M c¢’¢ almeno un coefficiente positivo e un
coefficiente negativo, dunque 74 > 1,7_ > 1. Infine, osserviamo che la restrizione del prodotto
scalare al sottospazio generato dai primi due vettori della base canonica ha matrice associata
data dal minore ottenuto sopprimendo le ultime due righe e le ultime due colonne, e si verifica
facilmente che tale restrizione € definita positiva. Di conseguenza, i, > 2. L’unica possibilita,
di conseguenza, & (iy,i_,i9) = (2,1,1).

Parte 11

Sia V uno R—spazio vettoriale di dimensione finita e sia N : V' — V un’applicazione lineare
nilpotente (ovvero esiste k € N tale che N* = 0).

1. Dimostrare che 'unico autovalore (complesso) di N ¢ 0.
2. Dimostrare che, dato A € R, I'applicazione lineare

p: V. =V
v = Av—N(v)

¢ invertibile se e solo se A # 0.

3. Supponiamo che V' sia munito di un prodotto scalare (-, ) definito positivo e che l'identita
(Nv,w) = (v, Nw)

valga per ogni v,w € V. Dimostrare che N = 0.



4. Sia V = Rg[z] lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali, di grado minore o uguale a
6, e sia d: V — V D'applicazione lineare derivata. Calcolare, se esiste, (Idy — d)f1 (29).

5. Data una matrice A € M(n,R), definiamo [|A| come la somma dei quadrati dei suoi coeffi-
cienti. Dimostrare che esiste una successione di basi {By}, cy di V = Rg[z] con la seguente
proprieta: detta D,, la matrice associata all’applicazione lineare d rispetto alla base B, si ha

lim [|Dn]| = 0.
n—oo

Risoluzione Nel seguito, denotiamo con k € N, il piil piccolo intero positivo tale che N* = 0, e
poniamo n = dimg (V). A meno di isomorfismo, possiamo supporre, come faremo nel seguito, che
V =R", e che N € M(n,R).

1. Sia A € C un autovalore per N : per definizione, esiste v € V — {0} tale che N(v) = Av.

Osserviamo che
N2(v) = N(\v) = AN(v) = X,

e iterando si ricava immediatamente 'identita
N¥(v) = M.

Per ipotesi, N¥ = 0, dunque deve aversi \*v = 0. Dato che v # 0, I'unica possibilita & che
A =0, e in C questo ¢ possibile se e solo se A = 0.

2. Osserviamo che p = Mldy — N, dunque
det () =det (A\Idy — N) = (=1)"det (N — Aldy) = (—1)"pn(N),

dove py () ¢ il polinomio caratteristico di N. Per il punto precedente, det () = (—=1)"\",
dunque ¢ ¢ invertibile se e solo se (—1)"A™ #£ 0, ovvero se e solo se A # 0.

3. Per ipotesi, N é un endomorfismo autoaggiunto, dunque per il teorema spettrale é diagona-
lizzabile. Ma N é anche nilpotente, dunque deve essere simile alla matrice nulla. L’unica
possibilita é dunque N = 0.

4. Dall’identita polinomiale
1—-2"=1—-2)1+24+2> + 23+ 2% + 2° + 29)
si ricava immediatamente
Idy —d" = (Idy — d)(Idy +d + d* + d* + d* + d° + d°).

La derivata settima di un polinomio il cui grado & minore o uguale a 6 € certamente nulla,
dunque d7 = 0 e si ricava

ldy = (Idy —d) (Idy +d + d* + d* + d* + d° + d°)
In particolare Idy — d é invertibile, I'inversa é

dy —d) ' =1dy +d+d® + d® + d* + d® + d°

(Idy —d)~" (2%) = (Idy +d + d* + d® + d* + d° + d°) (z°)
= 2% + 62° + 30z* + 12022 + 36022 + 720z + 720.

5. Per ogni n € N, si verifica facilmente che



¢ una base di V, e che

S
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Di conseguenza,

oLk 91
Jim 10l = lwn ) 5 = fim 27 =0



