Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta dell’ 8 gennaio 2008
1. Se f:[-2,2] — R & definita da f(x) := 22* — 422 + 1, allora (PUNTL: 1/-1/0 a risposta

f ha un unico punto di massimo

f ha un unico minimo

=

1 & massimo per f
2 & un massimo relativo per f

2 ¢ stazionario per f

—
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0 ¢ un punto di massimo relativo per f

Spiegazione. Facendo un rapido studio di funzione (vedi la figura) si vede che:

e il massimo di f vale 17 ed e assunto nei punti —2 e 2 che sono due e non sono stazionari;
e il minimo di f vale —1 ed & assunto nei punti —1 e 1 che sono stazionari;

e il punto 0 & stazionario ed ¢ di massimo relativo per f di valore 1 (che dunque ¢ un massimo relativo ma non
assoluto);

e come fatto generale il massimo e il minimo (se esistono) sono unici, essendo i valori massimo e minimo.

Seu

O
2. Si trovi il valore dei seguenti limiti (PUNTI: 2/-0/0 ciascuno)
nleréOVn5+l—T\7n5+n4+1: 0 nlingom: 3
nh_)rr;o V(n—2)= + o0 nILH;o V/1n(n) = 1
Spiegazione. e I noto da quanto fatto a lezione che, se P(x) & un polinomio, allora ’\‘/W — 1:
dunque Yn5+1—- ¥YnP+ni4+1-51-1=0;
e /3n 4 p3 :3’\'/1+n3/3" — 3;
e si ha H =n —1— 400 e quindi applicando Cesaro {L/m — 4-00;
e dato che 1 <In(n) <nsihal< ¥/In(n) < {/n; essendo {/n — 1 si deduce {/In(n) — 1, per i due carabinieri.
O

3. Data f definita da f(z) := e*~! 4+ Az si ha (PUNTI: 2/-0,5/0 per risposta)

1
Y1+ A) = —.
Y+ A) =
Spiegazione. Siha f(1) = e+ A =1+A, dacui f~1(1+A) = 1. Inoltre f'(z) = e* !+ A equindi f'(1) = "+A = 1+A.
1 1
Applicando la formula sulla derivata della funzione inversa si ottiene (f~1)(1+ A) = = O

/(1) 14 A



4. Si calcoli il limite seguente - questo esercizio va svolto e vale 6 punti.

lim 4In(1 4+ /1 —z) — In(16) + =
im

=0 1 — cos(x)
Svolgimento. Si ha:
- —z  (—x)? _ r  a? 2.
V1 x71+7 5 +o(z?) =1 3 §+o(x),
2 2
ln(1+\/1—m):1n<1—|—1—x—x+0(x2)):1n<2<1—x—x+0(x2))>:
2 8 4 16
@)+ (2= oa?)) = 1 (<2 +o@) +0 (0@)?) =
n 116 x 5~ Tol o (0(x)*) =
r  a? 2 9 r  3x? 9
1n(2)—1—ﬁ—@+0(x) 1n(2)—1—3—2+0(cv):>
2 2
4ln(1+\/1—x):4111(2)—95—3%4—0(:102)—ln(16)—$—3i+0(x2),

22
1 — cos(z) =5 + o(z?).

Quindi considerando 'espressione da mandare al limite:

322 9 3
4ln(1+vI—2)-In(16) += _ ~ g + o) T8 _ .3
1 — cos(x) x? 1 4

P +0(Z2) 5

O

5. Si trovi il carattere delle seguenti serie () converge assolutamente/ converge ma non assolutamente/ non
converge ) (PUNTI: 2/-1/0 per ciascuna).

oo . [ee]
sin(n) . 1
>t > (1)
= 1 > sin (nﬂ)
—-1)" INC] —22 C
;( ) sin(n4) ; n
i 1 x 1 &, si
Spiegazione. e Dato che |sn(n)| < —eche Y — 7 < oo, la serie > sm(4n) converge assolutamente;
n n=1"1 n=1 TN

e notiamo innanzitutto che sin <4 > 0 e quindi convergenza e convergenza assoluta coincidono; dato che sin(z) =
n

1 1 1 a3 1
x + o(x), si deduce che sin <4> — to < ) e quindi ) sin <4> converge per il criterio del confronto
n n nt n=1 n
o0
(usando sempre il fatto che »  — < +00);
n=1MN
1 00
e dato che ———— non puo tendere a zero, la serie ———— non puod convergere;
sin(n4) P Z:: (=0)" sin(n4) P &
e dato che sin(kw) = 0 per ogni k intero si ha che sin (n%) = 0 se n & pari, viceversa sin (n%) vale alternativamente
. . . . > Sin(nz) . ) 00 (,Dk . .
1 e —1 sugli n dispari; allora la serie Y, ———=~ & equivalente a . quest’ultima, come ben noto, €
n=1 n k=0 2]€ + 1

convergente (per Leibniz) senza essere assolutamente convergente.
O



6. Siano f(z,y) == 2% —y?, fi(z,y) :==9> —22) e A:={(x,y) | 2% + 4y*> < 1}. Allora (PUNTIL: 4/-1/0).
. 1 1 . B
m}gmxle7 n}inff—z ; mxgixflfz, mﬁnflffl.
Spiegazione. Condideriamo f (compiti A e B). E facile verificare che V f (z,y) = (_2;7!) e quindi I'unico punto stazionario

e (8). Cerchiamo il punti sulla frontiera di A che verificano il criterio dei moltiplocatori di Lagrange. Dobbiamo risolvere
il sistema:

T = Az
-y = My
22 +42 = 1
che ha come soluzioni x =+1l,y=0,A=1lexz =0,y = :I:%, A= —i. Quindi il massimo e il minimo devono trovarsi in

uno dei tre punti (8), (iol), (ioé)' Calcolando f in tali punti si trova

FELO =1,  f (0,%) - —i, £(0,0)=0

da cui la conclusione. Nel caso di f; (compiti C e D) il risultato si ottiene con calcoli analoghi. O

7. Si calcoli il seguente integrale (PUNTTI: 4/-0/0)

Feo 1 T
———dr=—.
o Vi(A+z) VA
Spiegazione. Se operiamo la sostituzione y = y/x/A troviamo x = Ay? e dx = 2Aydy e quindi:
Heo 1 Heo 2Ay N | 2 2w 7r
———dz = —dyz—/ 7dy:—arctany+oo:—(——0):—.
v VAT T Vayarap @ val tre® T gl =07 G Vi
O
8. Si consideri I’equazione differenziale:
2y 1

x> 0.

T x+1
Si studino le soluzioni trovando in particolare (8 punti in tutto - da svolgere):

e Despressione delle soluzione con condizione iniziale y(1) = yo, dato yo in R;

e ilimiti a 0" e a 400 della soluzione (al variare di y);

i grafici ( per z > 0 ) relativi alle soluzioni pit significative;

e per quali valori di yg ’equazione y(z) = 0 ha una soluzione z > 0.

Svolgimento. Applichiamo la formula risolutiva:

1 (o= [ ) == [ (- 52 ) (o= o) -

a? <y01+ln(2)+ln (xil) +;) =x (a?(y01+ln(2))+:cln <xil> +1> =

22 (yo — 1 +1n(2)) + 2% In (;:) +x

Dalle formule scritte sopra si ricava facilmente che:

. o B x -
lim y(z) = lim x (CL‘(yo 1+In(2)) +zln (:1: n 1) + 1) =0

z—0t z—0



(qualunque sia y : 0) mentre

+oo seyp > 1—1In(2)
: se yo=1—1n(2)
—00  se yo <1—1In(2)

T 1
li = i 2(yo—1+1n(2) +1 ~ )=
zjglmy(x) Jim (yo +In(2) + n(x+1> + )

dove nel caso di mezzo il limite segue da:

1 1 1 1 1
x2(1n< :c )+—)=z2(—ln<x+ )+—>=x2(—ln<1+—>—|——>:
rz+1 T x x x x
o 1_~_11+ 1 +1 o 11+ 1 1
| —4+=-—+4+o0|—= —|l=2*l=-=+o0|— — —.
x 22 2 x 2 22 2 2

Per tracciare i grafici delle soluzioni conviene introdurre la curva g di equazione g(z) = ﬁ; per la forma dell’equazione
¢ chiaro che ¢'(z) > 0 se e solo se y(z) > g(x), y'(x) < 0 se e solo se y(z) < g(x) e y'(x) = 0 se e solo se y(z) = g(x).
Se tracciamo il grafico di g (vedi curva rossa tratteggiata nella figura) e teniamo conto dei limiti a 07 e all’infinito,
troviamo i grafici delle soluzioni come rappresentati nella figura.
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Dai grafici risulta chiaro che le soluzioni intersecano ’asse x in un punto positivo se e solo se tendono a meno infinito,
cioé se yo < 1 —1In(2). O



