Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 26 maggio 2004 - A -

Cognome Nome

1. Sidica per quali valori del parametro reale « risulta convergente il seguente integrale

improprio (5p.):
teo /1 41
vita -1 dr
Ay

«

. Si calcoli il seguente integrale (4p.):

1
/ e’ sin(3z) dx =
0

. Si calcoli il seguente integrale improprio (6p.):

+o0 2z _ 1
/ e 62—(135:
0 e 41

. Si consideri la seguente equazione differenziale

’ T

Y= /12

— 22 -25

(a) dato yo in R si scriva la soluzione y su [0, 4+o00[ con y(0) = yo (2p.);
(b) si calcoli, al variare di yy, il limite di y(z) per x — +o0(3p.);
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu signifigativi di yo (4p.);
(d) si dica per quali valori di y, la soluzione y ¢ decrescente(2p.);
)

(e) si dica per quali yo I'equazione y(z) = 5 non ha soluzioni z > 0 (3p.).
. Si consideri ’equazione differenziale
Yy =4z

Si disegnino i grafici delle (due) soluzioni y relative alle condizioni iniziali y(0) =1 e
y(1) = —1 (questo comprende anche l'individuazione dell’intervallo “massimale”in
cui tali soluzioni si possono definire) (6p.).



Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 26 maggio 2004 - B -

Cognome Nome

1. Sidica per quali valori del parametro reale « risulta convergente il seguente integrale

improprio (5p.):
teo /1 41
vita -1 dr
o z*(1+a)

«

. Si calcoli il seguente integrale (4p.):

1
/ e* sin(bx) dx =
0

. Si calcoli il seguente integrale improprio (6p.):

+0o0 3z _ ]
/ e 3 63—(135:
0 e 41

. Si consideri la seguente equazione differenziale

’ T

Y= /612

— 22— 16

(a) dato yo in R si scriva la soluzione y su [0, 4+o00[ con y(0) = yo (2p.);
(b) si calcoli, al variare di yy, il limite di y(z) per x — +o0(3p.);
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu signifigativi di yo (4p.);
(d) si dica per quali valori di y, la soluzione y ¢ decrescente(2p.);
)

(e) si dica per quali yy I'equazione y(x) = 4 non ha soluzioni = > 0 (3p.).
. Si consideri ’equazione differenziale
y'y =3z

Si disegnino i grafici delle (due) soluzioni y relative alle condizioni iniziali y(0) =1 e
y(1) = —1 (questo comprende anche l'individuazione dell’intervallo “massimale”in
cui tali soluzioni si possono definire) (6p.).



Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 26 maggio 2004 - C -

Cognome Nome

1. Sidica per quali valori del parametro reale « risulta convergente il seguente integrale

improprio (5p.):
teo /1 41
vita -1 dr
o x*(1+af

«

. Si calcoli il seguente integrale (4p.):

1
/ e sin(4x) dr =
0

. Si calcoli il seguente integrale improprio (6p.):

+o0 dz _
/ e 64—(135:
0 et 41

. Si consideri la seguente equazione differenziale

’ T

v = \/9+$2y

—22-9

(a) dato yo in R si scriva la soluzione y su [0, 4+o00[ con y(0) = yo (2p.);
(b) si calcoli, al variare di yy, il limite di y(z) per x — +o00(3p.);
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu signifigativi di yo (4p.);
(d) si dica per quali valori di y, la soluzione y ¢ decrescente(2p.);
)

(e) si dica per quali yo I'equazione y(z) = 3 non ha soluzioni z > 0 (3p.).
. Si consideri 'equazione differenziale
Yy =2z

Si disegnino i grafici delle (due) soluzioni y relative alle condizioni iniziali y(0) = 1 e
y(1) = —1 (questo comprende anche l'individuazione dell’intervallo “massimale”in
cui tali soluzioni si possono definire) (6p.).



Matematica - Ingegneria Gestionale - Prova scritta del 26 maggio 2004 - D -

Cognome Nome

1. Sidica per quali valori del parametro reale « risulta convergente il seguente integrale

improprio (5p.):
teo /1 41
vita -1 dr
Ay

«

. Si calcoli il seguente integrale (4p.):

1
/ e sin(5x) dx =
0

. Si calcoli il seguente integrale improprio (6p.):

+0o0 5z _ ]
/ e 65—(135:
0 e 41

. Si consideri la seguente equazione differenziale

’ T

Y ——/—4+$23/—

22— 4

(a) dato yo in R si scriva la soluzione y su [0, 4+o00[ con y(0) = yo (2p.);
(b) si calcoli, al variare di yy, il limite di y(z) per x — +o00(3p.);
(c) si traccino i grafici delle soluzioni per i valori piu signifigativi di yo (4p.);
(d) si dica per quali valori di y, la soluzione y ¢ decrescente(2p.);
)

(e) si dica per quali yo I'equazione y(x) = 2 non ha soluzioni = > 0 (3p.).
. Si consideri 'equazione differenziale
y'y = bz

Si disegnino i grafici delle (due) soluzioni y relative alle condizioni iniziali y(0) = 1 e
y(1) = —1 (questo comprende anche l'individuazione dell’intervallo “massimale”in
cui tali soluzioni si possono definire) (6p.).



SOLUZIONI

Vi+at—1

. Poniamo f(x) = . Allora per x — 0

z*(1 + z)
L+2*/24o0(x?) —1  2%(1/2)(1+ 0(1)) 1
fl@) (14 o(1) el to1) et o)
Quindi in zero f ¢ asintotica a o che ¢ integrabile vicino a zero se e solo se
e~

a—4<1& a<h.
Invece se x — 400

22(1 4+ 0(1)) + o(1) 22(1 4 o(1) 1

/(@) zozk(1 4 o(1) zotk(1 4 o(1) xa—“k( +oll))

Quindi all’infinito f e asintotica a
a—-2+k>1a>3—k
In definitiva f ¢ integrabile su ]0, +o00[ se e solo se 3 — k < av < 5.

p— che e integrabile all’infinito se e solo se
o

. Si ha

1 1 1 b 1
/ e sin(br) dor = {—e‘” sin(b:p)] - - / e cos(bx) dx =
0 0

a 0 @
1 b Pow !
aea sin(b) — [Ee“” cos(bx)} i — ?/0 e cos(br) dx =
1 a 3 b a bQ ! axr
e sin(b) — g(e cos(b) — 1) — 2/ e cos(bx) dx
e quindi
[ emsineryar = o (Lersin) - Lereonts) -
in =—— | —e*sin(b) — — —
Oe sin(br) dz = ———5 | _e"s — (e cos
. Si ha
oo err — 1 1 (™1 [y—1
—ax dr = _ Lar _ - . dy =
/06 e (y = e*) a/1 AV 1Y

—1 1 [ 42
po fy=1 :_/ AT
y+1 afo (t2+1)2

Usando la riduzione di Hermite si trova

a2 d 2t
(t2+1)2 1+ dtl1+¢2

—/ ———dt = — |2arctan(t) — S (E _ 1)
af, (t2+1)2 a L+t2], a\2

da cui




4. Dobbiamo risolvere ’equazione
x

ENCIRCIE b(a) = —(w* +2%)

v +a(x)y(z) =b(z)  dove a(x) =

Per applicare la formula risolutiva dobbiamo calcolare

A(x):/oza(t)dt:—/ogﬁ#dt__ Bln<w2+t2)r:—m (@)

w22 0 w

e poi possiamo scrivere

A ’ AQt) _ VWQ‘HUZ{ /x 2 .2 w }_
T) =e + b(t)e”\Vdt 3 = ——m— - Wt ————=dt y =
y() {yﬂ /0 () } W Yo 0( )\/m
\/wQ—l—x?{@—/ \/w2+t2dt}
w 0

Notiamo che avremmo anche potuto prendere al posto di A una qualunque primitiva
di a ottendendo y(x) = vw? + 22 {C’ — [ Vw? + 22 dx}, per C' opportuna calcola-

bile in termini di yg. Risolvendo l'integrale si trova

2
y(r) = Vw? + 22 {?ﬂ - %Settsinh <£> — g\/uﬂ + xQ}

w w

(che si puo anche esprimere in termini di logaritmi). E facile vedere che, qualunque
sia Yo

1i = —00.
Per studialre la monotonia di y consideriamo F(z,y) := 29:‘7_; 5 — (w?+27) Si vede
w2+

(w? + 2?)?
che F(z,y) =0 < y = g(z) (sex > 0, mentre F'(0,y) = 0) dove g(z) := ——— .

x

Studiamo il grafico di g:
2 | 2
- _ . _ 1N (W +2%) ., o 2
lim g(z) =+oc0 , lim g(z)=+oo , ¢'(z) = ——F— (32" —w’)

(stiamo considerando, come prima, solo le z > 0). Se ne deduce che g ha un minimo
in Z = w/v/3, il cui valore ¢ j = gx/gw?’. Se si cerca la soluzione y con y(z) = 7 si
trova il valore di yo = ¢ := (3 + settsinh(w/v/3)/2)w?. Si vede allora, esaminando
i grafici, che per yo < 7 la soluzione e sempre decrescente mentre per y, > ¥y la
soluzione ha un tratto di crescenza (a cavallo di Z).

Si vede infine, sempre esaminando i grafici, che y(x) = w non ha soluzioni se e solo
se Yo < w (questo perché g > w).

5. Usiamo la tecnica per risolvere le equazioni a variabili separabili: integriamo I’equazione
yy = ax tra x e xp; usando la condizione y(xy) = yo si ottiene:

z 2 y(=) |
[ vaw@de= [ ardee [ sds = Satad) &SP -)) = Sat-ad)
Yo

o o



e quindi

y(r) = jt\/a(l‘2 — 3) + Y5

dove il segno + o — va scelto D’ACCORDO CON IL SEGNO DI y, (in modo che
effettivamente y(zo) = yo). Quindi con la condizione y(0) = 1 otteniamo

y(x) = Var? +1,
che ¢ definita per tutte le z, mentre la condizione y(1) = —1 da

y(x) = —vax?+1—a,

/ 1
che e definita per x > /1 — —.
a



