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Esercizio 1. Sia g : R → R una funzione di classe C1 tale che g(x) > 0 e g′(x) > 0 per ogni x ∈ R.
Siano λ ≥ 1 e k due numeri reali fissati, e sia

S(λ,k) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ λ2, z = k · (λ2 − x2 − y2)}.

Si definisca una 2-forma differenziale ω(λ, k) su R3 tramite la formula

ω(λ,k) = g(k) ·
(

1√
x2 + y2 + 1

dx dy +
1√

x2 + z2 + 1
dx dz +

1√
y2 + z2 + 1

dy dz

)
.

1. Posto f(λ, k) =
∫

S(λ,k)

ω(λ,k), si calcoli esplicitamente f(λ, k).

2. Si consideri il problema di Cauchy (con funzione incognita K e variabile indipendente λ){
K ′ = K · (K − λ2) + λ2 −K
K(1) = 0

e si dimostri che la soluzione è definita per ogni λ ≥ 1.

3. Sia D = {(λ, k) ∈ R2 : λ ≥ 1, −1 ≤ k ≤ K(λ)}, dove K è la soluzione del suddetto problema.
Si cerchino i punti di minimo della funzione f(λ, k) su D.

4. Si dica se la funzione f(λ, k) sia limitata su D.

Esercizio 2. Siano a : R→ R e f : R→ R funzioni continue, e si supponga che
∞∫
0
a(t) dt <∞. Dati

numeri reali α e β si considerino i due seguenti problemi di Cauchy:

(A)
{
y′(t) = a(t)y(t) + f(t),
y(0) = α,

(B)
{
y′(t) = a(t)y(t) + f(t),
y(0) = β.

Siano rispettivamente yA e yB le soluzioni dei due problemi;

1. Si verifichi che yA e yB sono definite per ogni t ≥ 0.

2. Si dimostri che esiste una costante reale positiva M < ∞ tale che |yA(t) − yB(t)| ≤ M |α − β|
per ogni t ≥ 0.

3. Si dimostri che ciò non è vero in generale senza l’ipotesi
∞∫
0
a(t) dt <∞.

4. Si supponga nuovamente che
∞∫
0
a(t) dt <∞. Per n ∈ N sia fn(t) = f(t) + 1

n
1

(1+t2)
. Si considerino

i seguenti problemi di Cauchy:

(An)
{
y′(t) = a(t)y(t) + fn(t),
y(0) = α.

Si dimostri che se yn è la soluzione del problema An, allora essa è definita per ogni t ≥ 0 ed esiste
una costante reale positiva K <∞ tale che |yA(t)− yn(t)| ≤ K

n
per ogni t ≥ 0.

Durante la prova deve essere esibito il libretto universitario o un documento. I telefoni devono essere mantenuti spenti. Sul tavolo è
consentito avere solo i fogli forniti, una penna, ed un foglio manoscritto contenente formule ed enunciati. Consegnando lo scritto si
perde il diritto a ottenere la registrazione del voto conseguito nei quiz. Se si consegna lo scritto e la media dei voti di quiz e scritto
è meno di 16, bisogna ripetere il quiz.


