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Piani doppi

Rappresentazione delle quadriche

Ellissoide

Superficie data dall'equazione ridotta  

dove  sono . Sappiamo che è dotata di un unico centro 

 di simmetria, in questo caso , quindi se

 allora il simmetrico rispetto a  cioè

 sta su . 

Osserviamo che se  anche  sta

su . Ciò vuol dire che se  sta su  anche il simmetrico di 

rispetto all'asse  sta su . Quindi l'asse  è asse di simmetria per . 

In modo analogo si vede che anche gli altri assi coordinati sono assi di
simmetria. 

Se  si vede che anche  sta su .

Ciò vuol dire che se  sta su  anche il simmetrico di  rispetto al

piano  sta su . Allora il piano  risulta essere un piano di

simmetria per . 

Analogamente si vede che anche gli altri piani coordinati sono piani di
simmetria e non ce ne sono altri se  sono tutti diversi. 

Se intersechiamo l'ellissoide con il piano  otteniamo



Si tratta di una ellisse (a punti reali) se , ossia

, di un solo punto reale se . L'intersezione non

contiene punti reali se . In particolare  è tutta compresa tra i

due piani di equazione . In modo analogo si ragiona per piani

del tipo . I numeri  si chiamano semiassi

dell'ellissoide . Da tutte queste considerazioni possiamo avere un'idea

della forma di . 

Ellissoide di rotazione 

Se due dei semiassi sono uguali,  è una superficie di rotazione attorno

a uno degli assi. Ad esempio se  l'equazione di  diventa:

quindi  si ottiene ruotando l'ellisse



attorno all'asse . Se i tre semiassi sono uguali,  è una superficie

sferica di centro . 

Nella classificazione euclidea abbiamo trovato un'equazione del tipo

Si vede subito che non esistono punti reali che soddisfano l'equazione di
. Da qui il nome Ellissoide immaginario. 
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Paraboloide ellittico

Superficie data dall'equazione ridotta  

dove  sono . Sappiamo già che non esiste un centro di

simmetria ed è immediato verificare che solo l'asse  è asse di
simmetria. I piani di simmetria sono    e ; non ce ne

sono altri se . L'intersezione di  con i piani 

sono parabole con asse parallelo all'asse  e vertice sulla parabola

. Analogamente l'intersezioni con i

piani  sono parabole con asse parallelo all'asse  e vertice

sulla parabola . L'intersezione di 

con i piani  sono ellissi per , che diventano sempre

più grandi al crescere di . 
L'intersezione con  è un unico punto reale, mentre i piani 

 con  non intersecano  in nessun punto reale. Ciò

vuol dire che  è tutta al di sopra del piano . Paraboloide di

rotazione Se  si ottiene facendo ruotare attorno all'asse

 la parabola di equazione
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Iperboloide a una falda

Superficie data dall'equazione ridotta

 

dove  sono . Con lo stesso procedimento

usato per l'ellissoide si vede che i piani coordinati, gli assi
coordinati e  sono elementi di simmetria di . Se

 non ce ne sono altri. Le intersezioni con i piani 

 sono ellissi che diventano sempre più grandi, e
tendono all'infinito al crescere di  in valore assoluto. Le
intersezioni con i piani  sono iperboli. Queste

iperboli sono equilatere se  (per i piani ) o

 (per i piani ). 



Iperboloide di rotazione a una falda 

Se  si ottiene facendo ruotare attorno all'asse 

l'iperbole di equazione
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Iperboloide a due falde

Superficie data dall'equazione ridotta  

dove  sono . Gli elementi di simmetria sono gli stessi dei

casi precedenti. I piani  intersecano la quadrica secondo un'iperbole il
cui asse trasverso è sempre parallelo all'asse . Analogamente dicasi dei
piani . Invece un piano  interseca  in un'ellisse se

ossia o , sono ridotte a un punto reale se

. L'intersezione con  non contiene punti reali se

. 

In particolare il piano  non interseca . Vuol dire che  si

compone di due parti distinte (le due "falde"), simmetriche rispetto a questo
piano. 



Iperboloide di rotazione a due falde 

Se  si ottiene facendo ruotare attorno all'asse  l'iperbole di

equazione
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Paraboloide iperbolico

Superficie data dall'equazione ridotta  

dove  sono . Gli elementi di simmetria sono gli stessi del

paraboloide ellittico. Le intersezioni con i piani e  sono

parabole con asse parallelo all'asse : le prime sono rivolte verso il basso e
hanno il vertice sulla parabola

le seconde sono rivolte verso l'alto e hanno il vertice sulla parabola

Le intersezioni con i piani  sono iperboli i cui assi trasversi sono
paralleli all'asse  se , all'asse  se . Per  l'iperbole

è spezzata in due rette . Il paraboloide

iperbolico non è mai una superficie di rotazione. 



Per la sua forma particolare si chiama anche paraboloide a sella. 
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Quadriche rigate

Osservazione 1:   Gli iperboloidi a una falda e i paraboloidi iperbolici
contengono delle rette e si dicono superfici rigate. Più precisamente, per ogni
punto di una siffatta superficie passano due rette interamente contenute nella
superficie stessa.

Consideriamo ad esempio il caso di un iperboloide ad una falda; se scriviamo
la sua equazione nella forma:

e poi come

si vede che le rette di equazione

appartengono alla quadrica. 



Nel caso del paraboloide iperbolico abbiamo una equazione del tipo:

e quindi le due rette

sono contenute in tale superficie. 
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