Esercizi di Geometria

(Carlo Petronio)

Foglio del 9/3/2015

Esercizio 1 Calcolare la distanza tra i vettori v e w assegnati nello spazio
euclideo standard di dimensione opportuna, nonché ’angolo da essi formato:

7 -1
(b) v= 2 , W= 3
-3 4
—1
(c)v—(i), w = 3
4
2 —1
3 3
(d)U_ -1 y W= 2)
1 2

Esercizio 2 Dato x € R? non nullo esibire I'unica coppia (), ) tale che la
rotazione di angolo ¥ composta con 'omotetia di ragione A\ trasforma x in
e1. Dedurne che due vettori x,y € R? non nulli sono ortogonali fra loro se e
solo se (z|y)g> = 0.

. 1 ST —
Soluzione 2 Il numero A\ vale Joa mentre ¥ ¢ I'angolo tale che cos(v) =

1 : — T2 . 2 2 :
T © sin(v) T Detta f : R* — R? la trasformazione ottenuta



componendo la rotazione di angolo ¢ con 'omotetia di ragione A (non importa
in quale ordine), abbiamo che f conserva gli angoli, dunque y & ortogonale a x
se esolose f(y) e ortogonale a f(x) = ey, ovvero se f(y) ha prima componente

nulla; la prima componente di f(y) vale %, e la conclusione segue
1 2

subito.
Esercizio 3 Verificare che per lo spazio vettoriale reale V assegnato la
funzione f : V x V — R data ¢ un prodotto scalare:
(a) V =Raqlt],
Fp(),q(t)) = 5(p(1) = 2p(=2))(¢(1) — 2¢(=2))
+3(p(2) = Tp(=1))(a(2) — 7q(=1));
(b) V={zeR®: z; —xy+ x5 =0},
f(z,y) = —woyn — 2x3y1 — 321y1 — 3x1Y3 + HT1Y2 + HT3Ys;
(¢) V= F({a,b},R),
f(u,v) =2u(a)v(a) — Tu(a)v(b) — Tu(b)v(a) + 25u(b)v(b).

Soluzione 3

(a) Bilinearita e simmetria sono ovvie. Inoltre

F(p),p(t)) = 5(p(1) — 2p(—2))? + 3(p(2) — Tp(—1))?

¢ non negativo, e si annulla solo se p(1) = 2p(—2) e p(2) = Tp(—1), il
che comporta facilmente che p(t) = 0;

(b) La bilinearita ¢ ovvia. Sostituendo z3 = xo— 1z € y3 = yo —y; si ottiene
flx,y) = 2x1y1 — 321Y2 — 3x2y1 + Hraye, da cui la simmetria. Inoltre
flz,x) = (1 — 22)* + (71 — 222)? & non negativo, e si annulla solo per
xz = 0;

(c) Bilinearita e simmetria sono ovvie. Posto A = u(a) e B = u(b) si ha
flu,u) = 2A% — 14AB + 25B2, che ¢ positivo per B = 0 se A # 0.
Invece per B # 0, posto t = A/B, ha lo stesso segno di 2t* — 14t + 25,
che ha coefficiente direttore positivo e A/4 = 72 —2-25 = —1 < 0,
dunque e sempre positivo.



Esercizio 4 Veriﬁcare che nello spazio C°([0,1],R) dotato del prodotto
scalare (f|g) = f f(t)g(t)dt i vettori S e C' dati da

S(t) = sin(2mt) C(t) = cos(2mt)
sono ortogonali tra loro e hanno la stessa norma, trovandone il valore.

Soluzione 4 Hanno norma \/AE

Esercizio 5 Calcolare I'angolo formato dalle matrici

2 1 -1 1 3 =2
0 -2 1 1 0 -1
nello spazio Myy3(R) dotato del prodotto scalare (A|B) = tr (‘B - A).

Esercizio 6 Stabilire se 'applicazione f assegnata sia bilineare, in tal caso
se sia simmetrica, in tal caso se sia definita positiva:

(a) [ RZxR? >R, f(z,y)="Tr192 + 8Yy1y2 — Hx231

R2xR?2 5 R, f(z,y) = —3z1y1 + 2219 + Sx2y1 + TT2Ys

REXR* = R,  f(x,y) = Te1y1 — 321y2 — 32241 — 422ys

‘R*xR* = R, f(z,y) = da1y1 — 32192 — 3201 + 5T2ys

R3 x R? = R,

(z,y) =
f (z,y) =
f (z,y) =
[ REXR? =5 R, flx,y) = 3z191 + 4212 + 422y + Sx0ys
f (z,y) =
/ f(2,y) = 22192 — 3zoy1 + 4233
f

R3 x R3 = R,
f(z,y) = zy1 + x1Y2 + Toy1 + 222y2 + 3x2ys + 3x3y2 + 223y3

(h) f:R*xR* =R, f(z,y) = x1y1 + 222y2 + 3x3y3 + T1Y3 + T3y

Esercizio 7 Stabilire per quali delle matrici A assegnate si ha che (:|-) , &
un prodotto scalare:

0a=(31)



oae(32)
2 3
@a=(53)
oa-(1)
5  —yr -1
<e>A(ﬁ YT 2
12 11
k 0 0
(f)A(O 2—k 0 | alvariare di k € R
0 0 k?

Esercizio 8 Dato lo spazio vettoriale V' su R e la forma bilineare f :
V x V — R, stabilire se f sia un prodotto scalare:
2

(a) V= Mz0a(R), f(A,B)= 3 (1+(=2)"7)(AB);

ij=1

(b) V =Re(t), [flp(t),q(t)) =p(1)-¢'(=1) +¢(1) - p'(=1)

Soluzione 8
(a) No, non e simmetrica

(b) No, & simmetrica ma non ¢ definita positiva

Esercizio 9 Stabilire per quali delle matrici A assegnate si ha che (:|-) , €
un prodotto scalare:

1 5 NZ3

(a) A=| 5 3  —1781
JT —1781 e



0 -1 3
720
) A=[0 5 3
4 09
1 2 1
@ A=[2 5 -1
1 -1 3
1 =21
(e) A= =2 5
1 3 2
1 -2 -1
) A=| -2 5 3
-1 3 2
5 -2 =3
g A=| -2 3 -2
-3 =2 11
2 3 -1
(h)y A= 3 4 =2
-1 -2 1
2 3 -1
) A=| 3 5 -3
-1 -3 2
2 3 -1
G A= 3 5 -3
-1 -3 6

Soluzione 9

(e) Non e definita positiva: la forma quadratica associata ¢ negativa sul
vettore 2e; + e; — e3



(f) Non ¢ definita positiva: la forma quadratica associata ¢ nulla sul vettore
€1+ ey — €3

(g) Si: sul vettore ze; + yes + zes la forma quadratica associata vale

(22 = y)* + (z = 32)*(2 — y)?

Esercizio 10 Data A € M,,«,(R) definire B ponendo b;; = (—1)"7 - a;;.
Provare che S definisce un prodotto scalare se e soltanto se lo fa B.

Esercizio 11 Dati vy,...,v, € R" sia A € M,,,(R) con a;; = (v;|v;)gn-
In quali ipotesi su vy, ..., v, si ha che (-|-) , € un prodotto scalare su R"?

Soluzione 11 A e sempre simmetrica, dunque bisogna solo vedere quando
(-|-y 4 & definita positiva. Posto X = (v; -+ v,) si ha A = X - X, dunque
per ogni v € R" si ha (vjv), = - X - X -v=HX-v)- (X -v)=[|X 0|3,
da cui segue che (-|-) , € definita positiva se e solo se X & invertibile, ovvero
se e solo se (vq,...,v,) € una base di R™.

Esercizio 12 Dato uno spazio vettoriale V' su R e una forma bilineare
simmetrica f : V x V — R, si definisce la forma quadratica ¢ : V — R
associata ad f come ¢(v) = f(v,v). Conoscendo ¢ determinare f:

(a) V=R? q(z)=32?+2z,29 — 23
(b) V=R3 q(x) =—22% + 23 — 5x3 — 1129 + w123 + 20213
(c) V = Maa(R), q(A) = det(A)

(d) V= Msa(R), q(A) =3 (4%, ,

[y

<

(e) V=Ra[t], q(pt))=p(1)- p(-2)

Esercizio 13 Nello spazio R<;[t] dotato del prodotto scalare

(p(t)lq(t)) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2)

determinare un polinomio di norma /5 ortogonale a 1 +t e a 1+ ¢2.
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Soluzione 13 2 — 5t + 2t2

Esercizio 14 Provare che le funzioni R" x R® — R date da

_J llz =yl  sex ey sono linearmente dipendenti
SNCF(z,y) = { |lz|| + |lyll altrimenti

NYC(x,y) = ) |z; — vl
j=1

soddisfano le tre proprieta delle funzioni distanza. Spiegare inoltre perché si
chiamano come si chiamano.

Esercizio 15 Nello spazio V' con il prodotto scalare (-|-) assegnato ortonor-
malizzare il sistema di vettori dato:

(a) V=R*  (ly)="y-x <_512)7(_\1/7Z9)
(b) V=R’ <x|y>=ty'(i 3)5’3 ((1))<(1)>
(c) V =R2 <x|y>=ty-(_31 _21)”5 (§>(_51)

3 —2 VT
—1 3 0
1 0 2 3
(e) V=R? (xlyy=%-1 2 5 -1 | =z 1], | -2
0 -1 3 3 2

() V=C%(0,1,R)  (flg) = Oflf(t)g(t) dtu(t) =t =262 v(t) =t

(2) V =Relt] (p(®)q(t)) = p(=1) - q(=1) +p(1) - q(1) + p(2) - ¢(2)
u(t) =t —2t% v(t) =t



Esercizio 16 Nello spazio R™ dotato del prodotto scalare (-|-) , con A as-
segnata determinare una base ortonormale rispetto a (|-) , del sottospazio
ortogonale rispetto a (-|-) , ai vettori indicati:

(a) n =2 A:(g i) UZ(_Z)

10 2
dn=3 A=|1 21 v=| -1
01 3 1
1 01 1 3
(e)n:?) A= 0 21 v = 2 Vg = 1
11 —1 1
2 01
)n=3 A=[0 3
1 2 3
1 —1 0
V1 = 1 Vo = 0 V3 = 2
0 1 1

Esercizio 17 Determinare la matrice A € My,4(R) associata rispetto alla
base canonica in partenza e in arrivo alla proiezione ortogonale p di R* su
W = Span(e; — ey + e3+2ey, €1 + €9+ 2e3 — e4), verificando che *A = A% = A.

Soluzione 17 I vettori assegnati costituiscono una base ortogonale di W ed
entrambi hanno norma /7, dunque

1 1
$1—$2+I3+21‘4 —1 $1+I2+2$3—I4 1
2 —1



21’1 + 31’3 + x4

_1 2$2+JI3—3I4

_7 31’1+ZE2+5ZE3

ZE1—3(L'2+5JZ4

da cui segue che

2 0 3 1

1{fo0o 2 1 -3

A_? 31 5 0

1 -3 0 5

e le verifiche sono immediate.

Esercizio 18 In R* determinare una base ortogonale del sottospazio ortog-
onale a Span(3e; + ey — Hes + 2e4, —2eq + des + 3e3 — ey).

Soluzione 18 Basta trovare una base e poi ortogonalizzarla. Per trovare
una base basta cercarne una con il primo vettore avente quarta componente
nulla, che si trova calcolando il prodotto vettoriale alle prime tre componenti
dei vettori dati, e con il secondo avente prima componente nulla, che si trova
calcolando il prodotto vettoriale alle ultime tre componenti dei vettori dati:

23 0
1 -1
14 |’ 9
0 23

0 23
~1 125 (1 |
9 | 726 | 14 |
23 0

Esercizio 19 Nello spazio vettoriale reale V' con il prodotto scalare (.|.)
indicato ortonormalizzare il sistema di vettori assegnato:

(@) V=R (.].)=([ )z, ”1:(_52)’ U2:<ﬁ)



(e) V = M2X22(R)1, (A|B) = tr(tlA -5B),
A1:<—1 3)’A2:( 1 2)
(f) V.=Moa(R), (A|B)=tr(*A-M-B) con M =
2 1 -1 5
Al:(—l 3>’A2:( 1 2)
® V=Rl (0l0) = [po)i(s)ds
pi(t) =142t — 12, po(t) = 2 — t + 3t*

Esercizio 20 Calcolare 'approssimazione di Taylor del second’ordine nel
punto (0,0) della funzione f assegnata, verificando in particolare che la ma-
trice hessiana e simmetrica:

o f(z,y) =1+ 2x+ 3y —2zy)(—3 +log(1 + 2x — 5y + 6xy))
o f(z,y) =ycos(x — 3y?) — 2z sin(y + Hz?)

o flz,y) =sin(l+z — 2y)e* v

10



o f(z,y) =log(l+sin(3z — 2y + xy)) cos(dy + e™¥)

Esercizio 21 Nello spazio V' con il prodotto scalare (-|-) assegnato esibire
la proiezione ortogonale sul sottospazio W indicato:

(a) V =R? (xlyy =%-x  W={x: 4z, — 325 =0}
(b) V =R? <x|y>:ty(_52 _12>x W ={z: 4x; — 32, =0}

(c) V=R?3 (xlyy=Yy-x  W={x: z; — 2wy + 5wz =0}
(d) V=R? (xlyy =Y -z W ={x: 31+ 229 = 329 — Hx3 =0}

1 2 0
(e) V=R? (xly)=%-1 2 5 -1 |- =
0 -1 3
W ={x: xy — 229+ bxz =0}
1 2 0
(f) V=R3 (xlyy)=%-1 2 5 -1 |-z
0 -1 3

W ={x: 3x1+ 2w9 = 325 — bz3 = 0}

(8) V =Relt] (p)|q(t)) = p(=1) - q(=1) + p(1) - ¢(1) + p(2) - ¢(2)
W = Span(t, t?)

Soluzione 21

(8) 2 ( 192 12)

o 4 (5 o)

29 2 -5
() =1 2 26 10
-5 10 5

Esercizio 22 Esibire un’equazione parametrica della retta ortogonale al
piano assegnato:

11



(a) Span 4 1,1 2
-1 7
—2 —2
(b) Span 4 1, 1
-3
7 —6
(¢) Span -1 1,1 5
2 1

Esercizio 23 Esibire un’equazione cartesiana del piano ortogonale alla
retta assegnata:

20 +5y —2=0
(&) {690—7y+z=0

(b) v —4y+22=0
Tx+3y+22=0

() —4x+Ty—52=0
20 — by —4z =0

Esercizio 24 Trovare tutte le matrici X che definiscono applicazioni au-

toaggiunte rispetto al prodotto scalare (-|-) , con A assegnata e che soddisfano
le ulteriori richieste eventualmente indicate:

0a=(39)
550 o (48)-0)

2
1

A

1) w(X)=0 X=X

2 0

A= 5 -1 ], Wex=0
0 -1 3

12

—_

(b)
(c) A
(d)

[\]



Soluzione 24
t 2t
(©) ( 2% —t )

Esercizio 25 Sullo spazio R? considerare il prodotto scalare standard. Es-
ibire la matrice che rappresenta la trasformazione descritta e verificare che e
ortogonale:

(a) La riflessione f rispetto al piano di equazione 2z — 3y + 4z =0

1
(b) Una delle due rotazioni g di angolo & intorno a Span | 1
1
(c) foyg
(d) gof
Soluzione 25
21 12 -—-16
(a) 55| 12 11 24
—-16 24 -3
1+v3 1 1-V3
b 2| 1-v3 1+v3 1

1 1—vV3 1++3

Esercizio 26 Data M € M,,,(R) tale che *M - M sia diagonale invertibile,
determinare quante sono le matrici diagonali D tali che M - D e una matrice
ortogonale.

Soluzione 26 Se M = (v; --- v,) U'ipotesi significa che (v1,...,v,) ¢ una

base ortogonale di R™. Inoltre se D ha coefficienti k1, ..., k, sulla diagonale

siha M-D = (ky-vy -+ ky-v,) e la condizione da realizzare ¢ che (k; -

U1, ..., k, - v,) sia una base ortonormale di R™, dunque per ogni j le uniche
1

scelte possibili sono k; = :I:m, pertanto ci sono 2" possibili D.
J
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Esercizio 27 In C? considerare il prodotto scalare hermitiano standard.
Determinare i vettori unitari, con seconda componente immaginaria pura e

ortogonali a 2-1
rtogonali 143 |

Soluzione 27 Trovato il vettore del tipo ( 'ZZ ) ortogonale a ( 12_;;2. > si

tratta di prendere il suo normalizzato e I'opposto di quest’ultimo. Bisogna
imporre (2 + i)z + (1 — 3i)i = 0, da cui 2 = +(i — 7), e i vettori cercati sono

5
(T
im( 5 )

Esercizio 28 In C? considerare il prodotto scalare hermitiano standard.
Determinare i vettori unitari, con seconda componente reale, somma delle

141
componenti nulla e ortogonali a 2—1
1+ 2
2 141
Soluzione 28 Trovato il vettore del tipo 1 ortogonalea | 2 —1¢
—1—z 142

si tratta di prendere il suo normalizzato e 'opposto di quest’ultimo. Bisogna
imporre (1 —i)z+ (2+1¢)+ (1 —2i)(—1 —2) =0, da cui z = i — 3, e i vettori
1 —3
cercati sono j:}l 1
2—14

Esercizio 29 Determinare la matrice A € Myy5(C) associata rispetto alla
base canonica in partenza e in arrivo alla proiezione ortogonale p di C? sul
generato di (2 +i)e; + (1 — 3i)eq, verificando che A* = A? = A.

Soluzione 29

2-0)un+0+3)zn (240 | _ 1 5 —1+7\
15 1-3i ) 15\ —=1—-7i 10 <

p(z) =

dunque

1 5 —1+4Ti
A_1_5(—1—7z' 10 )

e le verifiche sono immediate.
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Esercizio 30 In C? ortonormalizzare la base (( 1_+22 ) , ( 32_1. ¢ ))

Soluzione 30

nel)

T - (132z‘z>(3Z)(16Z>+22(2>'<1+21)"'%(12z)
2

v ()

2
Esercizio 31 In C? calcolare la proiezione ortogonale di 1 sul ge-
-1
? 0
nerato W di 0 e 1
1+ 1—1
—1—q
Soluzione 31 L’ortogonale a W & generato dal coniugato di | —1—1 |,
i
1—1
dunque da | 1 —17 |, e allora la proiezione cercata e
i
2 . N 1—1 5—3
2 1 1
; 2+ 4+ +i T TR Y (P
5 . 5 :
—1 i —1—1

Esercizio 32 Al variare di k& € C considerare A, = (
forma sesquilineare f;, su C? associata ad Ay.
(a) Stabilire per quali k la f; ¢ hermitiana.

(b) Stabilire per quali k la f; ¢ hermitiana e definita positiva, verificando
che cio accade per k = 3.

15



(c) Trovare un vettore di C? con prima componente immaginaria pura che

. . o 1—1
rispetto a f3 sia unitario e ortogonale a < 1 +; )

d) Calcolare la proiezione ortogonale rispetto a f3 di “ ) sul generato
1

i1

(e) Ortonormalizzare rispetto a f3 la base data dai vettori ( _12 ) e < f )

Soluzione 32

(a) Per k € R.

(b) f3(z,2) = 2|21+ 2R (iV3Z122) + k|22 > 2|21]* —2V/3 |21] - | 22| + k20|
(e per ogni valore di |z1| e | 2| si possono scegliere gli argomenti in modo
che valga l'uguaglianza). Dividendo per |z| si trova in ¢t = |z1/25| un
polinomio con A/4 = 3 — 2k. Dunque se k£ > 3/2 la f; ¢ definita
positiva, altrimenti non lo e.

' . 1—1 . N
(¢) Imponendo che < Z ) sia ortogonale a < 1 +; > rispetto a f3, cioe

1
z

che (14+i1—1i)-As- ( ) =0, si ottienez:%(B—\/g). Ora posto

w= ( 5 _62\@ ) si ha fs3(w,w) = 72 + 18v/3, dunque i vettori cercati

8423 ( 61\/_)'

(d) Postov — ( ) ew = ( : ) siha fs(v,0) = 5—2V3 ¢ fa(w,v) = —i,

SONOo j:

dunque p,(w) = — \/gfu
(e) Dettiv; e vy i vettori datisi ha fy(vi,v1) = 5+2v3 e fa(vy,v1) = 14++/3,
dunque wy = Ly e
5+2V/3

= 1+v3 3 (3+\/§)
2T 523 5423\ (24VB)i )

16



Ora posto ZUAVQ = ( (23_:_\/\/5)1, ) si ha f3 (%,ﬁ) = 3, dunque wy =

1
V3 W2

Esercizio 33 Nello spazio vettoriale complesso V' con il prodotto scalare
hermitiano assegnato trovare tutti i vettori v con le proprieta indicate:

(a) V = C?, (-|-) standard, v unitario, ortogonale a ( 23_:522. ), con

prima coordinata reale

(b) V. = C?% () standard, v unitario, ortogonale a < 12:_?;.@ ), con

somma delle coordinate immaginaria pura

(c) V.=C2 (), con A= ( 1 —32@' 1—222 ), v unitario, ortogonale

a 31 con prima coordinata reale
245 ) OnP

(d) V.==C? (|),con A= ( 5 iz 2;—2 ), v unitario, ortogonale a

1—3¢ . . o
. ], con somma delle coordinate immaginaria pura

241
2
(e) V. = C3 (:|-) standard, v unitario, ortogonale a | 1+4+1i | e a
3—1
341
—2i con somma delle coordinate reale
1—2
141
(f) V.= C3, () standard, v unitario, ortogonale a 2 e a
3—1
341
1 — 14 |, con terza coordinata immaginaria pura

17



2 1 0
(g) V==C3 (|)yconA=| —i 3 —2i |, v unitario, ortogonale a
0 2t 5
e1 + ieg e a 2e5 — ieg, con seconda coordinata reale

(h) V =Cxl2], (p(2)lq(2)) = p(1)-q(1) +p(i) - ¢(i), v unitario, ortogo-
nale a i + (2 — i)z, con valore reale in z = —i

Soluzione 33

-2 1
(f) Un vettore ortogonale a entrambi & 4+ 2 ,dunque | —4+1¢ |,
—4 -2 2—1
1
e dobbiamo normalizzare i(2+i) | —4 +¢ |, dunque concludiamo con
2—14
2—1
1 .
57}
o 17+ 111
M LN . . 1
(g) Imponendo l'ortongonalita di | 1 | troviamo NG —52 ‘
1G] 34+ 14

(h) Scegliendo p(z) = 1 4+ «a(z + i) e imponendo 'ortogonalita troviamo

o= 5(3i — 1), da cui p(z) = #%(20 +33i—1)(z+41))

Esercizio 34 Nello spazio vettoriale complesso V' con il prodotto scalare
hermitiano (-|-) assegnato esibire la proiezione ortogonale sul sottospazio W
indicato, verificando che ¢ autoaggiunta rispetto a (-|-) e che ha quadrato
uguale a se stessa:

— (2 . _ 3—1
(a) V =C* () standard, W—Span((1+22.>)

(b) V.=C?, (-|)standard, W ={z€C?: (1 —14)z + (2+1i)2 = 0}

2—1
(c) V.=C3, () standard, W = Span 1+
3—21
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(d) V=0C3, (-|)standard, W = {z € C?: iz;+(1—2i)20+(3+1i)z3 = 0}

1 21
(e) V.=C3, () standard, W = Span (( 1—i4 ) : ( —4 ))
3 3—1

(f) V.=C? () standard,
W:{Z€C32 Zl+222+i23:0, (2—@)21+2i22—23:0}

(g) V =, <'|'>ACODA=(132. 1—3|-Z'>7 Wzspan(<134:2i¢>)

(h) V =Caulz], ®()le(2)) =p(2)-q(2) + 2p(—i) - (i),

W = Span(1 — 2i + (34 1)z).
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