Esercizi di Algebra Lineare (Petronio 12/13)
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Esercizio 1 (Usando il principio di induzione) verificare il principio di indu-
zione completa: per provare che un predicato P(n) relativo a un naturale n
e vero per ogni n, basta compiere i seguenti passi:

e Dimostrare che P(0) ¢ vero;

e Supponendo P(j) vero per ogni j naturale compreso tra 0 e n, dove n
¢ un generico naturale, dimostrare che anche P(n + 1) ¢ vero.

Esercizio 2 (Usando I'Esercizio 1) dimostrare che ogni numero naturale ¢
prodotto di numeri primi.

Esercizio 3. (Per assurdo, usando I'Esercizio 2) dimostrare che esistono
infiniti numeri naturali primi.

Esercizio 4. (Usando il principio di induzione completa) dimostrare il prin-
cipio del minimo: se X C N e non vuoto, allora ammette un elemento
minimo, cioe esiste m € N tale che m € X e m < x per ogni z € X.

Esercizio 5. (Usando il principio del minimo) dimostrare la regola di di-
visione euclidea per i numeri interi: per ogni n,m € Z con m > 0 esistono
unici ¢,r € Ztalichen=m-q+re0<r <m.

Esercizio 6. (Usando il principio del minimo) dimostrare la regola di divisio-
ne per i polinomi: per ogni f(z), g(z) € R[x] con deg(g(x)) > 0 esistono unici
q(z),r(x) € Z tali che f(z) = g(z) - q(x) +r(x) ¢ 0 < deg(r(x)) < deg(g(z)).
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~—o © la successione di Fibonacci, definita

Esercizio 7. Provare che se (F,)

dalle relazioni
FO =0
Fi=1
Fn+2 = Fn + Fn+1 Vn € N
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Esercizio 8. Verificare che %

provare che

allora

¢ intero per ogni n € N, quindi
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Esercizio 9. Considerare U'insieme F, = {0,1} con le operazioni @ e ®
definite come segue:

e 00=1®1=0, 100=001=1
e 000=001=100=0, 1O®1=1.

Provare che F; con tali operazioni ¢ un campo.

Esercizio 10.

e (Per induzione su n) stabilire che se X e Y sono insiemi finiti con lo
stesso numero n di elementi e f : X — Y e una funzione iniettiva,
allora f e anche surgettiva;

e (Usando il fatto precedente) stabilire che se X e Y hanno lo stesso
numero finito di elementi e f : X — Y e una funzione surgettiva,
allora f e anche iniettiva.

Dedurre dai fatti precedenti che se X ¢ un insieme finitoe f: X — X e una
funzione, allora f & iniettiva se e soltanto se e surgettiva.

Esercizio 11. Dato n € N con n > 3 sull’insieme F,, = {0,1,...,n — 1}
considerare le operazioni @ e ©® definite come segue:
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e a @b ¢ il resto della divisione euclidea (a 4 b) : n
e a®b ¢ il resto della divisione euclidea (a - b) : n.

(Usando 1'Esercizio 10) provare che F), con tali operazioni € un campo se e
soltanto se n e primo.

Esercizio 12. Date f,g : R? - R e posto FF = {z € R?* : f(x) = 0} e
G={r eR?: g(x) =0} trovare u,7 : R* — R tali che

FUG={zr cR?: u(z) =0}, FNG={xecR*: i(z) =0}



