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Esercizio 1. Sia f : R → R data da:

f(x) =

{
x2 se x ≥ 0,
0 se x < 0.

(A) [3 punti] Si dimostri che f ammette ovunque derivata prima, ma non derivata seconda.

(B) [3 punti] Si determini lo sviluppo di Taylor di f centrato in 1 ed il suo raggio di convergenza.

(C) [3 punti] Si trovi la soluzione del problema di Cauchy{
x′ = f(x),
x(0) = 1.

(D) [3 punti] Sia F = L(f) la trasformata di Laplace di f . Si determini F (z).

(E) [3 punti] Si provi che la F può essere estesa ad una funzione (ancora denotata con F ) olomorfa
su C \ {0}, e si calcoli

1

2πi

∫
∂∆

F ′(z)

F (z)
dz.

Esercizio 2. Per ogni r > 0 si consideri l’insieme

Er =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (rx)2 + (y/r)2 + z2 = 1

}
.

(A) [4 punti] Si dimostri che Er è una superficie e che

lim
r→0

A(Er) = lim
r→+∞

A(Er) = +∞,

dove A indica l’area.

(B) [4 punti] Si provi che γr = {(x, y, z) ∈ Er : z = 0} è una curva e si trovino due parametrizzazioni

σ
(r)
± : [0, 1]× [0, 2π] → V

(r)
± tali che V

(r)
+ ∪ V

(r)
− = Er e V

(r)
+ ∩ V

(r)
− = γr.

(C) [3 punti] Scelta una orientazione per Er, si calcoli∫
Er

x2 dy dz.

(D) [4 punti] Con la stessa orientazione del punto precedente, si calcoli∫
Er

y dx dz.



Esercizio 3.

(A) [5 punti] Si trovi su C una funzione meromorfa f del tipo f(z) = zα · (1− z)β, con α, β ∈ Z, tale
che

z3 ·
(
f(z)− (1− z)f ′(z)

)
= 2 ∀z.

(B) [3 punti] Si trovi lo sviluppo di Laurent di f centrato in 0 e si dica dove converge.

(C) [3 punti] Si descrivano gli insiemi di convergenza degli sviluppi di Laurent di f centrati in 1 e in
i.

(D) [4 punti] Si calcoli
1

2πi

∫
γ

f(z) dz

dove γ : [0, 2π] → C è data da

γ(t) =
1

2
+ cos(t) + i sin(2t).
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di matricola. La soluzione di ogni esercizio deve essere consecutiva su un solo foglio. La minuta non va consegnata.
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