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Esercizio 1. Sia n ≥ 1 un intero fissato. Si consideri la funzione meromorfa fn definita come segue:

fn(z) =
1

zn + zn−1 + . . .+ z + 1
.

Sia inoltre definito per ogni k ∈ Z il punto zk = e
2kπi
n+1

(A) [4 punti] Si dimostri che i poli di fn sono z1, . . . , zn e che sono tutti semplici.

(B) [3 punti] Si dimostri che
∑n

k=0 zk = 0.

(C) [3 punti] Più in generale, si dimostri che
∑n

k=0 z
m
k = 0 per m = 1, . . . , n.

(D) [6 punti] Si dimostri che il residuo di fn in zk è uguale a ciascuna delle seguenti tre espressioni:

∏
1≤j≤n, j 6=k

(zk − zj)−1, (zk − 1) ·
n∏
j=1

(zk − zk+j)
−1, zk · (zk − 1) ·

n∏
j=1

(1− zj)−1.

(E) [3 punti] Per n = 1 ed ogni t > 1 si calcoli
∫
∂∆t

f1(z) dz.

(F) [4 punti] Per n ≥ 2 ed ogni t > 1 si dimostri che
∫
∂∆t

fn(z) dz = 0. [Sugg.: usare (D) e (C).]

Esercizio 2. Per k ∈ R, sia xk la soluzione del seguente problema di Cauchy (definita sull’intervallo
massimo possibile): {

x′ = x2 − t2
xk(0) = k

(A) [4 punti] Si dimostri che x0 è definita su tutto R.

(B) [3 punti] Si dimostri che se xk è definita su (a, b) allora x−k è definita su (−b,−a) e vale
l’uguaglianza x−k(t) = −xk(−t) per ogni t in (−b,−a).

(C) [4 punti] Si dimostri che per k < 0 la xk è definita su [0,+∞) e che lim
t→+∞

xk(t) = −∞.

(D) [2 punti] Si dimostri che per k > 0 la xk è definita su (−∞, 0] e che lim
t→−∞

xk(t) = +∞.

(E) [3 punti] Si dimostri che xk è iniettiva se e solo se k = 0.

(F) [3 punti] Si dimostri che se xk è definita su [0,+∞) e h < k allora anche xh è definita su [0,+∞).

(G) [3 punti] Si dimostri che per qualche k la xk non è definita su tutto R.

Deve essere esibito il libretto o un documento. I telefoni devono essere mantenuti spenti. Sul tavolo è consentito avere solo i fogli
forniti, una penna, ed un foglio manoscritto contenente enunciati e formule. Ogni foglio consegnato deve recare nome e numero
di matricola. La soluzione di ogni esercizio deve essere consecutiva su un solo foglio. La minuta non va consegnata.
Per risolvere un punto di un esercizio è sempre lecito utilizzare gli enunciati dei punti precedenti, anche se non si è riusciti a risolverli.


