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Esercizio 1. Siano A = {z ∈ C : 1 < |z| < 2} e f ∈ H(A).

(A) [3 punti] Si dimostri che
∫
∂∆r

f(z) dz non dipende da r, per 1 < r < 2.

(B) [2 punti] Si dimostri che an = 1
2πi

∫
∂∆r

z−n−1f(z) dz non dipende da r, per 1 < r < 2 e n ∈ Z.

(C) [3 punti] Si dimostri che f(z) =
∑+∞
n=−∞ anz

n, specificando il tipo di convergenza della serie.

(D) [3 punti] Nel caso particolare f(z) = z
1−z2 si calcoli an per ogni n ∈ Z. [È lecito usare il punto

precedente anche senza averlo dimostrato.]

(E) [4 punti] Se |f(z)| ≤ |z| per ogni z ∈ A, si può concludere che f si estende olomorficamente su
{z ∈ C : |z| < 2}?

Esercizio 2. Per k ∈ R si consideri il problema di Cauchy

{
x′ = 2x− x2

x(0) = k
e si indichi con xk la sua

soluzione (definita sul più grande intervallo possibile).

(A) [4 punti] Si dimostri che tale soluzione esiste ed è unica (senza determinare l’intervallo di
definizione), e se ne discuta la regolarità.

(B) [4 punti] Si provi che xk è definita su (−∞, 0] per k ≤ 2, e si calcoli limt→−∞ xk(t) al variare di
k ≤ 2.

(C) [3 punti] Si determinino i valori di k per i quali la xk è limitata sul suo insieme di definizione.

(D) [4 punti] Si determinino i valori di k per i quali la xk è definita su tutto R. [Suggerimento:
quando la xk non è limitata, si stimi x′k e si maggiori o minori xk con una soluzione non definita
su tutto R di un’altra equazione differenziale.]

Esercizio 3. Siano ∆ = {z ∈ C : |z| < 1}, ∆∗ = ∆ \ {0} e Ω = {z ∈ C : |z| < 4, z 6= 2, z 6= −2}.

(A) [3 punti] Si dica se su ∆ esista una forma del tipo f(z) dz che sia chiusa ma non esatta. Si faccia
lo stesso su ∆∗.

(B) [3 punti] Si dimostri che non può esistere una bigezione olomorfa ∆→ ∆∗ con inversa olomorfa.

(C) [3 punti] Siano α1 e α2 curve semplici e chiuse in ∆∗, tra loro disgiunte. Sia ω una forma chiusa
su ∆∗ tale che

∫
α1
ω 6= 0 e

∫
α2
ω = 0. Si provi che α2 è il bordo di un aperto che non contiene 0.

(D) [3 punti] Si descrivano forme chiuse ω1 e ω2 su Ω (a coefficienti complessi) e curve chiuse β1 e β2

in Ω tra loro disgiunte, tali che
∫
βi
ωj = δij. [Suggerimento: si determinino dapprima ω1 e ω2 a

meno di una costante di normalizzazione.]

(E) [3 punti] Si dimostri che non può esistere una bigezione olomorfa ∆∗ → Ω con inversa olomorfa.
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