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Esercizio 1. In R? con coordinate (x,v, z) si considerino il piano W di equazione = + 2y = 0 e la
retta r di equazioni x + 2z =0e y = 0.

(A) [3 punti] Si dimostri che esiste f : R® — R? lineare bigettiva tale che
fW)={(z,y,2) eR*:2=0} e f(r)={(z,y,w) ER*:2 =0,y =0}

(B) [3 punti] Si dimostri che esiste su R* un prodotto scalare rispetto al quale r ¢ ortogonale a W.

(C) [3 punti] Si dimostri che, fissato su R un qualsiasi prodotto scalare cui sia associata una norma
| .|, esiste g : R® — R3 lineare con Im(g) = W e ||g(v)]| < ||v|| per ogni v € R3.

(D) [3 punti| Si dimostri che 'insieme X delle matrici A € M3y3(R) tali che A(W) C W e A(r) Cr
¢ un sottospazio vettoriale di M3,3(R). (Si sta indicando con A sia la matrice sia 'applicazione
lineare associata.)

(E) [3 punti] Si calcoli la dimensione di X.
Esercizio 2.

(A) [5 punti] Sia ¢ : Reo[z] — Res[z] 'applicazione inclusione, cioe quella data da i(p(z)) = p(x).
Si dimostri che esiste f : Res[z] — R<o[z] lineare e surgettiva con (f o i)(p(z)) = 0 per ogni
p(x) € Reo[z].

(B) [5 punti] Siano n > m > 0 due interi e sia i : R<,,[x] — R<,[2] la funzione inclusione. Si dimostri
che esiste f : R<,[r] — Rep[x] lineare e surgettiva con foi =0 se e solo se n > 2m + 1.

(C) [5 punti] Si esibisca oppure si dimostri che non esiste una funzione lineare iniettiva

J : Reg[z] — Reglz] tale che gli elementi 1, z, 2%, 2* non sono contenuti nell'immagine di j.

Esercizio 3. Per k € R sia f; : R® — R? I'applicazione lineare data da fi(v) = Ay - v con

1 0 0
Ar=1 2 2—Fk 3
0 O 1

(A) [4 punti] Si dimostri che f; ¢ diagonalizzabile per ogni k # 1.

(B) [4 punti] Sia W = {v € R® : fy(v) = fw(v) Vk, k' € R}. Si dimostri che W & un sottospazio
vettoriale di R3.

(C) [4 punti] Si esibisca una base per W.

(D) [3 punti] Sia W’ lo spazio ortogonale a W rispetto al prodotto scalare canonico. Si dimostri che
fr(W"y Cc W'eche fr,( W) g W.
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