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1. Si consideri la funzione

1
Determinare
supl f'(z)].
T€R

Dimostrare che esiste L € R tale che per ogni z,y € R si ha
[f(@) = fy)l < L-|z—yl.

Si consideri la successione a,, definita per ricorrenza

_ 1
An+1 = TFean>
a1 = 2020.
La successione a,, € convergente?

Soluzione. Si ha .
e

g(x) = |f'(x)| = m~

Questa funzione ¢ positiva e tende a zero sia per £ — +oo che per x — —oo.
Dunque la funzione ha massimo e nel punto di massimo la derivata si annulla.
La derivata e

(1+e%)% —2e%(1 + e%) L€ (1+e*) —2¢e” 9y €7 —1

g'(z) = (14+e)4 -° (14 e%)3 - ° (1+e7)

e si annulla solo per = 0. Dunque 'estremo superiore cercato ¢ g(0) = %.

Per il teorema di Lagrange sappiamo che per ogni z,y € R esiste un punto
c € R per cui si ha
flx) - fy)

r—y
dunque, per quanto visto sopra

= f'(¢)

£@) = ) = 1f ]l =yl < 7 o =yl

Questo ¢ quanto si doveva dimostrare, avendo scelto L = %.

In particolare f & una contrazione. Il teorema di Banach-Caccioppoli ci dice
che f ammette un unico punto fisso che puo essere ottenuto (si riguardi la
dimostrazione) come limite della successione a,, data dall’esercizio, qualunque

sia il dato iniziale ag. O



2. Si consideri l'integrale

/+°° arctg x - |sin z|?
———dx.
0
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Per quali valori di a« > 0 e 8 > 0 'integrale converge?

—+o0
arctg x
/ 8 dx.
1

2

Calcolare

Soluzione. Si tratta di un integrale improprio per z — 07 e per z — +oo0.
La funzione integranda & positiva dunque l'integrale esiste. Per x — 07 la
funzione integranda & asintotica a

B
T-T
plth—a
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dunque l'integrale dato converge, in un intorno destro di x = 0 se e solo se
converge 'integrale fol x!tB~  Notoriamente questo integrale converge se e
solose 1+ 8 —a>—1cioese a < B+ 2.

Per x — 400 osserviamo che la funzione integranda f(x) pud essere stimata
dall’alto

T 1

fle) < 5—

2 zo
e lintegrale in un intorno di +oco di quest’ultima funzione converge se a > 1.

In conclusione se 1 < a < 8 + 2 l'integrale dato converge. Se a > [ + 2
abbiamo gia detto che 'integrale diverge in un intorno destro di x = 0. Per
concludere I'esercizio dobbiamo solo verificare che per a < 1 I'integrale diverge
in un intorno di +oo.

Per fare cio possiamo considerare l'integrale su un intervallo di periodicita
della funzione [sinz| e stimarlo dal basso:

kn+m . B kn+m

arctg x [sinx arctg km

/ 87| | dx > & / |sinx|ﬁ dx
k km

- x® ~ (km+ )@
tg k T
_ arctg k. / sin® 2 d.
(km+m)> Jo
Posto C = [ sin® zdz siha C >0 e
oo arctg |sinm|ﬂ kD™ arctg [sin z|”
i 7300( S dx
arctg (k)
— (km 4+ m)«
ma sappiamo che per k — 400 si ha
arctg (k) 5
(km +m)> 7wk
e la serie Zk k% e divergente se a < 1. O



3. Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale

eSw

" / : 3z
u w + 9u sm( x) + e’ + 1 22

Dimostrazione. Soluzione Si tratta di una equazione differenziale lineare non
omogenea a coefficienti costanti. Il polinomio associato &¢ A2—6A+9 = (A—3)2.
Le soluzioni dell’equazione omogenea sono dunque della forma

u(z) = c1€3” + coxe®”

con c1,cy € R costanti arbitrarie.

Per trovare una soluzione particolare della non omogenea possiamo utilizzare
il principio di sovrapposizione e trovare separatamente le soluzioni particolari
per ognuno dei tre addendi.

Per il termine noto sin(3x) possiamo utilizzare il metodo di similarita e cercare
una soluzione particolare della forma
ui(x) = asin(3z) + bcos(3z)
(37 non ¢ una radice del polinomio associato). Sostituendo nell’equazione
v’ — 6u’ + 9u = sin(3x)
sitrovaa:()ebzll—gdacui

_ cos(3x)
up(x) = 5

Per il termine noto e3? essendo 3 una radice doppia del polinomio associato
dobbiamo cercare una soluzione particolare della forma

us(z) = cax®e3”.

Sostituendo nell’equazione
U —6u 4+ 9u = e

si trova ¢ = % e dunque

2
x
ug(z) = ?ew.

Per il termine noto

e3ac

1+ 22
dobbiamo utilizzare il metodo della variazione delle costanti arbitrarie. Cer-
chiamo una soluzione della forma:

uz(z) = ¢1(2)e3® + co(z)ze®”
Se imponiamo ¢} e3* + chre® = 0 si ha
uy(z) = 316> + c2e™” + 3xwcoe”

e se imponiamo

631

3¢t e3® + e + 3uchedt = ——
1 2 2 1122



risultera
63r

1+ a2

uly — 6uly + Jug =

Dobbiamo dunque risolvere il sistema

A +chae=0
3ch + (14 3x)dy = ﬁ

Si trova

/o 1

C2 = 1357
;o z
C1= " 1327

da cui si puo scegliere

co = arctgx
¢ = 71n(12+a:2) )
Dunque
In(1+ 2?)

3z

uz = — e + x - arctgz - e

2
In conclusione tutte le soluzioni dell’equazione data sono della forma:

cos(3z) 2 .. In(1+2?%)

_ 3x 3x
u(z) = c1e° + cawe™® + 18

2

con ¢y, co € R costanti arbitrarie.

i 3z
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