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1. Si consideri I'equazione differenziale
(u'(x) — 1) - (cosz — 1) = u(z) sin z.

Determinare la soluzione u che soddisfa la condizione u(7) = 7 e scriverne

intervallo massimale di esistenza. Trovare una soluzione u definita su tutto
I'int 11 led t T | definit tutt
Iintervallo (—2m, 27).

Soluzione. Si tratta di una equazione lineare del primo ordine in forma non
normale. In effetti ’equazione ¢ gia moltiplicata per un fattore integrante e
puo essere scritta come derivata di un prodotto. Dividendo per il coefficiente
di v’ 'equazione puo essere portata in forma normale e dunque nei punti in
cui tale coefficiente non si annulla c¢’e esistenza e unicita della soluzione. Nei
punti in cui il coefficiente di ' si annulla ci possiamo invece aspettare che
ci possano essere piu soluzioni con lo stesso dato iniziale o anche nessuna
soluzione.

Possiamo scrivere ’equazione nella forma
v (z)(cosx — 1) —u(z)sinz = cosz — 1

ovvero,
(u(z) - (cosx — 1)) =cosz — 1 = (sinx — )’

da cui, su ogni intervallo in cui cosx # 1 deve valere:

sine —x +c¢

u(z) = cosz — 1
Se imponiamo la condizione u(7) = 7 otteniamo ¢ = —7 e
u(z) = siny —x —m

cosx — 1



Questa soluzione ¢ definita sull’intervallo (0, 27) che & massimale in quanto
agli estremi di tale intervallo la soluzione tende a infinito e dunque non
puo essere estesa. Se vogliamo una soluzione dell’equazione che possa es-
sere estesa ulteriormente dobbiamo scegliere una costante ¢ in modo che il
numeratore tenda a zero, come il denominatore, quando x — 0. Questo si
ottiene scegliendo ¢ = 0. Osserviamo infatti che in tal caso si ha, per x — 0

Dunque ponendo u(0) = 0 si ottiene una funzione continua e derivabile in
x = 0. Tale funzione risulta essere definita su tutto U'intervallo (—2m, 27):

ul(z) = ST go x € (—2m,2m), x #0
0 sex =0

e, per continuita, & certamente soluzione dell’equazione differenziale. O

. Si consideri, al variare di a;, 8 € R, il limite

n—-+o0o

1 1 1

lim (C/E+ 2n%1n cos — — sin — + Btan—z) .n%-sinn
n n n

Dimostrare che per x — 0 si ha:

3

Incosz . , @ 5 T N
. —sinz + ftanx :§+6x —i-?—ko(x ).

e’ +2
Per quali valori di «, § il limite esiste? Quanto vale quando esiste?

Soluzione. Ricordiamo gli sviluppi di Taylor per z — 0

2 .3
emzl—l—x—l—%—l—%—i-o(x?’)

3

sinx =z — % + o(z?)

tant =t + O(t*) = tan2® = 2° + o(z?)

2
In(l+t)=t- % + O(t%)

x?  xt

=1 4= 6
cos T 5 +24+O(.7:)



da cui
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Dunque per n — +o00 si ha

f (%) nsinn = ((% + ﬁ) n®? 4 no;)—i% + 0(na3)> sinn.

Seﬁ:—%siha

1
L =no3 (§ + 0(1)) sin n.

Se a > 3 se ha n®3 > 1 e il limite non esiste in quanto il seno assume
frequentemente valori maggiori di % e minori di —% e dunque la successione
assume frequentemente valori maggiori di % e minori di —%. Se invece
a < 3 il seno € una successione limitata moltiplicata per una successione
infinitesima e dunque il limite e zero.

Se B # % si ha
= 2 ((% + 5) + o(l)) sinn.

Si svolge lo stesso ragionamento del caso precedente per dedurre che se
a > 2 1l limite non esiste se invece o < 2 il limite e zero.

]

. Al variare del parametro o > 0 si consideri 'integrale improprio:

. . (e}
+oo Sln% . ‘sm%! q
exp CoS T — exp (cosx — l) “
0 xr

Per quali o 'integrale e convergente?



Soluzione. Poniamo ) o
sin = ‘sin —|
X X

fz) =

1
cosT——
ecosT _ o p

Osserviamo innanzitutto che

_1 _1
ecosm ecosx p ecosx (] e z)
ed essendo —i < %% < e si ha

lim 1 —er =1

z—0t
1 _
o l—e® o 1—et
lim — = lim = 1.
T—+00 < t—0+ t

Allora per ogni o > 0 e per ogni b < +o0o l'integrale fob f esiste finito:

studiamo l'integrabilita fﬁoo f. Osserviamo che per z > 1 sin% > 0,
‘sin%’a = (sin %)a
In conclusione si ha, per x > 1
. 1\atl
sin =
f(l') - ( w)coszl
ecosT _ o p
G A U ¢ M
(l)a—I—l ’ ecos T ) 1 ’ 1_ 6_%
=I1-Il-1II-1V.
Come gia visto per t — +ocosih I — 1, IV—>16%§H§€,
+oo
/ Il < +00 <= a>1.
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