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1. Dopo aver verificato che la funzione integranda e limitata si calcoli il se-
guente integrale:
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Soluzione. La funzione integranda e definita e continua sull’intervallo aper-
to (—g, g) Per verificare che e anche limitata bastera osservare che i limiti
agli estremi del dominio sono finiti: bisognera quindi calcolare
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I “numeratore” N(z) = cos(x++/27 |z|) & derivabile con derivata continua
per ogni x # 0 e si annulla per z = 7. Dunque si puo applicare il teorema
di de L’Hospital per ottenere
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Tale limite e finito dunque la funzione integranda puo essere estesa con
continuita all’intervallo chiuso [—g, g} dove, per il teorema di Weierstrass,
risulta quindi limitata. Di conseguenza 'integrale ¢ certamente convergente.
Per calcolare l'integrale utilizziamo la formula di addizione del coseno e la

linearita dell’integrale:
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Osserviamo che il secondo integrale e nullo in quanto la funzione integran-
da e dispari e l'intervallo di integrazione ¢ simmetrico. Nel primo inte-
grale, invece, la funzione integranda ¢ pari e dunque possiamo ridurci a
calcolare I'integrale sull’intervallo [0, g] dove il valore assoluto puo essere
semplificato. Si ha dunque
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Quest’ultimo integrale puo essere risolto facendo prima la sostituzione y =
V2nx da cui drv = £ dx e poi integrando per parti:
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. Al variare di o € R calcolare il limite:
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Dimostrazione. Osserviamo che per ogni ¢ risulta
1<2+cost<3
e visto che per t — +o00 si ha
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esistera un numero M tale che per ogni t > M si abbia anche:
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Dunque se f(t) & la funzione integranda, possiamo osservare che per ogni
t > M siha

1
§ta*1 Int < f(t) <6t 'Int.
Sea>0et>1sihainoltre
t*tlnt _ Int
R
2 T 2

2



e integrando si ha (se x > 1)
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:Zln r — 400 per r — +o0.

Dunque per a > 0 il limite cercato ¢ +o0.
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Se invece o < 0 sappiamo che — O pert — oo e quindi se t e abbastanza

grande si ha
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¢ convergente se § — 1 < —1 cioe se a > 0. Di conseguenza

Sappiamo pero che
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Ricapitolando, se a > 0 il limite richiesto e 400, se a < 0 il limite ¢ 0. [J

. Si consideri la funzione F'(x) cosi definita, per x # 0:
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Calcolare il limite di F'(x) per x — 0 e verificare quindi che F' puo essere
estesa con continuita a tutto R. Dire se la funzione estesa ¢ di classe C1.

Soluzione. Integrando per parti e poi riducendo ai fratti semplici si ha
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Per x — 0 si ha
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dunque
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Dunque la funzione F' si puo estendere con continuita in x = 0 ponendo

F(0) =In3.

Per il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha, quando = # 0:
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Dunque, per il teorema di de L’Hospital:
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la funzione estesa ¢ derivabile anche in z = 0 e la derivata ¢ continua in tale
punto. La derivata di F' & chiaramente continua anche in ogni altro punto

per (1) e quindi & di classe C'. O

Soluzione alternativa. Non € necessario trovare una primitiva della funzione
integranda. Infatti essendo arctgx ~ x per x — 0, si avra:
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Dopodiché la dimostrazione procede come prima. O



