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1. Data la successione definita ricorsivamente

CL1:O

ap+1 = ap — cos(ay) n>1
si chiede di:

la) determinare il limite della successione ay;

1b) posto b, = an + 7, provare che

lim 2"b,, = 0.
n—-+o0o
Soluzione. La successione verifica la relazione a,+1 = f(a,) se ponia-
mo f(z) = x — cosz. Osserviamo che f'(x) =1+ sinz > 0 per ogni
x € R e quindi la funzione f & crescente. I punti fissi di f sono i punti
che risolvono ’equazione

I =T —COST

cioé cosx = 0 ovvero xy = 5 + 2k7 con k € Z.

Prendiamo in considerazione l'intervallo I = (—7/2,7/2). L’intervallo
¢ invariante in quanto, gli estremi vengono lasciati fissi da f e, per la
stretta monotonia di f (la derivata non si annulla mai in I), i punti
intermedi vanno in punti intermedi.

Per i noti risultati sulle successioni ricorsive, essendo f strettamente
crescente e I invariante, sappiamo quindi che la successione a, non
esce da I, ed & monotona. Osservando! che a; = 0, ay = —1 <
aq1 concludiamo che a,, € una successione strettamente decrescente ed
essendo limitata (in I) & convergente. Visto che f & continua il limite
¢ della successione & un punto fisso di f, &€ un punto di I ed & inferiore

al primo termine della successione. Dunque risulta £ = —7.

Tn alternativa: osservando che su I si ha f(z) < x si ottiene immediatamente che a,
& decrescente.



Posto b, = a, + 7, essendo a, > —5, a, — —7 risulta che b, > 0 e

b, — 0. Si avra inoltre

T T
bpy1 = Gpg1 + 5 == cos(an) + 5

= b, — cos(b, — 7/2) = by, — sin(by,).

Applichiamo il criterio del rapporto alla successione 2"b,,. Per n — oo
si ha (ricordando che b, > 0 e b, — 0)

2" by 2(by, — sin(by) 5 <1 _ sinby,

2.(1-1)=0.
by, b >_’ (1-1)=0

n

Dunque la successione 2"b,, tende a zero.

. Determinare il numero di soluzioni dell’equazione
224 + v = 4a°.

Quante soluzioni stanno nell’intervallo [—1,1]?

Soluzione. L’equazione & equivalente a
z(22% —42® +1) =0

che ha chiaramente la soluzione x; = 0 a cui vanno aggiunti gli zeri
della funzione
f(z) =223 — 42% + 1.

Si ha
f'(x) = 62° — 8z = 2x(3z — 4)

Dunque la funzione f ¢ strettamente crescente in (—oo,0], stretta-
mente decrescente in [0,4/3] e strettamente crescente in [4/3, +00).
Osserviamo che f(0) =1 e f(4/3) =1 — (4/3)% < 0 mentre
li =— li = .

Jim f(z)=—oo,  lim f(z)=+oo
Inoltre (per rispondere alla seconda domanda) sara utile osservare che
f(=1) = —5e f(1) = —1. Essendo f una funzione continua, all’interno
di ogni intervallo in cui la funzione & strettamente monotona (quindi
iniettiva) e in cui i limiti agli estremi hanno segno opposto, si trova
esattamente uno zero. Dunque 'equazione f(x) = 0 ha tre soluzioni
di cui una in (—1,0) una in (0,4/3) e una in (—1, +00).
L’equazione iniziale ha quindi quattro soluzioni, di cui tre stanno
nell’intervallo [—1, 1].



3. Calcolare
+0o0
/ e " arctg(e”) dx.
0

Soluzione. Facendo la sostituzione z = logt da cui dx = dt/t si ottiene

1 1 tgt
/e_x arctg(e”ﬁ)d:v:/tarctgttdt:/ar;g dt.

Integrando per parti

arctgt —1 -1 1 arctgt 1
——dt = — tgt— [ ——~dt = — dt.
/ 2 p arete / t 142 / +/t(1+t2)

Imponendo 'uguaglianza

1 A 4 B+ Ct
t1+12) 142
si ottiene
1 1 t
t1+12) 1+
Dunque
1 1 t
———dt =logt — ~log(1+t*) =1lo :
/t(1+t2) gt = log(l+1) =log 73
In conclusione
+o0o +o0o tot
/ e Tarctg(e”)dr = / A8
t2
0 1
. arctgt b
= lim |—
b—+o00 t 1+t2],
s 1 m  log?2
= _log— = =
1% s 1

4. Ricordando che per ogni x > 0 si ha
1 =«
arctgx + arctg — = —
x 2

verificare che per ogni naturale n > 1 si ha

sin(2n arctg(n?)) = (—=1)" "¢, ,



con ¢, > 0 e ¢, — 0. Determinare quindi il carattere della serie

Z sin(2n arctg(n?)).

n=1
Soluzione. Come suggerito si ha
0 1
tg(n?) = = — arctg —
arctg(n®) 5 —arctg —
quindi
in(2n arctg n?)) = sin(2n T_ arctg iz = sin(nm — 2n arctg %
> 2 n n
1
cos(nm) sin(2n arctg n2)
1
= —(—1)"sin(2n arctg ﬁ) = (-1)""¢,

se poniamo cn = sin(2narctg -5 1), Chiaramente ¢, — 0 in quanto
arctg - 1< 2 e quindi I’ argomento del seno tende a zero. Dobbiamo
dlmostrare che ¢n, > 0. Sappiamo che per ogni z > 0 si ha arctgx > x
(la funzione & concava per x > 0 quindi sta “sotto” la retta tangente
in z = 0). Dunque se n € N (si intende n > 1)

1 2n 2

O<2narctg—§—2:—§2<7r
n n

e di conseguenza ¢, > 0 in quanto nell’intervallo (0, ) la funzione seno
¢ positiva.

Sapendo ora che siamo di fronte ad una serie a segni alterni

Z sin(2n arctg(n i e,

n=1

con ¢, > 0 e ¢, — 0 per applicare il teorema di Leibniz (di conver-
genza per le serie a segni alterni) ci manca solo verificare che ¢, sia
decrescente. Per fare cio consideriamo la funzione

2arctg(z?
, 2arc g(x?)
T

fz) =

per la quale si ha ¢, = f(1/n). Se f & crescente in un intorno destro
di 0 allora ¢, sara decrescente in un intorno di +oo.



Si ha

2 arctg(z?) 5 %x — arctg(z?)

f'(z) = cos . 2
cos 2arcte(@?)
=2y (2 areti(a?) — o arctg (o).

Osserviamo che I'argomento del coseno tende a zero per x — 0 dunque
in un intorno di 0 il coseno e certamente positivo. Il denominatore
22 (142%) & anch’esso sempre positivo. Rimane da considerare il fattore
tra parentesi quadre. Sfruttando di nuovo la stima arctg(z?) < 22 si
ottiene

222 — arctg(z?) — xtarctg(z?) > 222 — 2% — 2% = 2%(1 — 2%)

che € una quantita positiva se x < 1.

Dunque abbiamo verificato che in un opportuno intorno destro del
punto z = 0 la funzione f(z) ¢ monotona crescente. Di conseguenza
a parte eventualmente un numero finito di termini la successione ¢, &
decrescente.

Si puo quindi applicare il teorema di Leibniz per concludere che la
serie converge.



