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Introduccién

La Categoria LS

Definicién (Lusternik-Schnirelmann 1934)

La categoria de Lusternik-Schnirelmann (o categoria LS) de un
espacio topolégico X, cat(X), es un invariante homotépico que
vale n'si n+ 1 es el numero minimo de conjuntos abiertos y
contractiles en X que recubren el espacio entero.
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Introduccién

La Categoria LS

Definicién (Lusternik-Schnirelmann 1934)

La categoria de Lusternik-Schnirelmann (o categoria LS) de un
espacio topolégico X, cat(X), es un invariante homotépico que
vale n'si n+ 1 es el numero minimo de conjuntos abiertos y
contractiles en X que recubren el espacio entero.

cat(S?) = 1. cat(T?) = 2.
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Introduccién

La Categoria Seccional

Definicién (Schwarz 1966)

La categoria seccional de una fibracién p: E — B, secat(f), es el
minimo entero n tal que B se puede recubrir con n+ 1
subconjuntos abiertos de manera que f admite una seccién local en
cada uno de los abiertos.
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Introduccién

La Categoria Seccional

Definicién (Schwarz 1966)

La categoria seccional de una fibracién p: E — B, secat(f), es el
minimo entero n tal que B se puede recubrir con n+ 1
subconjuntos abiertos de manera que f admite una seccién local en
cada uno de los abiertos. )

Proposicién (Schwarz 1966)

Si E es contractil, entonces

secat(p) = cat(B).
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Introduccién

El Join

Teorema (Schwarz 1966)

Sea p: E — B una fibracién, con B paracompacto. Entonces
secat(p) < nsiy solo si p,: *% E — B admite una seccion
continua.
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Introduccién

El Join

Teorema (Schwarz 1966)

Sea p: E — B una fibracién, con B paracompacto. Entonces
secat(p) < nsiy solo si p,: *% E — B admite una seccion
continua.

Es el espacio total del join
p1: [0,1] %4 [0,1] — xo,
donde p: [0, 1] — xo.
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Categoria seccional abstracta
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Categoria Seccional Abstracta
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Categoria seccional abstracta

Categorias de modelos propias C

Definicién
Una categoria de modelos propia C es una categoria con tres clases
de morfismos:

cofibraciones (—), fibraciones (—), equivalencias débiles (—)

y satisfaciendo ciertos axiomas.
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Introduccién Categoria seccional abstracta El resultado principal

Estructura de Quillen (Quillen 1967)
La categoria Top es una categoria de modelos propia con la
siguiente estructura:

» Fibraciones = fibraciones de Serre.

» Equivalencias débiles = equivalencias de homotopia débiles.

» Cofibraciones = todos los morfismos que llevan la LLP
respecto a las fibraciones triviales.
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Introduccién Categoria seccional abstracta El resultado principal

Estructura de Quillen (Quillen 1967)

La categoria Top es una categoria de modelos propia con la
siguiente estructura:

» Fibraciones = fibraciones de Serre.
» Equivalencias débiles = equivalencias de homotopia débiles.

» Cofibraciones = todos los morfismos que llevan la LLP
respecto a las fibraciones triviales.

Estructura de Strgm (Strgm 1972)

La categoria Top es una categoria de modelos propria con la
estructura siguiente:

» Fibraciones = fibraciones de Hurewicz.

» Equivalencias débiles = equivalencias de homotopia.

» Cofibraciones = cofibraciones topolégicas cerradas.
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Introduccién Categoria seccional abstracta El resultado principal

Definicién
Si f y g son dos morfismos, el morfismo join entre ellos es
j:Axg C — B.

\/ET

C
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Introduccién Categoria seccional abstracta El resultado principal

Definicion
Si f y g son dos morfismos, el morfismo join entre ellos es
j:Axg C — B.

ELC
\ /
’ i/A*BC
A/ g >B.

Proposicién (Doeraene 1993)

La construccién de arriba en la estructura de modelos de Strgm es
homotépicamente equivalente a la definicién topoldgica clasica.

Marco Moraschini (UNIPI) V Encuentro de Jévenes Topdlogos 20 Octubre 2016



Categoria seccional abstracta

La Categoria Seccional Abstracta

(Diaz-J.Garcia-P.Garcia-Murillo-Remedios 2012)

Definicién
Sea p: E — B es un morfismo en C. La categoria seccional
abstracta de p, secat(p), es el minimo entero n < oo tal que el join

pn: Exg (x5 1E) = B

admite una seccion débil. )
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Introduccién Categoria seccional abstracta El resultado principal

La Categoria Seccional Abstracta

(Diaz-J.Garcia-P.Garcia-Murillo-Remedios 2012)

Definicién
Sea p: E — B es un morfismo en C. La categoria seccional
abstracta de p, secat(p), es el minimo entero n < oo tal que el join

pn: Exg (x5 1E) = B

admite una seccion débil.

Proposicion
Si p: E — B es una fibracién de Hurewicz y B es paracompacto,
entonces en la estructura de Strgm tenemos:

secat(p) = secat(p).

<
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Categoria seccional abstracta

Como Relacionar Dos Categorias de Modelos Propias

Teorema (Diaz-J.Garcia-P.Garcia-Murillo-Remedios 2012)

Sean p: C = D: v dos funtores de modelos y sea f un morfismo
en C débilmente equivalente a v(u(f)). Entonces:

secat® (u(f)) = secat®(f).
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Categoria seccional abstracta

Como Relacionar Dos Categorias de Modelos Propias

Teorema (Diaz-J.Garcia-P.Garcia-Murillo-Remedios 2012)

Sean p: C = D: v dos funtores de modelos y sea f un morfismo
en C débilmente equivalente a v(u(f)). Entonces:

secat® (u(f)) = secat®(f).

Corolario (M-Murillo 2016)

Sea f un morfismo en la estructura de Quillen Top®. Entonces:

secat ™% (f) = secat*Set(S(f)).
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Categoria seccional abstracta

Contraejemplo

(P1) secat™P® (f) = secat(f)?
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Categoria seccional abstracta

Contraejemplo

(P1) secat™P® (f) = secat(f)?
(P2) secatTP? (f) = secatToP’ (£)?
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Categoria seccional abstracta

Contraejemplo

(P1) secat™P® (f) = secat(f)?
(P2) secatTP? (f) = secatToP’ (£)?

NO!
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Categoria seccional abstracta

Contraejemplo

(P1) secat™P® (f) = secat(f)?
(P2) secatTP? (f) = secatToP’ (£)?

NO!
Contraejemplo (M-Murillo 2016)

W tiene las siguientes propiedades:

> es débilmente equivalente a un punto;

> no es homotépicamente equivalente a
un punto;

> es compacto.

Entonces:

secats(* - W)>1#£0= secatQ(* — W).
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El resultado principal
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3. El resultado principal
Una categoria amiga
El Teorema Principal
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El resultado principal

Categoria de Modelos Mixta

Teorema (Cole 2006)

La categoria Top es una categoria de modelos propia con la
siguiente estructura:

» Fibraciones = fibraciones de Hurewicz.
» Equivalencias débiles = equivalencias de homotopia débiles.

» Cofibraciones = todos los morfismos que tienen la LLP
respecto a las fibraciones triviales.

» Objectos cofibrantes = espacios del tipo de homotopia de un
CW-complejo.
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El resultado principal

El Teorema Principal

Teorema (M-Murillo 2016)

Sean X y Y dos espacios topol6gicos del tipo de homotopia de
CW-Complejos y sea f una aplicacién entre ellos. Entonces, la
siguiente igualdad es cierta:

secatT°pS(f )= secatT°pM(f )= secatT°pQ(f ).
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El resultado principal

El Teorema Principal

Teorema (M-Murillo 2016)

Sean X y Y dos espacios topol6gicos del tipo de homotopia de
CW-Complejos y sea f una aplicacién entre ellos. Entonces, la
siguiente igualdad es cierta:

secatT°pS(f )= secatT°pM(f )= secatT°pQ(f ).

En particular, si f es una fibracién de Hurewicz y el espacio base es
paracompacto:

secat(f) = secat®(f) = secat™(f) = secat®.
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Introduccién Categoria seccional abstracta El resultado principal

El Teorema Principal

Teorema (M-Murillo 2016)

Sean X y Y dos espacios topol6gicos del tipo de homotopia de
CW-Complejos y sea f una aplicacién entre ellos. Entonces, la
siguiente igualdad es cierta:

secat 1o ()= secat ToP" ()= secat ToP° ().

En particular, si f es una fibracién de Hurewicz y el espacio base es
paracompacto:

secat(f) = secat®(f) = secat™(f) = secat®.

Corolario (M-Murillo 2016)

Bajo las mismas hipétesis: secat(f) = secatsS¢t(f).
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El resultado principal

|dea de la Prueba

» Si los espacios X, Y y Z son del tipo de homotopia de un
CW-complejo, el join en la estructura de modelos de Strgm es
el mismo que el join en la estructura de modelos mixta (salvo
equivalencia débil).
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|dea de la Prueba

» Si los espacios X, Y y Z son del tipo de homotopia de un
CW-complejo, el join en la estructura de modelos de Strgm es
el mismo que el join en la estructura de modelos mixta (salvo
equivalencia débil).

» Bajo las mismas hipéthesis, el morfismo join admite una
seccion débil en la estructura de Strgm si y solo si la admite en
la mixta.
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El resultado principal

|dea de la Prueba

» Si los espacios X, Y y Z son del tipo de homotopia de un
CW-complejo, el join en la estructura de modelos de Strgm es
el mismo que el join en la estructura de modelos mixta (salvo
equivalencia débil).

» Bajo las mismas hipéthesis, el morfismo join admite una
seccion débil en la estructura de Strgm si y solo si la admite en
la mixta.

» Id: Top" = Top@: Id es una buena adjuncién.
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El resultado principal
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