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EL VOLUMEN SIMPLICIAL RELATIVO & EJEMPLOS

Definición. Dada una cadena relativa c =
∑k

j=0 aj · σj ∈ C∗(M,∂M ;R), definimos la `1-norma de c como |c|1 :=
∑k

j=0|aj |.
Sea M una variedad conexa, compacta y orientada con borde. Definimos el volumen simplicial relativo (VSR) de M , ‖M‖, como
‖M‖ = inf{|c|1 | c ∈ Cn(M,∂M ;R) tal que [c] = [M,∂M ]} ∈ R≥0, donde [M,∂M ] ∈ Hn(M,∂M ;R) es la clase fundamental relativa de M .

Teorema ([1]). Si M es un handlebody de género g ≥ 2 o es el producto de una superficie con un intervalo, entonces su volumen simplicial relativo ‖M‖ es
proporcional a ‖∂M‖.

Teorema ([4]). Si M es la compactación natural de una n-variedad hiperbólica completa de volumen finito, entonces ‖M‖ = V ol(M)/vn.

ESPACIOS MARCADOS & TRIANGULACIONES IDEALES
Definición. Un espacio marcado es una par topológico (X,B) tal que B es un subconjunto cerrado
y discreto de X en el cual cada punto b ∈ B tiene un entorno cerrado en X homeomorfo a un cono
topológico.

Definición. Dada una variedad con borde M , definimos el espacio marcado asociado a M ,
(X,B)M , como sigue: X es cociente topológico obtenido partiendo de M y colapsando por separado
cada componente conexa de ∂M , mientras B es un subconjunto finito de X que se corresponde con las
componentes conexas de ∂M .

Definición. Una triangulación ideal de M es la realización geométrica de (X,B)M como un ∆-
complejo donde el conjunto de vértices coincide con B.

EJEMPLOS

HOMOLOGIA MARCADA

Definición. Dado un espacio marcado (X,B), un simplex singular σ : ∆n → X se dice admisible si σ−1(B) es un subcomplejo (posiblemente vacío) de
∆n. El conjunto de los simplices admisibles en X define un subcomplejo ĈM∗ (X,B;R) del complejo singular C∗(X;R) que contiene a C∗(B;R). Definimos
el complejo de cadenas marcado de (X,B) como CM∗ (X,B;R) = ĈM∗ (X,B;R)/C∗(B;R). La homología marcada de (X,B), HM(X,B;R), es la
homología del complejo de cadenas marcado (CM∗ (X,B;R), ∂∗).

Teorema 1 ([2]). Hay un isomorfismo Ψn : Hn(M,∂M ;R)
∼=−→ HMn (X,B;R).

VOLUMEN SIMPLICIAL IDEAL
Definición. Sea M una n-variedad conexa, compacta, orientada con borde. Definimos el volumen simplicial ideal (VSI) de M , ‖M‖I como ‖M‖I =
inf{|c|1| c ∈ CMn (M,∂M ;R) tales que [c] = [M,∂M ]M} ∈ R≥0, donde [M,∂M ]M ∈ HMn (M,∂M ;R) es la clase fundamental marcada de M , i.e.
[M,∂M ]M = Ψn([M,∂M ]).

PROPIEDADES FUNDAMENTALES
Teorema 2 ([2]). El numero mínimo de simplices en una triangulación ideal
de una variedad compacta M , c(M), es una cota superior del volumen sim-
plicial ideal:

‖M‖I ≤ c(M).

Teorema 3 ([2]). Sea f : (M,∂M) → (N, ∂N) una aplicacción entre var-
iedades compactas, conexas y orientadas de la misma dimension. Entonces, se
tiene que:

‖M‖I ≥ |deg(f)|‖N‖I .

En particular, el volumen simplicial ideal es un invariante homotópico de
variedades con borde.

VSI VERSUS VSR
Teorema 4 ([2]). Existe una constante positiva Kn que depende solamente
de la dimension n de M tal que se satisface:

‖M‖I ≤ ‖M‖ ≤ Kn‖M‖I .

En particular, ‖M‖I = 0 si y solamente si ‖M‖ = 0.

Teorema 5 ([2]). Sea M una n-variedad compacta tal que cada componente
de su borde tiene grupo fundamental amenable. Entonces,

‖M‖I = ‖M‖.

En particular, si M es la compactación natural de una n-variedad hiperbólica
completa de volumen finito, entonces ‖M‖I = V ol(M)

vn
.UN TETRAEDRO HIPERBÓLICO TRUNCADO

NUEVOS CÁLCULOS

Teorema 6 ([3]). Sea ` ≤ cosh−1((3+
√

3)/4). Entonces, el tetraedro trun-
cado hiperbólico regular con lados de longitud ` tiene volumen máximo entre
los tetraedros truncados hiperbólicos con lados de longitud mayor o igual que
`.

Teorema 7 ([2]). Cada 3-variedad hiperbólica M con borde conexo y
geodésico de género g ≥ 2 satisface

‖M‖I ≥ g.

Además, la igualdad es cierta si y solamente si M admite una triangulación
ideal con g simplices ideales.
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