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Introduzione

Il testo e rilasciato con licenza Creative Commons-BY-SA. Questa licenza per-
mette di distribuire, modificare, creare opere derivate dall’originale, anche a scopi
commerciali, a condizione che venga riconosciuta la paternita dell’opera all’autore
e che alla nuova opera vengano attribuite le stesse licenze dell’originale.

Le figure presenti sono tutte di pubblico dominio (sia quelle create da me che
quelle scaricate da Wikipedia, che erano gia in pubblico dominio), tranne le seguenti
che sono in licenza CC-BY-SA e possono essere scaricate da Wikipedia:

e Fig. 6 (proiezione stereografica di un panorama parigino) nel Capitolo 1,
creata da Alexandre Duret-Lutz,

e Fig. 10 (tassellazione del piano iperbolico) e Fig. 16 (orosfera) nel Capitolo
1, Fig. 3 (pseudosfera) nel Capitolo 2 e Fig. 3 (tassellazioni del piano
iperbolico) nel Capitolo 3, create da Claudio Rocchini,

e Fig. 7-destra (dodecaedro) nel Capitolo 3, creata da DTR.






CAPITOLO 1

Lo spazio iperbolico

1. Richiami di geometria riemanniana

1.1. Varieta differenziabili. Una varieta topologica di dimensione n € uno
spazio topologico M di Hausdorff e paracompatto localmente omeomorfo ad R™.
In altre parole, esiste un ricoprimento {U;} di M fatto di aperti U; omeomorfi ad
aperti V; di R™.

Le varieta topologiche sono oggetti molto difficili da trattare. La loro definizione
¢ troppo generale e non permette di definire e dimostrare quasi nulla. Anche la
stessa nozione di dimensione & non banale: per dimostrare che un aperto di R* non
¢ omeomorfo ad un aperto di R" per k e h differenti infatti abbiamo bisogno di
strumenti raffinati come ’'omologia. Definire e trattare sottospazi topologici in una
varieta topologica e difficile: ad esempio, la sfera di Alexander mostrata in Fig. 1 &
un sottospazio di R? topologicamente omeomorfo ad una sfera. E un oggetto molto
complicato che ha molti punti che non sono “lisci” e non possono essere “allisciati”
in nessun modo.

Per definire oggetti piu trattabili e “lisci” si fa generalmente ricorso ai potenti
strumenti del calcolo infinitesimale in piu variabili. A questo scopo si definiscono

FIGURA 1. La sfera cornuta di Alezander & un sottoinsieme di R? omeo-
morfo alla sfera S2. Divide lo spazio R? in due componenti connesse, nessuna
delle quali & omeomorfa ad un disco aperto. E stato costruito da Alexander
come controesempio ad una naturale generalizzazione del teorema della curva
di Jordan in dimensione 3. La naturale generalizzazione sarebbe la seguente:
& vero che ogni sfera in R3 & il bordo di una palla? Se la sfera & intesa solo
come sottovarieta topologica, la risposta ¢ negativa e la sfera di Alexander &
un controesempio. Se invece la sfera € intesa come sottovarieta differenziabile
la risposta & positiva, come dimostrato dallo stesso Alexander.
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le nozioni di carta e atlante.

DEFINIZIONE 1.1. Sia M una varieta topologica. Una carta € un fissato omeo-
morfismo ¢: U; — V; fra un aperto U; di M ed un aperto V; di R". Un atlante
¢ un insieme di carte {(U;, p;)} tale che gli aperti U; ricoprono M. Un atlante
differenziabile & un atlante in cui le funzioni di transizione @;; = @; © <pi_1, ove
definite, sono lisce.!

DEFINIZIONE 1.2. Una wvarieta differenziabile € una varieta topologica dotata
di un atlante differenziabile.

OSSERVAZIONE 1.3. Molti atlanti diversi su M definiscono in realta lo stes-
so oggetto. E possibile dare una definizione che non dipenda dalla particolare
scelta dell’atlante. Si definiscono due atlanti compatibili se la loro unione & an-
ch’essa un atlante differenziabile. La struttura differenziale di M & quindi identi-
ficata dall’atlante compatibile massimale, cioé quello che contiene tutti gli atlanti
compatibili.

Abbiamo definito gli oggetti, passiamo come sempre a definire degli opportuni
morfismi fra gli oggetti.

DEFINIZIONE 1.4. Una funzione f: M — N fra varieta differenziabili e liscia
se lo & localmente letta tramite le carte.?

Un diffeomorfismo & una funzione liscia f: M — N che ammette una inversa
g: N — M liscia.

Una curvae in M & una funzione liscia v: I — M definita su un intervallo I
della retta reale (I'intervallo I pud coincidere con R, essere aperto, chiuso, etc.).

DEFINIZIONE 1.5. Una varieta differenziale € orientata se € dotata di un atlante
in cui tutte le funzioni di transizione preservano l'orientazione di R™, cioe se il
determinante del loro differenziale in ogni punto & positivo.

Non tutte le varieta possono essere orientate.

1.2. Spazio tangente. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. E
possibile definire per ogni punto p € M uno spazio vettoriale n-dimensionale 7}, M
detto spazio tangente.

Lo spazio T, pud essere definito brevemente come I'insieme delle curve v: | —
a,a[— M tali che f(0) = p con a > 0 qualsiasi, viste a meno di una relazione
di equivalenza. La relazione ¢ la seguente: si identificano due curve che, lette in
una carta (U;, ¢;), abbiano la stessa tangente nel punto ¢;(p). La definizione non
dipende dalla carta scelta.

Una carta identifica T,M con lo spazio tangente al punto ¢;(p) nell’aperto
Vi = ¢i(U;), cioe con R™ stesso. Due carte diverse ¢; e ¢; danno due identificazioni
differenti, ma la relazione fra queste ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali, dato dal

1ge U;NU; # 0 allora la funzione di transizione ¢;; &€ ’omeomorfismo fra gli aperti ¢;(U; N Uy)
e ¢;(U; NU;) di R™ definito come ¢;; = ¢;|u;nu; © (<Pi|UmUj)_1~ Questa mappa deve essere
liscia (cioe C'*°): questa richiesta ha senso perché dominio e codominio sono aperti di R™.
2Per ogni p € M devono esistere due carte (Us, @;) di M e (Uj,¢’;) di N contenenti rispetti-
vamente p e tali che la composizione ¢’; o fop; ! sia una funzione liscia da ¢, (U;) in ¢, (U’).
pe f(p) p @iofop; ©i(Ui) in ¢; (U]

Le varietd M e N possono avere dimensioni differenti.
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FIGURA 2. Lo spazio tangente in p pud essere definito come ’insieme delle
curve v con v(0) = p viste a meno di una relazione di equivalenza, che iden-
tifica due curve che hanno (in qualche carta) la stessa tangente in p. Questa
condizione ¢ vera in una carta se e solo se ¢ vera in tutte le carte.

differenziale (invertibile) di ¢;;. La struttura di spazio vettoriale su 7, ¢ quindi
ben definita.

Ogni mappa liscia f: M — N fra varieta differenziabili induce in ogni punto
p € M una mappa lineare dfy,: T,M — Ty N fra spazi tangenti nel modo seguente:
la curva v viene mandata nella curva f o-y.

DEFINIZIONE 1.6. Una mappa f: M — N & un diffeomorfismo locale in un
punto p € M se esistono due aperti U C M e V C N contenenti rispettivamente p
e f(p) tale che f|y: U — V sia un diffeomorfismo.

Il teorema di invertibilita locale per aperti di R™ implica facilmente il risultato
seguente, che mostra I'importanza degli spazi tangenti.

TEOREMA 1.7. Sia f: M — N una mappa liscia fra varieta della stessa dimen-
sione. La mappa & un diffeomorfismo locale in p € M se e solo se il differenziale
dfp: TyM — Ty, N ¢ invertibile.

Nell’enunciato, una condizione puntuale (differenziabile invertibile in un pun-
to) implica una condizione locale (diffeomorfismo). Vedremo pit avanti che in geo-
metria riemanniana una condizione puntuale puo anche implicare una condizione
globale.

Se v: I — M @& una curva, la sua velocita v'(t) in t € I ¢ il vettore tangente
' (t) = dy:(1). Qui per 1 intendiamo il vettore 1 nello spazio tangente R a p in 1.
Notiamo che la velocita € un vettore ma non un numero: il modulo di un vettore
tangente non & definito in una varieta differenziabile (perché lo spazio tangente &
solo uno spazio vettoriale reale, non ha una norma).

1.3. Fibrato tangente. L’unione degli spazi tangenti T}, al variare di p € M
¢ essa stessa in modo naturale una varieta differenziabile di dimensione doppia 2n,
detta fibrato tangente. Questa varieta & indicata con il simbolo TM. Un atlante
per M induce infatti un atlante per TM. Come abbiamo visto, una carta (U;, ¢;)
per M identifica Upep, T}, con aperto ¢(U;) x R™ di R?". Si pud quindi dare una
topologia a T'M in modo che Uyey,T), siano aperti e queste identificazioni siano
carte. Le funzioni di transizione sono automaticamente differenziabili.
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Ogni mappa liscia f: M — N fra varieta differenziabili induce in ogni punto p €
M una mappa lineare df,: T, M — T}y N fra spazi tangenti (e quindi globalmente
una mappa differenziabile f.: TM — TN fra fibrati tangenti).

OSSERVAZIONE 1.8. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Una
sottovarieta differenziabile di dimensione k in M € un sottoinsieme connesso N che
pud essere definito localmente come luogo di zeri di funzioni a valori in R®~* con
differenziale ovunque surgettivo.®> Teoremi di topologia differenziale garantiscono
che un tale sottoinsieme abbia una naturale struttura di varietd differenziabile (di
dimensione pit bassa). Per ogni p € N lo spazio tangente T, N ¢ in modo naturale
un sottospazio di T, M e l'intero fibrato T'N ¢ una sottovarieta di T'M.

1.4. Tensore metrico. In una varieta differenziabile ¢ definito uno spazio
tangente in ogni punto. Non sono pero definite le nozioni di distanza fra punti, di
volume, di angolo fra vettori, di lunghezza di un vettore. Ad esempio la velocita
di una curva e un vettore tangente il cui modulo non e pero definito. Per ottenere
queste (ed altre) nozioni geometriche & sufficiente introdurre un solo oggetto, il
tensore metrico.

Un tensore metrico per M ¢ il dato di un prodotto scalare su ogni spazio
tangente T, di M, che vari in modo liscio al variare di p in M A

DEFINIZIONE 1.9. Una wvarieta riemanniana € una varieta differenziabile dotata
di un tensore metrico che sia definito positivo su ogni spazio tangente. General-
mente si indica come coppia (M, g), dove M ¢ la vaireta e g il tensore.

Consideriamo subito due esempi fondamentali.

EsemMPIO 1.10. Lo spazio euclideo € la varieta R™ dotata del tensore metrico
euclideo g(z,y) = Y .~ x;y; su ogni spazio tangente 1), = R".

Esempio 1.11. Ogni sottovarieta differenziabile NV di una varieta riemanniana
M ¢ essa stessa riemanniana: e sufficiente restringere il tensore metrico di M su N.
In particolare, la sfera

St = {x e R+ | ||| = 1}
¢ una sottovarieta di R™t! e in quanto tale ha una struttura di varieta riemanniana.

Il tensore metrico g definisce in particolare una norma per ogni vettore tangente,
ed un angolo fra vettori tangenti nello stesso punto. La velocita +/(¢) di una curva
ha quindi un modulo |y/(¢)| > 0 ben definito, e due curve che si incontrano in un
punto con velocita non nulle formano un angolo ben definito. La lunghezza di una
curva v: I — M puo essere definita come

Liy) = / I/ (t)|dt

e puo essere finita o infinita.

3Oppu]re possono essere definite localmente come immagini di funzioni con dominio un aperto
di R¥ e differenziale ovunque iniettivo. Le due definizioni sono equivalenti e (per fortuna) sono
entrambe molto semplici.

43y ogni carta il prodotto scalare & esprimibile come una matrice i cui coefficienti devono
variare in modo liscio con il punto.
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1.5. Quello che un tensore metrico puo fare per voi. Sia (M, g) una va-
rieta riemanniana connessa. Le curve possono essere usate per definire una distanza
su M.

Una curva v: [a,b] — M parte in v(a) e arriva in v(b). Una curva che collega
due punti p,q € M ¢ una qualsasi curva che parta in p e arrivi in q.

DEFINIZIONE 1.12. La distanza d(p, ¢) fra due punti p e ¢ & definita come
d(p,q) = inf L(7)
al variare fra le curve v che collegano p e q.

La varieta M dotata della distanza d & uno spazio metrico (che induce su M la
stessa topologia di M).

DEFINIZIONE 1.13. Una geodetica € una curva v: I — M con velocita costante
(in modulo) che realizza localmente le distanze.”

Nota che con questa definizione la curva costante v(t) = py & una geodetica
avente velocita costante zero. Chiameremo queste geodetiche banali. Una curva
che realizza localmente le distanze puo non realizzarle globalmente.

EseEmpIO 1.14. Le geodetiche non banali nello spazio euclideo R™ sono rette
affini percorse a velocita costante.

Le geodetiche non banali nella sfera S™ sono archi di cerchi massimi, percorsi
a velocita costante.

Se la varieta differenziabile M ¢ orientata, il tensore metrico induce anche una
forma volume.

Brevemente, il modo migliore di definire una nozione di volume in una varieta
M consiste nel definire una opportuna n-forma differenziale, dove n & la dimensione
di M. Formalmente, una n-forma differenziale w € il dato in ogni spazio tangente
T}, di una forma multilineare alternante

wp: Ty x...xT, =R
—_———
n

L’aggettivo alternante indica che se vengono scambiati due vettori nel dominio il
risultato cambia di segno. A meno di riscalamento esiste un solo w, che soddisfa
questo criterio (identificando T, con R™, questo non & altro che il determinante).
La forma w, ovviamente deve cambiare in modo liscio con p.

Le n-forme sono utili perché possono essere integrate: in altre parole ha senso

la bCIlttUI a
/
D

su un qualsiasi aperto D. Una forma volume in una varieta orientata ¢ una forma w
tale che wy(v1, ..., v,) > 0 su ogni base positiva vy, ..., v, di T, e per ogni p € M.S

Il tensore metrico definisce una forma volume nel modo seguente: basta imporre
che wy(e1,...,e,) = 1 per ogni base ortonormale positiva e,...,e,. Con questa

511 modulo k = |7/(t)| non deve dipendere da t, e per ogni to € I deve esistere ¢ > 0 tale che
d(y(t),¥(t')) = L(1js.01) = k|t — ¢'| per ogni t,¢' € [t — e, + .
L’orientazione su M divide le basi per T}, in positive e negative, per ogni punto p € M.
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definizione, ogni aperto D di M ha un ben definito volume

Vol(D) = /D w

che & un numero reale positivo oppure infinito. Se D ¢é relativamente compatto il
volume & necessariamente finito. In particolare, una varieta riemanniana compatta
M ha un volume Vol(M) finito.

1.6. Mappa esponenziale. Sia (M, g) una varietd riemanniana. Una geo-
detica v : I — M & massimale se non puo essere estesa ad una geodetica con
dominio J strettamente piu grande di I. Le geodetiche massimali sono determinate
da condizioni al primo ordine:

TEOREMA 1.15. Siano p € M un punto e v € T, M un vettore tangente. Esiste
un unica geodetica massimale v : I — M tale che v(0) = p e y'(0) = v. L’intervallo
I ¢é un aperto contenente 0.

Questo importante risultato ha numerose applicazioni. Ad esempio, permette
di definire il concetto seguente.

DEFINIZIONE 1.16. Sia p € M un punto. La mappa esponenziale in p ¢ la
mappa
exp,: Up = M
definita su un sottoinsieme U, C T}, contenente l’origine nel modo seguente.
Un vettore v € T, determina una geodetica massimale v,: I, — M tale che
7 (0) = p e ~,(0) = v. Sia U linsieme dei vettori v per cui 1 € I,. Per questi
vettori v definiamo exp,(v) = 7, (1).

TEOREMA 1.17. L’insieme U, & un aperto contenente l'origine. Il differen-
ziale della mappa esponenziale exp, nell’origine e lidentita e quindi exp, € un
diffeomorfismo locale nell’origine.

In questo modo un aperto dello spazio tangente 7, puo essere usato come
carta locale intorno a p. Recuperiamo quindi 'idea intuitiva che lo spazio tangente
approssimi localmente la varieta al primo ordine.

1.7. Raggio di iniettivita. Il massimo raggio su cui la mappa esponenziale
sia un diffeomorfismo & chiamato raggio di iniettivita.

DEFINIZIONE 1.18. 11 raggio di iniettivita inj, M di M in un punto p ¢ definito
nel modo seguente:

inj, M = sup {r >0 | exp,, | B, (r) ¢ un diffeomorfismo sull’ immagine}.

Qui By(r) ¢ la palla aperta di centro 0 e raggio r nello spazio tangente T),. Il
raggio di iniettivita e sempre positivo per il Teorema 1.17. Per ogni r minore del
raggio di iniettivita la mappa esponenziale trasforma la palla di raggio r in 7, nella
palla di raggio r in M. Vale cioe I'uguaglianza

exp,(Bo(r)) = By(r)
e la palla By(r) ¢ effettivamente diffeomorfa ad una palla aperta in R™. Per r
grande questo fatto ovviamente puo non essere vero: se M ¢ compatta ad esempio
esiste un R > 0 tale che B,(R) = M.
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Il raggio di iniettivita inj(M) di una varieta riemanniana M &
inj(M) = inf inj, M.

reM

Il fatto seguente si dimostra facilmente.

PROPOSIZIONE 1.19. Una varieta riemanniana compatta ha raggio di iniettivita
Ppositivo.

Notiamo infine il fatto seguente.

PrOPOSIZIONE 1.20. Sia M wuna varieta riemanniana. Una curva chiusa di
lunghezza minore di 2 - inj(M) ¢ omotopicamente banale.

DIMOSTRAZIONE. Sia x un punto qualsiasi attraversato dalla curva. Poiche
la curva & pilt corta di 2 - inj(M) non riesce ad uscire dalla palla B,(r) per qual-
che r < inj(M) < inj, M, e questa palla & effettivamente diffeomorfa ad una pal-
la in R™. Quindi la curva & contenuta in un sottoinsieme contrattile di M ed e
omotopicamente banale. (I

1.8. Completezza. Una varietd riemanniana (M, g) & anche uno spazio me-
trico, che puo essere completo oppure no. Ad esempio, una varieta riemanniana
compatta € sempre completa. D’altra parte, rimuovendo un punto da una varieta
riemanniana qualsiasi si ottiene sempre uno spazio non completo. Su R™ & possi-
bile assegnare strutture riemanniane complete (ad esempio quella euclidea) e non
complete (il disco aperto in R™ & diffeomorfo a R™ ma la sua metrica indotta non
¢ completa).

La completezza di una varieta riemanniana puo essere espressa in vari modi
equivalenti:

TEOREMA 1.21 (Hopf-Rinow). Sia (M, g) varieta riemanniana connessa. Le
condizioni sequenti sono equivalenti:
(1) M é completa,
(2) un sottoinsieme di M & compatto se e solo se é chiuso e limitato,
(3) ogni geodetica é estendibile su tutto R.

In particolare, I'ultima condizione ¢ equivalente al fatto che la mappa esponen-
ziale sia definita su tutto lo spazio tangente T}, per ogni p (e non solo su un suo
aperto proprio).

1.9. Curvatura. La curvatura di una varieta riemanniana (M, g) € un oggetto
complicato, generalmente definito a partire da una connessione V detta connessione
di Levi-Civita. Questa definisce a sua volta un tensore detto tensore di Riemann
che codifica la curvatura di M nel modo piu ampio.

Non introduciamo questi concetti perché sono troppo raffinati per gli spazi che
incontreremo: in geometria iperbolica infatti le varieta avranno tutte “curvatura
costante” ed il tensore di Riemann non & necessario. Ci bastera introdurre in modo
geometrico la nozione di curvatura sezionale.

Se M ha dimensione 2, cioé & una superficie, le nozioni di curvatura si sempli-
ficano e si riducono tutte ad un unico concetto chiamato curvatura gaussiana. Se
M ¢ contenuta in R3 la curvatura gaussiana ¢ definita come il prodotto delle due
curvature principali. Se M ¢ astratta pero non esiste nessuna nozione di curva-
tura principale e si prende quindi un’altra strada. Esistono vari modi equivalenti
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FIGURA 3. Tre superfici nello spazio (iperboloide ad una falda, cilindro,
sfera) con curvatura gaussiana rispettivamente negativa, nulla e positiva in
ogni punto. Mentre la sfera ha curvatura positiva costante, 'iperboloide ad
una falda ha curvatura negativa variabile. Come vedremo, non & possibile
costruire una superficie in R3 completa con curvatura negativa costante.

di definire la curvatura gaussiana di una superficie astratta, scegliamo uno dei piu
geometrici.

Abbiamo visto nella sezione precedente che in una varieta riemanniana (M, g),
per ogni punto p € M esiste un € > 0 tale che la palla B,(¢) centrata in p di raggio
€ sia effettivamente diffeomorfa alla palla usuale in R™.

Il volume di questa palla B,(€) non ¢ pero necessariamente uguale al volume
di una palla euclidea: puo essere piu grande o piu piccolo, e questa discrepanza &

una misura della curvatura della varieta.
DEFINIZIONE 1.22. Sia (M, g) una superficie. La curvatura gaussiana in un

punto p ¢ definita come

K = lim ((wé — Vol(By(¢))) = ) :

0 et
In altre parole, vale la formula
met
Vol(B,(€)) = me? — EK + o(eh).

Notiamo in particolare che K ¢ positivo (negativo) se B, (€) ha area pil piccola
(piu grande) di quella usuale euclidea.

Se (M, g) ha dimensione n > 3 & ancora possibile definire una curvatura valu-
tando la differenza fra Vol(B,(e)) e il volume di una palla euclidea n-dimensionale
come per la curvatura gaussiana. Si ottiene un valore numerico detto curvatura
scalare. La curvatura scalare in una varieta di dimensione n > 3 € pero una descri-
zione molto scarna della curvatura in un punto, e si preferisce quindi generalmente
utilizzare una definizione di curvatura che fornisca molte piu informazioni. La cur-
vatura di (M, g) ¢ generalmente modellizzata da uno dei seguenti due oggetti: il
tensore di Riemann oppure la curvatura sezionale. Questi due oggetti sono abba-
stanza diversi ma contengono la stessa quantita di informazioni. Introduciamo qui

la curvatura sezionale.

DEFINIZIONE 1.23. Sia (M, g) una varietd riemanniana. Sia p € M un punto
e W C T, M un piano vettoriale. Per il Teorema 1.17 esiste un aperto U, C T,M
contenente 'origine su cui exp,, ¢ un diffeomorfismo sull’immagine. In particolare
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S = exp,(U, N W) & una piccola superficie liscia in M passante per p. Come
sottovarieta liscia S ha una struttura riemanniana indotta da g.

La curvatura sezionale di (M,g) lungo (p, W) ¢ definita come la curvatura
gaussiana di S nel punto p.

La curvatura sezionale € quindi un numero associato ad ogni punto p € M e ad
ogni piano W C T, M.

DEFINIZIONE 1.24. Una varieta riemanniana (M, g) ha curvatura sezionale co-
stante K se la curvatura sezionale associata ad ogni punto p € M e qualsiasi piano
W C T, M & sempre pari a K.

OSSERVAZIONE 1.25. In una varietd riemanniana (M, g) & possibile riscalare
la metrica di un fattore A > 0 sostituendo g con il tensore Ag. In ogni punto il
prodotto scalare ¢ riscalato di A. Le lunghezze delle curve vengono riscalate di v/
ed i volumi vengono riscalati di A%. La curvatura sezionale viene riscalata di 1/\.

Riscalando la metrica ¢ quindi possibile trasformare uno spazio a curvatura
sezionale costante K in uno spazio a curvatura sezionale costante —1, 0 oppure 1.

EseEMPIO 1.26. Lo spazio euclideo R™ ha curvatura costante zero. Una sfera di
raggio R ha curvatura costante 1/R2.

1.10. Isometrie. Ogni categoria che si rispetti ha i suoi isomorfismi. Gli
isomorfismi delle varietd riemanniane si chiamano isometrie.

DEFINIZIONE 1.27. Un diffeomorfismo f: M — N fra due varieta riemanniane
(M,g) e (N,h) & una isometria se preserva il prodotto scalare. Deve cio¢ valere

(v, w) = (dfy(v), dfp(w))
per ogni p € M e per ogni coppia di vettori v,w € T,M. I simboli (,) indicano i
prodotti scalari in T, e Ty(g)-

Le isometrie sono estremamente rigide. Sono infatti determinate dal compor-
tamento puntuale al primo ordine. In altre parole, due isometrie che coincidono al
primo ordine in un punto coincidono ovunque:

TEOREMA 1.28. Siano f,g due isometrie fra varieta riemanniane M e N
connesse. Se esiste un punto p € M tale che f(p) = g(p) e df, = dgp, allora
f=g

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che U'insieme S C M dei punti p tali che f(p) =
g(p) e df, = dg, € aperto e chiuso.

I luoghi di coincidenza fra funzioni continue sono generalmente chiusi, e lo si
verifica facilmente anche in questo contesto (basta usare una carta). Per dimostrare
che S ¢ aperto si usa la mappa esponenziale. Sia p € S. Per il Teorema 1.17
esiste un intorno aperto U, C T,M dell’origine su cui la mappa esponenziale &
un diffeomorfismo sull’immagine. Mostriamo che 'aperto exp(U,) € interamente
contenuto in S.

Sia v € U, un vettore. Per definizione di mappa esponenziale, questo determina
una geodetica v in M tale che y(0) = p, 4/(0) = v e y(1) = exp(v). Le isometrie f
e g hanno lo stesso differenziale in p e quindi mandano v nello stesso vettore w =
dfp(v) = dgp(v) € Ty N. Le isometrie preservano tutta la struttura riemanniana,
ed in particolare mandano geodetiche in geodetiche. Quindi f o~y e g o« sono
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entrambe geodetiche uscenti da f(p) con la stessa velocita iniziale w. Per il Teorema
1.15 le geodetiche coincidono. Quindi f(exp(1)) = g(exp(1)). Il vettore v ¢ un
qualsiasi vettore in U, e quindi f e g coincidono su tutto 'aperto immagine exp(Up).

O

Le isometrie f: M — M di una varieta M in sé formano un gruppo che
indichiamo con il simbolo Isom(M).

2. 1T modelli dello spazio iperbolico

In ogni dimensione n > 2 esiste un unica varieta riemanniana completa, sem-
plicemente connessa, e con curvatura sezionale costante 1, 0 oppure —1 a meno di
isometrie. Queste tre varieta sono estremamente importanti in geometria rieman-
niana perché sono il modello fondamentale con cui costruire e studiare le varieta a
curvatura costante non semplicemente connesse.

Le tre varieta sono rispettivamente la sfera S™, lo spazio euclideo R™ e lo spazio
iperbolico H". Come vedremo, ogni varieta completa a curvatura costante ha uno
di questi tre spazi come rivestimento universale.

A differenza di S™ e R™, lo spazio iperbolico H" puo essere definito in vari modi
equivalenti, nessuno dei quali € prevalente in letteratura. Ciascuno di questi modi
equivalenti € un modello per H".

2.1. Iperboloide. La sfera S™ ¢ il luogo dei punti di norma 1 in R**!, con-
siderato con l'usuale prodotto scalare (e quindi norma) euclideo. Analogamente,
possiamo definire H” come il luogo dei punti di norma -1 in R®*!, dotato dell’usuale
prodotto scalare lorentziano. Questo luogo dei punti ha in realtd due componenti
connesse e ne sceglieremo una.

DEFINIZIONE 2.1. Consideriamo R™*! dotato del prodotto scalare lorentziano
standard di segnatura (n,1):

n
(2,y) = Z%’Z/i — Tnt1Yn+1-
i=1

Un vettore x € R™+1 & di tipo tempo, luce o spazio a seconda che (x, ) sia negativo,

nullo o positivo.
Il modello dell’iperboloide I™ & definito nel modo seguente:

I" = {x e R | (x,x)y = =1, xp > 0}.

L’insieme dei punti « con (z,z) = —1 & un iperboloide a due falde, e 'insieme
I & la componente connessa (falda) con x,11 > 0. Mostriamo innanzitutto un
fatto generale.

PROPOSIZIONE 2.2. Sia (,) un prodotto scalare qualsiasi su R™. La funzione

f(z) = (z,2)
e liscia in ogni punto e ha differenziale
df=(y) = 2(z,y).
DIMOSTRAZIONE. Vale

(x+y,z+y) = (r,z) +2(x,y) + (y,9)-
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FIGURA 4. L’iperboloide a due falde definito dall’equazione (z,z) = —1. 1l
modello I"™ & la componente connessa superiore.

La componente (z,y) ¢ lineare in y e si verifica facilmente che (y,y) € o(||y||), dove
|ly|| &€ 'usuale norma euclidea. O

COROLLARIO 2.3. L’iperboloide I™ é una varieta riemanniana.

DIMOSTRAZIONE. La funzione f(x) = (z, x) ha differenziale 2(x,y). Poiché I"
¢ il luogo dei punti in cui (z,x) = —1, per ogni x € I" il differenziale y — 2(z,y) &
surgettivo. Segue che il luogo degli zeri di f(z)+ 1 & una sottovarieta differenziabile
di R"*! di codimensione uno.

Lo spazio tangente T, 1™ in x a I™ & precisamente il nucleo del differenziale, e
cioe l'iperpiano

T ={y | (e,y) =0} =a—
ortogonale a x secondo il prodotto scalare lorentziano. Poiché x e di tipo tempo, la
restrizione del prodotto scalare a x* ha segnatura (n,0). Quindi il prodotto scalare
ristretto al tangente di I™ & definito positivo e I™ ha quindi una struttura di varieta
riemanniana. U

L’iperboloide I™ & uno dei modelli per lo spazio iperbolico H™. Vedremo
successivamente che ¢ effettivamente semplicemente connesso, completo, e che ha
curvatura costante —1.

2.2. Isometrie dell’iperboloide. Le isometrie di I™ sono classificate agevol-
mente con gli strumenti dell’algebra lineare.

DEFINIZIONE 2.4. Sia V uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto
scalare (,). Una isometria di V & un isomorfismo f: V — V tale che (v,w) =
(f(v), f(w)) per ogni coppia v,w € V. Le isometrie formano un gruppo detto
gruppo ortogonale che indichiamo con O(V, (,)).

Se V = R™ con il prodotto scalare standard di segnatura (k,n — k):

k n
(z,y) = Z%yz - Z TjY;j
i=1

j=k+1
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allora indichiamo il gruppo ortogonale direttamente con il simbolo O(k,n — k).
Identificando gli endomorfismi di R™ con le matrici n X n, questo gruppo puo essere
visto come un gruppo moltiplicativo di matrici, sottogruppo di GL(n,R).

In particolare O(n, 1) & il gruppo delle isometrie di R™*! con il prodotto scalare
lorentziano che stiamo considerando. Una isometria preserva il prodotto scalare, e
quindi manda liperboloide a due falde definito dalla condizione (z,x) = —1 in sé
stesso. Indichiamo con O,(n, 1) il sottogruppo di indice due in O(n, 1) formato da
quelle isometrie che preservano (non scambiano) le due falde dell’iperboloide. In
altre parole, ¢ il sottogruppo delle matrici A € O(n, 1) tali che Ap11 py1 > 0. 11
gruppo O, (n, 1) agisce quindi su I™.

Indichiamo sempre con Isom(M) il gruppo di isometrie di una varieta rieman-
niana M.

PRrROPOSIZIONE 2.5. Vale l'uguaglianza
Isom(I"™) = O.(n,1).

DIMOSTRAZIONE. Una isometria A € O.(n, 1) preserva il prodotto scalare lo-
rentziano e in particolare preserva il prodotto scalare riemanniano (definito positivo)
sugli spazi tangenti a I". Quindi & una isometria della varieta riemanniana I™.

D’altra parte, sia f una isometria di I". Dobbiamo mostrare che f € O.(n,1).
Consideriamo il punto P = (0,...,0,1) € I™. Abbiamo f(P) = @ per qualche
@ € I™. Con facili argomenti di algebra lineare si mostra che esiste una isometria
A € Oy(n,1) tale che A(Q) = P. A meno di comporre f con A possiamo quindi
supporre che f fissi il punto P.

Il piano tangente Tp a P & I'iperpiano orizzontale x,; = 0. Il differenziale df p
¢ quindi rappresentabile come una matrice ortogonale B € O(n). Sia B’ la matrice

a blocchi
, (B 0
B = (0 1) ’

Questa matrice ¢ un elemento di O,(n,1). Definisce quindi una isometria di I" che
coincide con f fino al primo ordine in P. Per il Teorema 1.28 le due isometrie f e
B’ di I" coincidono su tutta la varieta I"™, in altre parole f = B’. O

Mostriamo per completezza due risultati analoghi per S™ e R™:

PRrROPOSIZIONE 2.6. Valgono le uguaglianze
Isom(S™) = O(n + 1),
Isom(R") = {& — Az +b | A€ O(n),b € R"}.
DiMOSTRAZIONE. Le dimostrazioni sono analoghe alla proposizione precedente.
I gruppi a destra delle uguaglianze sono chiaramente isometrie. Per mostrare che

non ci sono altre isometrie oltre a queste, si mostra che una qualsiasi isometria deve
coincidere al primo ordine in un (qualsiasi) punto con una di queste. ([l

Abbiamo anche dimostrato il fatto seguente. Un sistema di riferimento in un
punto p di una varieta riemanniana e il dato di una base ortonormale in 7j,.

COROLLARIO 2.7. Sia M = S™, R", oppure I"™. Dati due punti p,q € M e due
sistemi di riferimento in p e q, esiste un’unica isometria che trasforma il primo
sistema di riferimento nel secondo.
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Ovviamente il sistema di riferimento viene trasformato tramite il differenziale
dell’isometria. Il corollario dice che gli spazi S™, R™ e I"™ hanno il “massimo numero”
di isometrie possibili.

2.3. Sottospazi. Ciascuno dei tre spazi S™, R"™ e H" contiene degli opportuni
sottospazi di dimensione k.

DEFINIZIONE 2.8. Un sottospazio k-dimensionale di R™, S™, I™ e rispettiva-
mente:

e un sottospazio affine k-dimensionale di R"”,

e l'intersezione di un (k + 1)-sottospazio vettoriale di R"*! con S™,

e lintersezione di un (k + 1)-sottospazio vettoriale di R"*! con I", quando
non e vuota.

A proposito dell’intersezione non vuota, ¢ facile verificare che le condizioni
seguenti sono equivalenti per un (k + 1)-sottospazio vettoriale W C R"*1:
(1) wni™#£0,
(2) W contiene dei vettori di tipo tempo,
(3) la segnatura di (,) ristretta a W & (k, 1).
Un k-sottospazio in R™, S H" ¢ a sua volta isometrico a R*, S* HF. La in-
tersezione non vuota di due sottospazi ¢ sempre un sottospazio. Una isometria di
R™ S™ H"™ manda k-sottospazi in k-sottospazi grazie alle Proposizioni 2.5 e 2.6.

PROPOSIZIONE 2.9. Dato un k-sottospazio S in S™, R™ o H" ed un puntop € S,
esiste un unico sottospazio ortogonale S+ di dimensione n — k passante per p.

DIMOSTRAZIONE. L’enunciato per S™ e R™ ¢ facile. Per I™ basta spostare il

punto p in (0,...,0,1) tramite una isometria. A questo punto i sottospazi pas-
santi per p sono in naturale corrispondenza biunivoca con i sottospazi vettoriali di
{$n+1 = 0} |:|

Rette e geodetiche sono in realta la stessa cosa. Ricordiamo le funzioni trigo-
nometriche iperboliche:
t_ —t t -t
e —e e +e
————, cosh(t) = ————
2 ®) 2
PRrROPOSIZIONE 2.10. Le geodetiche complete non banali in S™, R™ e H" sono
precisamente le rette, percorse a velocita costante. Concretamente, sia p € M un
punto e v € T, M un vettore di norma unitaria. La geodetica v che parte in p con
velocita v € la sequente:
o y(t) =cos(t) -p+sin(t) - v se M = S,
e y(t)=p+tv se M =R",
e ~(t) = cosh(t) - p+sinh(t) - v se M = I"™.

sinh(t) =

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione per R™ ¢ banale. Per M = S™ o I" sia
W C R™"*! generato da p e v. Sia f € O(n) o f € O.(n, 1) Iisometria di R"*! tale
che flw =id e flyr = —id. Questa induce una isometria di S™ o I" che fissa p
e v. In particolare deve fissare I'unica geodetica =y che parte da p con velocita v.
Quindi 7y € contenuta in W N I™.

L’ intersezione WNI™ & una circonferenza (se M = S™) o una iperbole (se M =
I™), che «y percorre a velocita costante unitaria: quindi v & come nell’enunciato. La
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velocita e infatti
v (t) = cosh’(t) - p + sinh’(¢) - v = sinh(t) - p + cosh(¢) - v
che ha norma quadra sinh?(t) — cosh?(t) = 1. O
COROLLARIO 2.11. Gli spazi S™, R™ e H" sono completi.

DIMOSTRAZIONE. La proposizione precedente mostra che tutte le geodetiche
sono definite su tutto R, e quindi lo spazio € completo per il teorema di Hopf-
Rinow. O

Infine, & facile mostrare che per due punti distinti in H" passa una sola retta.

OSSERVAZIONE 2.12. 11 V postulato di Euclide ovviamente vale solo in R?: data
una retta r e un punto P non contenuto in r, esiste una sola retta per P disgiunta
da 7 (in R?), non ne esiste nessuna (in S?) o ne esistono infinite (in H?).

2.4. Riflessioni. Dimostriamo in questa sezione un importante teorema di
algebra lineare. Per fare cio introduciamo le riflessioni parallele a vettori non
isotropi.

Sia V uno spazio vettoriale reale dotato di prodotto scalare (,) non degenere di
segnatura (k,n — k). Sia v € V un vettore non isotropo. Otteniamo una decompo-
sizione ortogonale V = Span(v) @ v. Ogni vettore w € V si decompone in modo
unico come w = w; + wy con w; € Span(v) e wy € VL.

DEFINIZIONE 2.13. La riflessione parallela a v (e ortogonale all’iperpiano v)
¢ I'isomorfismo lineare R, : wi +wg — —w + ws scritto in componenti rispetto alla
decomposizione V = Span(v) @ vt.

Una riflessione ¢ una isometria rispetto al prodotto scalare di V. Le riflessioni
parallele ai vari vettori sono sufficienti a generare tutte le isometrie dello spazio:

PROPOSIZIONE 2.14. Sia V dotato di prodotto scalare {,) non degenere. Il
gruppo ortogonale O(V,(,)) é generato da riflessions.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che una generica isometria f € O(V,(,)) & ge-
nerata da riflessioni, per induzione sulla dimensione di V. Sia v € V un vettore
non isotropo. Supponiamo anche che il vettore w = f(v) — v non sia isotropo (al-
trimenti basta sostituire f con —f). Consideriamo la riflessione R,, parallela a w.
Mostriamo che f(v) = Ry, (v): possiamo decomporre v come

W 4v @) -
2 2
Il secondo addendo sta in Span(w) ed il primo sta in w* perché
(f(w) +v, f(v) —v) = (f(v), f(v)) = (v;v) =0
perché f € una isometria. Quindi effettivamente

f(v)2+v n f(U)27U — f).

La composizione R, o f & una isometria che fissa il vettore non isotropo v. Quin-
di fissa lo spazio ortogonale v. Concludiamo per induzione sullo spazio v+ di
dimensione inferiore. (]

R, (v) =
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Un sottospazio di codimensione 1 in S™, R™ o H™ e detto iperpiano. Una
riflessione lungo un iperpiano € una ben definita isometria di R", S™ e H" grazie a
quanto abbiamo visto fino ad ora.”

PROPOSIZIONE 2.15. I gruppi di isometrie Isom(R™), Isom(S™) e Isom(H™)
sono generati da riflessioni lungo iperpiani.

DIMOSTRAZIONE. Una isometria di R™ ¢ del tipo  — Az + b con A € O(n)
e b € R". La componente rotatoria A € O(n) ¢ generata da riflessioni per la
Proposizione 2.14. Una traslazione x — x + b € anch’essa facilmente ottenibile
come composizione di due riflessioni.

Le isometrie di S™ sono O(n + 1) e sono generate da riflessioni lungo iperpiani
per la Proposizione 2.14.

Le isometrie di H™ sono O,(n,1) Ogni elemento f € O(n,1) & composizione
di riflessioni f = Ry o --- o Ry per la Proposizione 2.14. Affinché una riflessione
R = R; sia un elemento di O.(n, 1) & perd necessario che non permuti le due falde
dell’iperboloide, cioe che R intersechi I™, cioe che v = R* sia di tipo spazio.

Supponiamo che v sia invece di tipo tempo. Possiamo completare v a base
ortogonale v = vy, ..., v, di R**1. T vettori successivi va, ..., v,41 SONO necessaria-
mente di tipo spazio. Sia r; la riflessione parallela al vettore v;. Abbiamo R =r; e
r10...07,41 = —id. Possiamo quindi sostituire R = R; con —r,, 1 0---0ory. Alla
fine otteniamo a meno di segno una composizione di riflessioni f = +Rj0---0 R,
tutte appartenenti a O (n,1). Il segno +1 & necessariamente positivo poiché anche
f appartiene a O.(n,1). O

2.5. Mappe conformi e inversioni lungo sfere. Per introdurre due nuovi
modelli avremo bisogno di un paio di nozioni geometriche importanti.

Una mappa f: M — N fra varieta riemanniane e una mappa conforme se per
ogni p € M esiste un A\, > 0 tale che

(dfy(v), dfp(w)) = Ap(v, w)
per ogni v,w € T, M. Una mappa conforme non preserva le lunghezze dei vettori
tangenti ma preserva tutti gli angoli fra questi.

OSSERVAZIONE 2.16. E possibile dimostrare che un diffeomorfismo f:M—N
fra varieta riemanniane ¢ conforme se e solo se preserva tutti gli angoli in ogni
punto. Per questo una mappa conforme e spesso definita in modo equivalente come
un diffeomorfismo che preserva gli angoli.

Abbiamo definito precedentemente i k-sottospazi in S™, R™ e H", passiamo a
definire le k-sfere. Una ipersfera (o (n—1)-sfera) in S™, R™ o H" & il bordo 0B,(r)
di una palla centrata in un punto avente raggio r» minore del raggio di iniettivita
inj, in p (questa nozione ¢ valida in ogni varietd riemanniana). Notiamo che il
raggio di iniettivita in un punto di S™ e m, quindi abbiamo r < 7, mentre il raggio
di iniettivita di un punto in R™ e H" & infinito.

DEFINIZIONE 2.17. Una k-sfera in S™, R™ o H" & I'intersezione fra una ipersfera
e un (k + 1)-piano passante per il suo centro.

"Se I'iperpiano & in S™ o I™, questo & per definizione intersezione di S™ o I"™ con un iperpiano
di R**! dotato di prodotto scalare con segnatura (n + 1,0) o (n,1). Una riflessione lungo questo
iperpiano di R"*! & un elemento di O(n) oppure O.(n,1) e quindi induce una isometria su S™ o
Im.
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FIGURA 5. La proiezione stereografica della sfera meno un punto su un piano tangente.

FIGURA 6. La proiezione stereografica & una mappa conforme. La foto mo-
stra la proiezione stereografica planare della vista (sferica) che si ottiene in
un punto a Parigi. Le linee rette sono trasformate in cerchi, ma gli angoli fra
questi sono preservati. Figura creata da Alexandre Duret-Lutz.

La proiezione stereografica della sfera S™ meno un punto oo sull’iperpiano tan-
gente al punto opposto € la mappa definita come illustrato in Figura 5. Si veda ad
esempio la Figura 6.

PROPOSIZIONE 2.18. La proiezione stereografica

(1) é una mappa conforme,
(2) trasforma le k-sfere di S™ in k-sfere e k-piani di R™.



2. I MODELLI DELLO SPAZIO IPERBOLICO 19

50

FIGURA 7. L’inversione lungo una sfera di centro O e raggio r sposta P in
P’ in modo che OP x OP’ = r? (sinistra) e trasforma una k-sfera S in un
k-piano se O € S (centro) e in una k-sfera se O ¢ S (destra). Visto in S™,
I'iperpiano verde centrale & anch’esso una sfera (aggiungendo co): vista come
trasformazione da S™ in sé I'inversione manda k-sfere in k-sfere.

Tramite proiezione stereografica possiamo scrivere S™ = R™ U {co} e definire
alcune semplici mappe conformi da S™ in sé:

OSSERVAZIONE 2.19. Traslazioni e omotetie sono mappe conformi di R". Si
estendono a mappe conformi di S™ ponendo oo come punto fisso.

Un’altra mappa conforme e la seguente.

DEFINIZIONE 2.20. Sia S = S(xg,r) la sfera in R™ di centro zo e raggio 7.
Consideriamo S™ = R™ U {o0}. L’inversione lungo S ¢ la mappa i: S™ — S™
definita nel modo seguente:

T —x
i(x) = a0+ P2 =0
[l = ol

ed estesa a tutta la sfera ponendo f(zg) = co e f(o0) = xg.
Una descrizione geometrica dell’inversione ¢ fornita in Fig. 7.

PROPOSIZIONE 2.21. Valgono i fatti sequenti.

(1) L’inversione i: S™ — S™ é una mappa liscia e conforme.
(2) L’inversione manda k-sfere in k-sfere.

DIMOSTRAZIONE. A meno di comporre con traslazioni e omotetie (che sono
lisce, conformi e preservano k-sfere e k-piani di R™) possiamo supporre g = 0 e

r = 2. La mappa letta su R" & quindi i(z) = x/||z||?. Letta su S™ & semplicemente
una riflessione rispetto all’equatore orizzontale. ([

Possiamo interpretare la riflessione rispetto ad un iperpiano affine in R™ come
una inversione lungo una sfera contenente l'infinito.

2.6. Il disco di Poincaré. Introduciamo due modelli di H" (il disco e il se-
mispazio) pit semplici da visualizzare dell’iperboloide, soprattutto nelle dimensioni
n = 2 e 3 che ci interesseranno particolarmente in seguito.

Il primo modello conforme per H" ¢ il disco di Poincaré

D" ={zeR" | |z| <1}.
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oY >

FIGURA 8. La proiezione su P = (0,...,0,—1) induce una bigezione fra I"™ e D™.

Il tensore metrico su D™ ovviamente non e quello euclideo indotto da R™, ma e
quello indotto da un particolare diffeomorfismo fra I"™ e D™ che costruiamo ora.
Possiamo identificare R™ con l'iperpiano orizzontale x,,,1 = 0 in R™*! e notare che
la proiezione sul punto P = (0,...,0,—1) descritta in Fig. 8 induce una bigezione
fra I™ ed il disco orizzontale D™ C R™. La proiezione p ha la forma seguente:

(X1, 20)

p(x17"~;mn+1): In+1+1

dove l'ultima coordinata nulla per p(z) & stata omessa. Poiché D™ & un sottoinsieme
di R", lo spazio tangente in ogni punto di D™ & naturalmente identificato con R"™.

PROPOSIZIONE 2.22. [ tensore metrico su D™ indotto dalla proiezione p é il

segquente:
9 2
E
e (-2)
L= a2

dove g¥(v,w) = 31" viw; & lusuale tensore metrico euclideo su D™ C R™.

DIMOSTRAZIONE. Sia x = (x1,...,7,) € D" La mappa inversa p~! alla
proiezione ¢ la seguente:
= (202 L)
1—|l=|? 1—Jzf]>" 1= [l]?

Le rotazioni orizzontali O(n) sono isometrie per I" e la g, nell’enunciato & invariante
per azione di O(n). Possiamo quindi restringerci al caso z = (x1,0,...,0). Quindi

2z 14 22

-1 _ 1 1

p (x)<1_$%307"'3071_x%>'

Il piano tangente T, € come sempre identificato con R™. E facile calcolare le
immagini della base canonica di R™ tramite il differenziale:

dpglzelb—> 1—}—3:%,0,...,0,2951),

2
T

dp_lzei»—>726i Vi=2,...,n.
11—z
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Le immagini sono vettori ortogonali rispetto al prodotto scalare lorentziano aventi
tutti norma ﬁ, quindi g, e ﬁ volte il prodotto scalare euclideo. ([
1 1

Vediamo a questo punto come descrivere i k-sottospazi nel modello del disco.

PROPOSIZIONE 2.23. [ k-sottospazi in D™ sono tutte e sole le intersezioni di
D™ con k-sfere e k-piani di R™ ortogonali a 0D™.

DiMOSTRAZIONE. Poiché ogni k-sottospazio € intersezione di iperpiani, e facile
ricondursi al caso k = n — 1. Un iperpiano in I™ & I"™ N v+ per qualche vettore v
di tipo spazio. Se v & orizzontale (cio¢ la sua ultima coordinata & nulla) allora v+
¢ verticale e viene proiettato su un iperpiano di D™ passante per il centro. Consi-
deriamo quindi il caso in cui v non sia orizzontale: a meno di isometrie orizzontali
in O(n) e di riscalamenti per v ¢ sufficiente considerare il caso v = (a,0,...,0,1)
con o > 1. L'iperpiano € quindi

{zi+.. . +al -2l = -1} N {zpg1 = ax }.

D’altra parte la sfera in R™ di centro («,0,...,0) e raggio a? — 1 & ortogonale a
0D" ed ¢é 'insieme dei punti

{(ylfa)2+y%+...+yi:azfl}:{yf+...+yi—2ay1:—l}

cioe gli y tali che ||y||> = —1 + % Se y = p(z) valgono le relazioni
n= T = 2
1= —— —ntl -
Tn41 + 1 Tn+1 +1
che trasformano quest’ultima relazione in z,41 = azx;. (Il

Infine, vediamo come leggere in D™ una riflessione rispetto ad un iperpiano.

PROPOSIZIONE 2.24. Sia S = D™ NS’ un iperpiano, ottenuto a partire da un
iperpiano o una ipersfera S’ ortogonale a OD™. La riflessione rispetto a S ¢ la
normale riflessione euclidea (se S’ é un piano) o un’inversione (se S’ é una sfera).

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che la riflessione o inversione rispetto a S preser-
va il tensore metrico su D" e quindi € una isometria. Poiché la riflessione & 'unica
isometria non banale che preserva un iperpiano abbiamo concluso.

Se S’ ¢ un piano allora contiene l'origine e la riflessione ¢ una isometria per
D"™. Consideriamo il caso in cui S’ sia una ipersfera. Innanzitutto, poiché S’ &
ortogonale a dD™, I'inversione manda effettivamente il disco D™ in se stesso. A
meno di rotazioni possiamo supporre che S’ abbia centro o = («,0,...,0) con
a > 1 e raggio al quadrato 72 = a? — 1. L’inversione ha quindi la forma seguente:

. Xr — X 2

(r)=x9g+ ——=1r" = (,0,...,0) + XNa1 — o, 20,...,2Z,

() HI—I'OHQ ( ) (1 )
con & = (Z1,...,2T,) €

N r? _ o?—1 _ a?—1

Clr w2 (i —a@)2 424+ 22 |22 - 23+ a2’

Sappiamo gia che le inversioni sono conformi, quindi il differenziale di ¢ in = € una
costante positiva per una isometria. Si verifica facilmente che la costante positiva
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FIGURA 9. Tre rette che determinano un triangolo nel disco di Poincaré.
Gli angoli interni «, 3 e y sono quelli euclidei.

¢ proprio A. Notiamo inoltre che
li(2)]|? = [|((1 = X) + Ay, Awa, ..., Az, ||
= N2|z]]® + a®(1 — N)? + 2a(1 — M) Azy
— A= DA(le]]? = 2010+ ?) + A2l + (1 — \)a?

a? -1

=A—-1A
=1— X+ \|z|?

+ )\Hx||2 +(1- )\)a2

e quindi 1 — [|i(2)|? = A(1 — ||z||?) che implica

(1—1”2)2:%1—”2%)2*

Quindi 7 preserva il tensore metrico. ([l

2.7. Il modello del semispazio. Il disco di Poincaré D™ & un modello con-
forme dello spazio iperbolico: il tensore metrico differisce da quello euclideo soltanto
per uno scalare (che dipende dal punto z). Le distanze in D™ sono ben diverse da
quelle euclidee, ma gli angoli fra curve e sottospazi sono invece gli stessi. Ad esem-
pio, & possibile tracciare tre rette nel piano iperbolico come in Fig. 9: gli angoli
interni sono quelli formati dalle tangenti nei punti di intersezione. Si verifica in
particolare facilmente che la somma « + 8 + v € sempre minore di 7.

Introduciamo un altro modello conforme. Il modello del semispazio & I'insieme

H" = {(z1,...,2,) €ER" | z, > 0}.

Il modello H™ & ottenuto dal disco D™ tramite una inversione in R™ di centro
(0,...,0,—1) e di raggio V/2 come mostrato in Fig. 11. Ricordiamo che le inversioni
sono mappe conformi che mandano k-sfere e k-piani in k-sfere e k-piani. Ne segue
che anche H™ ¢ un modello conforme dello spazio iperbolico, e che i k-sottospazi in
H™ sono ottenuti (come per D™) intersecando k-piani e k-sfere di R™ ortogonali al
bordo OH™ come in Fig. 12. Il bordo 9H™ & l'iperpiano orizzontale {z,, = 0}, a cui
aggiungiamo un punto all’infinito oo, cosi da avere una corrispondenza biunivoca
fra OH™ e D™ tramite l'inversione.

PROPOSIZIONE 2.25. Le traslazioni orizzontali x — x+b conb = (by,...,b,—1,0)
e le omotetie x — Ax con A > 0 sono isometrie di H".
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FIGURA 10. Una tassellazione di S%, R? o H? & una suddivizione del piano
in poligoni. Lla tassellazione di H? mostrata in figura & ottenuta disegnan-
do infinite rette nel piano. I triangoli sono rettangoli e isosceli, e sono tutti
isometrici fra loro.

FIGURA 11. L’inversione lungo la sfera di centro (0,...,0,—1) e raggio v/2
trasforma il disco di Poincaré nel semispazio.

FIGURA 12. Rette e piani in H? visualizzate con il modello del semispazio.
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DiMOSTRAZIONE. Ogni traslazione si ottiene come composizione di due in-
versioni lungo iperpiani verticali ortogonali a b. Ogni omotetia si ottiene come
composizione di due inversioni lungo ipersfere opportune centrate nell’origine. [

Il tensore metrico su H™ ha una forma molto semplice.

PROPOSIZIONE 2.26. Il tensore metrico su H™ é il sequente:

I g
9z = a g
dove x = (z1,...,1,) e g¥ & l'usuale tensore metrico euclideo su H™ C R™.

DIMOSTRAZIONE. L’inversione ¢: D™ — H" sposta 'origine O nel punto P =
(0,...,0,1). Una inversione ¢ una mappa conforme e quindi il differenziale in un
punto x € A volte una isometria di R™, con scalare A dipendente da z. In x = O
lo scalare A & 2. Indicando con ¢" e gP" i tensori di H" e D" e g¥ il tensore
euclideo, otteniamo . -

9 =596 5 =79 =9"
Tramite una traslazione orizzontale possiamo spostare P in un qualsiasi altro punto
ad altezza x,, = 1. Tutti i punti ad altezza x,, = 1 hanno quindi tensore metrico
gF. D’altra parte, la omotetia x — Az & una isometria di H™ che trasforma un
punto ad altezza 1 in un punto ad altezza A. Poiché il differenziale dell’omotetia &
A -id, il tensore metrico nei punti ad altezza A e % ([l

Anche le geodetiche verticali hanno una forma particolarmente semplice.

PROPOSIZIONE 2.27. Una geodetica verticale in H™ a velocita unitaria € para-
metrizzata nel modo sequente:

Y(t) = (21, .., Tp_1,€").

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che la velocita ha sempre norma uno. Ricordia-
|E

mo che un vettore v dello spazio tangente nel punto (z1,...,z,) ha norma L=
dove |v|¥ indica la norma euclidea. La velocita al tempo t & 7/(t) = (0,...,0,¢€?)
che ha norma .
| — &
HOl=5 =1

O

Possiamo facilmente dedurre una formula per le geodetiche in D™ passanti per
I'origine. Ricordiamo la tangente iperbolica:
sinh(t et —1
tanh(t) = ®) = .
cosh(t) e*+1
PROPOSIZIONE 2.28. Una geodetica in D™ per l’origine con velocita unitaria e
direzione x € S~ ¢ parametrizzata nel modo sequente:

llzll — 1
e
e h M) .z
~(t T x (tan 3 T
DIMOSTRAZIONE. Si pud supporre z = (0,...,0,1) e ottenere questa parame-
trizzazione da quella per una retta verticale in H" tramite inversione. ([l

Otteniamo in particolare:
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COROLLARIO 2.29. La mappa esponenziale expy: Ty — D™ nell’origine 0 di
D" ¢ il diffeomorfismo:

lzll — 1
€ x llll x
expy(z) = =—— 7 = (tanh— e
ellel +1 [l 2 =l
Le mappe esponenziali sono quindi tutte isomorfismi ed il raggio di iniettivita in
ogni punto di H™ é infinito.

COROLLARIO 2.30. Nei modelli conformi del disco e del semispazio le k-sfere
sono precisamente le usuali k-sfere euclidee (ma con centro e raggio generalmente
differente).

DiMOSTRAZIONE. Nel modello del disco, la sfera di centro 0 e raggio r & 'usuale
sfera di centro 0 e raggio In f_“; La generica sfera di centro p e raggio r & ottenuta
da questa tramite isometria. Le isometrie di H” sono composizioni di riflessioni per
la Proposizione 2.15, che nel modello del disco sono inversioni lungo piani e sfere,
e quindi mandano sfere e piani in sfere e piani per la Proposizione 2.21. Idem per

il modello del semispazio che & collegato al disco tramite inversione. O

3. Compattificazione e isometrie dello spazio iperbolico

3.1. Punti all’infinito dello spazio iperbolico. In questa sezione compatti-
fichiamo lo spazio iperbolico H" aggiungendo i suoi “punti all’infinito”. Per definire
i punti all’infinito abbiamo bisogno della nozione seguente.

DEFINIZIONE 3.1. Una semiretta geodetica in H™ & una geodetica «y: [0, 400) —
M con velocita costante pari a uno.

DEFINIZIONE 3.2. L’insieme OH" dei punti all’infinito di H™ ¢ definito co-
me l'insieme delle semirette geodetiche quozientato per la seguente relazione di
equivalenza:

Y1~ Y2 = sup {71(t),72(t)} < +oo.
Possiamo aggiungere a H" i suoi punti all’infinito e definire quindi
H» = H" U OH".

PROPOSIZIONE 3.3. Usando il modello del disco D", otteniamo una naturale
corrispondenza biunivoca fra D™ e OH" e quindi fra il disco chiuso D™ e H™.

DIMOSTRAZIONE. Una semiretta geodetica vy in D™ € un arco di circonferenza
ortogonale a D" e quindi lim;_, () & un punto in dD™. Ci resta da dimostrare
che due semirette geodetiche tendono allo stesso punto se e solo se stanno nella
stessa classe di equivalenza.

Supponiamo che due semirette =1, 72 determinino lo stesso punto in 9D".
Possiamo usare il modello del semispazio e porre questo punto all’infinito: quindi
1 € 72 sono due semirette geodetiche verticali che puntano verso 1'alto:

() = (21,...,Tp_1,Tpe"),
’72(t) = (y17 s 7yn717ynet>7

Supponiamo che z,, < y,: posso sostituire ; con la geodetica 71 (t) = 1 (t +1n 2=)
che parte alla stessa altezza di 72 ed e chiaramente equivalente a ~; visto che
d(71(t),71(t)) = In Z= per ogni t. Si veda Fig. 13.
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de™

d
xﬂ

FIGURA 13. Due rette verticali in H” a distanza euclidea d. La lunghezza
iperbolica del segmento orizzontale che le collega ad altezza x,, & mi e quindi

tende a zero per x, — oo (sinistra). Usando come parametro di altezza la
(pit intrinseca) lunghezza d’arco delle geodetiche invece di zr, si vede che
le due geodetiche 1 e 72 in realtd si avvicinano molto piu velocemente, in
modo esponenziale. Infatti il segmento orizzontale che collega 1 (¢) e v2(t) ha
lunghezza de~? (destra). Ne deduciamo che d(vy1(t),72(t)) < de™t.

Posso quindi supporre che x,, = y,. Sia d la distanza fra (z1,...,2,-1) €
(Y1, Yn_1)in R?~L Tl segmento orizzontale che collega v (t) e v2(t) ha lunghezza
euclidea d ma ha lunghezza iperbolica - let — 0 per t — co. Quindi y1 ~ 5.

D’altra parte se 1 e 72 puntano verso punti diversi di JH" & facile vedere che
non sono equivalenti. Possiamo supporre che 7y; sia verticale verso l'alto e o punti
verso un punto qualsiasi di {z,, = 0}. Per ogni M > 0 esiste un to > 0 tale che
~1(t) viva definitivamente in z,+1 > M e v2(t) viva definitivamente in z,, < ﬁ La
distanza fra 1 (t) e 72(t) & quindi definitivamente maggiore di In M? per ogni M,
cioe diverge. (|

Possiamo munire H” della topologia di D™: in questo modo abbiamo compat-
tificato lo spazio iperbolico aggiungendo i suoi punti all’infinito. La parte interna
di H? & H”. I punti all’infinito formano una sfera OH™.

Nota che mentre H™ & una varietd riemanniana completa (e quindi uno spazio
metrico), la sua compattificazione H™ & solo uno spazio topologico: non & definita
una distanza fra un punto di JH" ed un punto in H", né fra due punti distinti di
OH™.

La topologia su H" puo essere in realta definita senza fare uso del modello D™.
La definizione intrinseca ¢ la seguente: oltre agli aperti di H”, aggiungiamo per
ogni p € OH" un sistema di intorni aperti di p in H” nel modo seguente.

Sia v una geodetica che rappresenta p e sia V un intorno aperto del vettore
7'(0) nella sfera unitaria di 7’,(. Sia infine 7 > 0. Definiamo I'insieme

Uy, V,r) = {a(t) | a(0) =~(0), &/(0) €V, t >}

U{a | a(0) :7(0), o/(0) €V}

dove « indica sempre una semiretta in H". Si veda ad esempio Fig. 14. Definiamo
un sistema di intorni per p prendendo gli aperti U(~y, V,r) al variare di v, V e r. Si
ottiene cosi per H" la stessa topologia indotta da D™.

3.2. Isometrie ellittiche, paraboliche e iperboliche. Ogni isometria di
H" si estende al bordo.
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p

FIGURA 14. Un intono U(y,V,r) del punto p € OH™ (in giallo).

PROPOSIZIONE 3.4. Ogni isometria ¢: H® — H™ si estende ad un unico omeo-
morfismo ¢ : H* — H". Una isometria ¢ é determinata dalla sua traccia o|ogn al
bordo.

DIMOSTRAZIONE. L’estensione di ¢ al bordo e definita in modo naturale: un
punto al bordo ¢ una classe [y] di semirette geodetiche e nell’estensione poniamo
o([7]) = [p(7)]. L’estensione & banalmente un omeomorfismo per le riflessioni lungo
sottospazi, e quindi lo & per ogni isometria. ([l

PROPOSIZIONE 3.5. Sia ¢ una isometria di H™. Vale uno (ed uno solo) dei
fatti sequentsi.
(1) ¢ ha almeno un punto fisso in H",
(2) @ non ha punti fissi in H™ e ne ha esattamente uno in OH",
(3) ¢ non ha punti fissi in H"™ e ne ha esattamente due in OH™.

DIMOSTRAZIONE. L’estensione ¢ : H* — H" & una mappa continua. Poiché
H" ¢ omeomorfo al disco chiuso, il teorema di punto fisso di Brouwer garantisce
lesistenza di un punto fisso per .

Ci resta solo da mostrare che se non ci sono punti fissi in H™ allora i punti fissi
al bordo sono al massimo due. Supponiamo per assurdo che siano almeno tre Py,
P,, P;. Una isometria che fissa due punti al bordo fissa anche 'unica geodetica
che collega i due punti. Quindi ¢ fissa la geodetica v che collega P; e P,. D’altra
parte e facile vedere che fra le infinite geodetiche che puntano su P; ce n’¢ una sola
1 ortogonale a . L’isometria fissa Ps; e quindi deve fissare anche 7. In particolare
fissa il punto di intersezione v N n: assurdo. ]

Le isometrie di tipo (1), (2) e (3) sono dette rispettivamente ellittiche, parabo-
liche e iperboliche.

3.3. Sottospazi incidenti, paralleli e ultraparalleli. Ogni k-sottospazio
S C H™ ha una chiusura topologica S C H" nello spazio iperbolico compattificato.
Nei due modelli conformi, la traccia al bordo S = SN OH" ¢ una (k — 1)-sfera
(oppure un (k — 1)-piano piu il punto all’infinito nel modello del semispazio).

La distanza d(A, B) fra due sottoinsiemi A, B di uno spazio metrico & definita
come

dAB) = it {d(.y)}.
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FIGURA 15. I due sottospazi sono porzioni di sfere curvate in modo opposto
rispetto all’origine.

PROPOSIZIONE 3.6. Siano S e S’ due sottospazi di H"™ di dimensioni arbitrarie.
Vale uno (ed uno solo) dei fatti sequenti.
(1) SNS" #£0,
(2) SNS =0 eSNS ¢un punto in OH"; inoltre d(S,S’) = 0 e non esiste
nessuna geodetica ortogonale a S e S’,
(3) SN S = 0; inoltre d = d(S,S") > 0 ed esiste un’unica geodetica ~y or-
togonale a S e S’: il segmento di v tra S e S’ ¢ l'unico arco fra i due
sottospazi lungo esattamente d.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo innanzitutto mostrare che i tre casi esauriscono
tutte le possibilita, cioé che se S N S’ contiene almeno due punti allora S N S’
non ¢ vuoto. Se 9S8 N @S’ contiene due punti allora sia S che S’ contiene I'intera
geodetica che collega questi due punti, e quindi S NS’ # 0.

Nel caso (2) i sottospazi S e S’ contengono due rette r C S e’ C S’ che puntano
verso lo stesso punto all’infinito. Usando il modello del semispazio e ponendo questo
punto all’infinito i sottospazi S e S’ diventano due sottospazi verticali. Come
abbiamo visto nella dimostrazione della Proposizione 3.3 due rette verticali qualsiasi
contenute in S e S’ si avvicinano definitivamente e quindi d(S,S’") = 0. Inoltre &
chiaro che non esiste nessuna geodetica ortogonale a due sottospazi verticali.

Consideriamo il caso (3). Siano x; € S e a2} € S’ due successioni di punti tali che
d(z;, ;) — d. Poiché H™ & compatto possiamo supporre che entrambe convergano
r; — x e 2 — 2’ a qualche punto z,2’ € H*. Vale z € S e 2’ € §'. Per ipotesi
x # 2’ e questo fatto implica che d > 0 e z, 2’ € H": se uno dei due punti limite
x,x’ fosse all’infinito la distanza d(z;, z}) tenderebbe anch’essa a infinito.

Sia v la retta geodetica passante per i punti z e z’. Il segmento fra z e 2’ &
lungo d(x,2’) = d. La retta deve essere ortogonale a S e S’: se formasse con S
un angolo in x minore di § potremmo cambiare localmente la curva intorno a x e
trasformarla in una curva (non geodetica) che collega S e S’ con lunghezza minore
di d.

Infine, mostriamo che 7 & I'unica retta ortogonale a S e S’. Usiamo il modello
del disco, prendiamo un qualsiasi punto di «y tra x e x’ e lo spostiamo sull’origine
come in Fig. 15. Le rette ortogonali a v passanti per x e ' sono archi di circonferenze
che si incurvano in direzioni opposte ed € chiaro che non c’¢ nessuna geodetica che
possa essere ortogonale ad entrambe. [
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Due sottospazi di tipo (1), (2) o (3) sono detti rispettivamente incidenti, asin-
toticamente paralleli e ultra-paralleli.

3.4. Isometrie di H? e H3. Se M & una varieta riemanniana orientabile, indi-
chiamo con Isom™ (M) il gruppo di isometrie di M che ne preservano l’orientazione.
I gruppi Isom™ (H?) e Isom ™ (H?) possono essere descritti in modo conveniente come
opportuni gruppi di matrici 2 x 2.

Ricordiamo che la sfera di Riemann S = C U {oco} & un oggetto centrale in
analisi complessa e in geometria proiettiva. In analisi complessa un automorfismo
della sfera di Riemann & un biolomorfismo di S, cioé una funzione meromorfa su S
che induce una corrispondenza biunivoca da S in sé. Teoremi di analisi complessa
garantiscono che gli automorfismi di S sono esattamente le trasformazioni di Mobius

az+b
cz+d

Z

dove a, b, c,d sono numeri complessi tali che ad — bc # 0. Una trasformazione di
Mobius e quindi determinata da una matrice invertibile (‘Z Z) e due trasformazioni
si compongono come la moltiplicazione fra matrici. Inoltre e facile verificare che
due matrici A e B determinano la stessa trasformazione se e solo se B = AA per
qualche A\ € C*. 1l gruppo delle trasformazioni di Mdbius ¢ quindi naturalmente

isomorfo a
PGL2(C) = PSL(C) = GL2(C) /a1y = SL2(C) /11

Generalmente il simbolo P davanti ad un insieme di matrici (o altri oggetti) indica
che si quozienta l'insieme per la relazione A ~ AA per ogni A # 0. Ricordiamo
inoltre che GL,,(K) ¢ il gruppo moltiplicativo delle matrici n x n a valori nel campo
K e SL,(K) & il sottogruppo formato dalle matrici a determinante uno.

In geometria proiettiva la sfera di Riemann ¢ la retta proiettiva complessa
CP! = CU {00} e i suoi automorfismi sono le sue proiettivita

[z, w] — [az + bw, cz + dw]

dove (come sopra) ad — bc # 0. Anche in questo contesto le proiettivita sono
esattamente le trasformazioni di Mébius ed il gruppo delle proiettivita di CP* &
sempre PSLo(C). Ricordiamo che una proiettivith di CP" ¢ determinata dal suo

comportamento su n + 2 punti in posizione generale. Per n = 1 otteniamo quindi:

PROPOSIZIONE 3.7. Date due terne { Py, Py, P3} e {Q1,Q2,Qs} di punti distinti
in CP' esiste un’unica trasformazione di Mébius ¢ tale che o(P;) = Q; per ogni i.

Le trasformazioni di Mobius in cui a, b, ¢, d sono numeri reali con determinante
positivo ad — be > 0 formano un sottogruppo indicato con PSLy(R):

PSLy(R) = SLa(R) /1.

E facile vedere che queste sono esattamente le trasformazioni di Mébius che preser-
vano la retta reale estesa RU{oo} e che non scambiano le due componenti connesse
di (CUo0)\ (RUo0).

PROPOSIZIONE 3.8. Date due terne { Py, Py, P3} e {Q1,Q2,Qs} di punti distinti
in R U {oo} con la stessa orientazione ciclica esiste un’unica trasformazione di
Mobius ¢ € PSLa(R) tale che o(P;) = Q; per ogni i.



30 1. LO SPAZIO IPERBOLICO

DIMOSTRAZIONE. Esiste un’unica trasformazione di Mobius ¢ € PSLy(C) tale
che p(P;) = Q,;. Poiché le trasformazioni di Mdbius mandano circonferenze di
C (incluse le rette con il punto co) in sé, la trasformazione ¢ preserva 'unica
circonferenza R U {oco} passante per i tre punti. Il fatto che i punti abbiano la
stessa orientazione ciclica garantisce che ¢ mantenga l'orientazione di R U {co} e
quindi non scambi le due componenti connesse di (CU c0) \ (RU o0). O

Identifichiamo R? con C e vediamo il piano iperbolico H? come
H?={2€C| Sz >0}
Il gruppo PSLy(R) agisce quindi sul piano iperbolico HZ.
PROPOSIZIONE 3.9. Con il modello del semipiano Isom™ (H?) = PSLy(R).

DIMOSTRAZIONE. Il gruppo PSLy(R) & generato dalle seguenti trasformazioni:

(1) le traslazioni z +— z + b con b € R, corrispondenti alle matrici ((1) ll’),

(2) le omotetie z — Az con A € R*, corrispondenti alle matrici (\? %),
A

1

. . . . 0 —1
3) l'inversione z — —= corrispondente alla matrice .
P 10

Mostriamo che queste trasformazioni generano PSLy(R). Sia ¢ € PSLy(R). T tre
punti ¢(0), ¢(1), p(c0) sono tre punti di R U {oco} coorientati con la terna 0,1, co.
Se p(00) # o0, con una traslazione si pud spostare p(oco) in 0 e quindi con una
inversione in co. Con una traslazione successiva si puo spostare ¢(0) in 0 tenendo
fisso co. Infine, con una omotetia teniamo fissi 0 e co e spostiamo ¢(1) in 1. L’unica
trasformazione che fissa i tre punti 0, 1 e oo & l'identita e quindi siamo a posto.

D’altra parte traslazioni, omotetie e l’inversione sono chiaramente isometrie
di H? (I'inversione ¢ una inversione rispetto alla circonferenza |z| = 1). Quindi
PSLy(R) C Isom™ (H?).

Infine, anche una isometria ¢ € Isom™ (H?) & determinata dall’immagine di 3
punti nel bordo R U {co} = dH2. Supponiamo infatti che ¢ fissi 3 punti P,Q, R
del bordo. Allora preserva la geodetica - che unisce P e ). Abbiamo gia visto che
preserva anche 'unica geodetica n uscente da R ortogonale a v, e quindi il punto
n N~. La restrizione di ¢ alla retta v € una isometria che preserva l’orientazione e
fissa un punto v N 7n: quindi ¢ fissa tutti i punti della retta y. Analogamente fissa
tutti i punti della retta n. Quindi il differenziale dyn,¢p ¢ I'identita, e segue che ¢
e globalmente l'identita per il Teorema 1.28. ]

Le isometrie che preservano I'orientazione di H? sono descritte invece dall’intero

gruppo delle trasformazioni di M6bius nel modo seguente. Identifichiamo
R*=CxR={(zt) | z€ C,t € R}.
Identifichiamo anche il piano ad altezza t = 0 con C. Ogni isometria di H? si
estende al bordo
OH? = C U {00},

La proposizione seguente dice che la traccia al bordo di ogni isometria € un elemento
di PSLy(C) e che la traccia induce una bigezione fra Isom™ (H?) e PSLy(C).

PROPOSIZIONE 3.10. Con il modello del semispazio Isom™ (H?) = PSLy(C).

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione e simile a quella precedente. In modo
analogo di dimostra che PSLo(C) & generato dalle seguenti trasformazioni:
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(1) le traslazioni z + z 4+ b con b € C, corrispondenti alle matrici (5 }),

(2) le omotetie z — Az con A € C*, corrispondenti alle matrici (? \iﬁ),
A

(3) Dinversione z — —1 corrispondente alla matrice ((1) o)
Ciascuna di queste trasformazioni ¢ la traccia di una isometria di H?>:

(1) le traslazioni orizzontali (z,t) — (z + b, t),

(2) Se A = pe'?, la composizione di una omotetia (z,t) — p(z,t) e di una

rotazione (z,t) — (e92,1),

(3) linversione rispetto alla sfera |z|> + 2 = 1.
Infine, si mostra come sopra che ogni isometria & un elemento di PSLy(C), perché
una isometria di H? che fissa tre punti al bordo P, Q, R e preserva, l'orientazione di
H? & I'identitd. Come sopra mostriamo infatti che I'isometria deve fissare puntual-
mente due geodetiche v e n; il differenziale in v N7 € quindi 'identita se ristretto
al piano m tangente a v e 1. Sulla retta ortogonale al piano = il differenziale puo
essere solo +1 o —1, ed & +1 perché preserva 'orientazione. Quindi il differenziale
e l'identita su tutto lo spazio tangente Ty, e concludiamo come sopra. [

Le isometrie che invertono l’orientazione di H? e H? possono essere descritte
analogamente come antitrasformazioni di Mobius:
azZ+b
cz+d
Per H? si considerano soltanto antitrasformazioni con coefficienti reali e determi-
nante ad — bc < 0 negativo. Si possono identificare i gruppi

Isom(H?) = PGLy(R)

Z

con la convenzione che le matrici a determinante negativo agiscono come antitra-
sformazioni di M&bius.

3.5. Orosfere. Mostreremo fra poco un modo agevole con cui descrivere ogni
isometria ellittica, parabolica o iperbolica. Per studiare le isometrie paraboliche &
opportuno introdurre la nozione di orosfera.

DEFINIZIONE 3.11. Sia p un punto di OH". Una orosfera centrata in p ¢ una
ipersuperficie connessa ortogonale a tutte le rette geodetiche uscenti da p.

Le orosfere possono essere visualizzate in modo semplice usando il modello del
semispazio e ponendo p all’infinito. Le rette geodetiche uscenti da p sono tutte e
sole le rette verticali e le orosfere centrate in p sono quindi tutti e soli gli iperpiani
orizzontali {z,, = k} al variare di k € R~o.

OSSERVAZIONE 3.12. Poiché il tensore metrico g = I%gE ¢ costante su ogni

iperpiano orizzontale, ogni orosfera € isometrica a R™ e auindi piatta (cioe con
curvatura sezionale nulla). Questo fatto & abbastanza sorprendente e peculiare della
geometria iperbolica: lo spazio iperbolico H" contiene ipersuperfici isometriche a
H"~! (gli iperpiani), R"~! (le orosfere) e S™~! (le sfere).

Le orosfere centrate in un punto p # oo di 9H™ o in un punto qualsiasi p di 9D™
nel modello del disco sono tutte e sole le ipersfere tangenti al punto. Le orosfere in
H? sono circonferenze e vengono quindi chiamate orocicli; un orociclo & mostrato
in Fig. 16.
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FIGURA 16. Una orosfera in H? centrata in p € OH? & una circonferen-
za tangente a p. L’orosfera ¢ per definizione ortogonale a tutte le (infinite)
geodetiche uscenti da p.

Torniamo alle isometrie di H™. Nel modello del semispazio indichiamo un punto
come coppia (x,t) dove . = (z1,...,Zp—1) € t = Tpi1.

PROPOSIZIONE 3.13. Sia ¢ una isometria di H™:

(1) se @ é ellittica con punto fisso nell’origine di D™ allora
p(x) = Az

per una matrice A € O(n);
(2) se ¢ ¢ parabolica con punto fisso 0o nel semispazio H™ allora

p(x,t) = (Az + b, t)

per una matrice A € O(n) ed un vettore b;
(3) se @ e iperbolica con punti fissi 0 e oo allora

o(x,t) = A(Ax, t)
per una matrice A € O(n) ed uno scalare \ # 0.

DIMOSTRAZIONE. In (1) la mappa x — Az & una isometria perché il tensore
metrico ha simmetria sferica. Variando A € O(n) si ottengono tutte le possibili
isometrie dello spazio tangente in 0, e quindi tutte le possibili isometrie di H" che
fissano 0 per il Teorema 1.28.

Per (2) dimostriamo innanzitutto che ¢ preserva ciascuna orosfera centrata in
oo. L’immagine dell’orosfera Oy ad altezza t = t; € necessariamente un’orosfera O
ad una qualche altezza t = t;. Supponiamo per assurdo che t; # t3: a meno di
cambiare ¢ con la sua inversa possiamo supporre t; < ty. La restrizione

Q0|002 Oo — 01

¢ una isometria. Poiché le metriche di Oy e O sono rispettivamente t% e t% volte
0 1

quella euclidea, letta con la metrica euclidea la restrizione ¢|p, & una contrazio-
ne. Possiamo identificare Oy e O; facendo coincidere (x,tg) con (z,t;) e usa-
re il Teorema delle contrazioni per concludere che esiste un 2 € R®™! tale che
o(z,tg) = p(x,t1). La geodetica verticale passante per questi due punti ¢ quindi



3. COMPATTIFICAZIONE E ISOMETRIE DELLO SPAZIO IPERBOLICO 33

preservata, e quindi & preservato anche I’altro suo punto all’infinito (x,0): assurdo
perché @ ¢ parabolica (e non iperbolica).

Sappiamo che ¢ preserva ogni orosfera O centrata in co. Poiché ¢ preserva le
geodetiche verticali, agisce su ogni orosfera allo stesso modo. Deve preservare la
metrica di O, che ¢ euclidea. Quindi ¢ del tipo x +— Ax + b.

Infine, in (3) notiamo come in (1) che le isometrie del tipo A(Ax,t) sono tra-
sformazioni aventi 0 e co come punto fisso, e che variando A e A si ottengono tutte
le possibilita. Infatti tali trasformazioni preservano la geodetica che unisce 0 e 0o
e quindi mandano il punto (0,1) in un punto (0, A). Il differenziale di ¢ in (0,1) &
necessariamente del tipo (3 2) per una matrice A € O(n), lo stesso differenziale di
T A\ (%, t) . ([l

Lo spostamento minimo d(¢) di una isometria ¢ di H" &
d(¢) = inf d .
(p) = inf d(z,¢())

I punti che realizzano questo spostamento minimo sono gli z tali che d(z, ¢(x)) =
d()-

COROLLARIO 3.14. Valgono i fatti sequenti:

(1) una trasformazione ellittica ha spostamento minimo d = 0 realizzato in
almeno un punto,

(2) una trasformazione parabolica con punto fisso p € OH™ ha spostamento
minimo d = 0 realizzato in nessun punto e fissa ogni orosfera centrata in
;

(3) una trasformazione iperbolica con punti fissi p,q € OH™ ha spostamento
minimo positivo d > 0 realizzato in tutti e soli i punti della geodetica con
estremi in p e q.

DIMOSTRAZIONE. In (2) & chiaro che (z,t) — (Az + b,t) fissa l'orosfera ad
altezza t. Poiché la metrica sull’orosfera ad altezza t & tiz volte quella euclidea, se
t — 0o 1 punti si spostano sempre meno, e lo spostamento tende a zero.

In (3) valutiamo la mappa (z,t) — A(Az,t) e quindi la distanza fra (x,t) e
(AMz, Mt). Se x = 0 la distanza ¢ d = In A, se x # 0 & strettamente maggiore,
come si vede facilmente integrando lungo un segmento euclideo che collega i due

punti. ([l

3.6. Area e curvatura. Possiamo finalmente verificare che H" ha curvatu-
ra sezionale costante —1. Che lo spazio iperbolico abbia curvatura costante non
dovrebbe sorprendere: questo fatto & conseguenza dell’eccezionale quantita di sim-
metrie (cioé isometrie) di H™. Per calcolare la curvatura dobbiamo stimare la
differenza fra ’area di un disco iperbolico e di un disco euclideo aventi lo stesso
raggio 7.

PROPOSIZIONE 3.15. Il disco di raggio r in H? ha area
Alr)y=m(e2 — 6_%)2 = 4msinh® & = 27 (coshr — 1).

DIMOSTRAZIONE. In generale, sia U C R™ un aperto dotato di un arbitrario
tensore metrico g, che possiamo interpretare come una matrice quadrata g, dipen-
dente da x € U. Ricordiamo che g induce una forma di volume in U, ed il volume



34 1. LO SPAZIO IPERBOLICO

di un dominio D C U &
Vol(D) = / Vdetg-dxy---dz,.
D

Sia quindi D(r) il disco in H? di centro 0 e di raggio iperbolico r. Il raggio euclideo
¢ quindi tanh g per il Corollario 2.29. Otteniamo quindi

9 2
A(r) = Vol(D(r)) = -dxd :/ () dxd
0 =voo) = [ gedety= [ (s ) ey

27 pctanh § 92 2 9 tanh %
= p-dpdl9=271'|: ]
/0 /0 (1—p2> 1—p? ],

1
=4r | ————— — 1| = 4rsinh* L.
1 —tanh” 5

O
COROLLARIO 3.16. Lo spazio iperbolico H™ ha curvatura sezionale costante —1.

DIMOSTRAZIONE. Sia p € H" un punto e W C 7T}, un piano vettoriale. L’im-
magine exp, (W) tramite mappa esponenziale & il piano iperbolico passante per p
tangente a W, isometrico a H?2. II disco di raggio r ha area

4

r? ot 4 5 T 4
A(r) = 2n(coshr — 1) = 2 §+I+O(T) =7 +§+0(T)

e quindi K = —1 secondo la Definizione 1.22. ([



CAPITOLO 2

Varieta iperboliche

1. Gruppi di isometrie

1.1. Varieta iperboliche, piatte e ellittiche. Una varieta iperbolica, piatta
o ellittica € una varieta riemanniana modellata localmente su aperti di H®, R™ o

ST

DEFINIZIONE 1.1. Una wvarietd iperbolica (rispettivamente piatta o ellittica) &
una n-varieta riemanniana in cui ogni punto ha un intorno aperto isometrico ad un
aperto di H™ (risp. R o S™).

OSSERVAZIONE 1.2. Una varieta iperbolica (risp. piatta o ellittica) ha curvatura
sezionale costante —1 (risp. 0 0 +1). E possibile dimostrare 'opposto, cioe che una
varietd riemanniana con curvatura costante —1 (risp. 0 o +1) & necessariamente
iperbolica (risp. piatta o ellittica).

Lo scopo principale di questa sezione sara dimostrare il Teorema 1.18, secondo
cui ogni varietd iperbolica (piatta o ellittica) & ottenuta da H™ (R™ o S™) co-
me quoziente di un opportuno gruppo di isometrie. Per introdurre I’argomento
richiamiamo innanzitutto alcuni fatti di topologia generale.

1.2. Azioni di un gruppo e rivestimenti. Ricordiamo brevemente in que-
sta sezione alcune nozioni di topologia generale.

DEFINIZIONE 1.3. Una azione di un gruppo G su uno spazio topologico X & un
omomorfismo p: G — Omeo(X) a valori nel gruppo Omeo(X) degli omeomorfismi
da X in sé.

Nei casi che studieremo G sara semplicemente un sottogruppo di Omeo(X). In
generale, si indica comunque con g(z) I'elemento p(g)(z) per ogni g € G e z € X.
Ricordiamo che 'orbita di un punto x € X ¢ I'insieme

{g(x)|g€G}CX

mentre lo stablizzatore di x € X ¢ il sottogruppo

{g ’ g(x) :x} < G.

Le orbite definiscono una partizione dello spazio X: due punti z,y € X stanno
nella stessa orbita se e solo se y = g(x) per qualche g € G. Lo spazio topologico
quoziente X/ & ottenuto identificando i punti che stanno nella stessa orbita. Diamo
due definizioni importanti.

DEFINIZIONE 1.4. L’azione di G ¢ libera se ogni g € G non banale non ha punti
fissi, cioe g(x) # = per ogni z € X.

35
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L’azione e propriamente discontinua se per ogni coppia di punti z,y € X esi-
stono due intorni aperti U, 3 = e Uy, 3 y tali che g(U,)NU, # 0 solo per un insieme
finito di g € G.

Sia G un gruppo che agisce su uno spazio topologico X di Hausdorff. Ricor-
diamo il teorema seguente di topologia.

PROPOSIZIONE 1.5. Sono fatti equivalenti:

(1) G agisce in modo libero e propriamente discontinuo,
(2) X/G ¢ di Hausdorff e la proiezione p: X — X/ & un rivestimento.

Ricordiamo alcuni fatti noti sui rivestimenti. Considereremo implicitamente so-
lo rivestimenti fra spazi sufficientemente regolari (di Hausdorff, connessi, localmente
connessi per archi e localmente contrattili).

Un automorfismo di un rivestimento p: X — Y & un omeomorfismo f: X — X
tale che p = po f. Gli automorfismi di un rivestimento formano un gruppo che
indichiamo con Aut(p). Il gruppo Aut(p) agisce in modo libero e propriamente
discontinuo su X. E quindi naturale chiedersi se il rivestimento p: X — Y sia il
quoziente rispetto a tale azione: vediamo che questo accade solo per una classe
specifica di rivestimenti.

Ricordiamo che un rivestimento induce una mappa iniettiva p,: m(X) —
m1(Y) a livello di gruppi fondamentali (omettiamo il punto base nella notazione).
Il rivestimento & detto regolare se 'immagine p.(71(X)) € un sottogruppo normale
di 1 (Y)

PrROPOSIZIONE 1.6. Se p: X — Y ¢é un rivestimento regolare allora ¥ =
X/ aut(p) € vale l'isomorfismo

Aut(p) =2 m (Y)/p*(‘frl(X))'

COROLLARIO 1.7. Se p: X — X ¢ un rivestimento universale allora X =

X/au@) €
Aut(p) = m (X)

Un rivestimento regolare p: X — Y puo quindi sempre essere interpretato come
Peffetto dell’azione di un gruppo Aut(p) su X.

1.3. Gruppi di Lie. Gli esempi piu importanti di varieta iperboliche, piat-
te ed ellittiche si ottengono quozientando lo spazio iperbolico, piatto ed ellittico
tramite un opportuno gruppo di isometrie. Ricordiamo la definizione seguente.

DEFINIZIONE 1.8. Un gruppo di Lie € un gruppo G munito di una struttura di
varieta differenziabile, tale che le operazioni

GxG—G, (ab)r— ab

G—G, a—at

siano funzioni lisce.

Un gruppo di Lie di dimensione zero e semplicemente un insieme di punti
munito della topologia discreta. Un tale gruppo di Lie & detto discreto. Qualsiasi
gruppo € in modo naturale un gruppo discreto.

I gruppi di Lie sono oggetti importanti in geometria riemanniana in virtu del fat-
to seguente, che non dimostriamo. Ricordiamo che una mappa fra spazi topologici
¢ propria se la controimmagine di un compatto ¢ sempre compatta.
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TEOREMA 1.9 (Myers-Steenrod). Il gruppo di isometrie Isom(M) di una va-
rieta riemanniana ha una naturale struttura di gruppo di Lie, che rende la mappa
sequente liscia e propria:

Isom(M)x M — M x M
(¢,p) = (¢(p),p)

Il gruppo di Lie Isom(M) pud avere infinite componenti connesse e puod avere
dimensione zero. Il teorema di Myers-Steenrod per le varieta che ci interessano puo
essere dimostrato direttamente: abbiamo gia visto che i gruppi di isometrie di H",
R™ e S™ sono isomorfi a particolari gruppi di matrici

Isom(H") 2 O.(n,1), Isom(R") = O(n)x R", Isom(S™)=O(n+1)

e ciascuno di questi gruppi ha una naturale struttura di gruppo di Lie.! Tutti e
tre i gruppi hanno due componenti connesse: la componente connessa contenente
I'identita ¢ formata dalle isometrie che preservano l'orientazione. Notiamo che
Isom(S™) & compatto mentre Isom(H™) e Isom(R™) non lo sono: effettivamente, il
teorema di Myers-Steenrod implica immediatamente il fatto seguente.

COROLLARIO 1.10. 1l gruppo di isometrie di una varieta compatta ¢ compatto.

1.4. Gruppi discreti di isometrie. Se G & un gruppo di isometrie di una
varieta riemanniana M, e facile capire quando G agisce in modo propriamente
discontinuo:

PROPOSIZIONE 1.11. Sia G < Isom(M) un gruppo di isometrie di una varietd
riemanniana M. L’azione di G su M ¢é propriamente discontinua se e solo se G é
un sottoinsieme discreto di Isom(M).

DIMOSTRAZIONE. E facile mostrare che, essendo M di Hausdorff e localmente
compatto, 'azione di G & propriamente discontinua se e solo se vale il fatto seguente:
per ogni compatto K C M esistono un numero finito di g € G tali che g(K)NK # 0.

Per il Teorema di Myers-Steenrod la mappa

F:Isom(M) x M — M x M, (¢,p) — (¢(p),p)

e propria. Sia 7: Isom(M) x M — Isom(M) la proiezione sul primo fattore. Un
insieme K C M definisce un insieme Z C Isom(M) nel modo seguente:

Z=n(F ' (KxK))={gelsom(M) | g(K)NK #0}.

Se K C M ¢ compatto allora Z & compatto, perché F' & propria. Se G ¢ discreto,
interseca il compatto Z in un numero finito di punti, e quindi I’azione & propriamente
discontinua.

Se K & un intorno di un punto x € M, l'insieme Z € un intorno dell’identita
e € Isom(M). Se l'azione & propriamente discontinua Z N G ¢ finito. Quindi G ha
un intorno di e finito, quindi e ¢ isolato in G (i punti sono chiusi in Isom(M)). La
moltiplicazione x — gx per un elemento di g € un omeomorfismo e segue che tutti
i punti di G sono isolati, cioe G ¢ discreto. ]

LQui x indica il prodotto semidiretto: come varietd Isom(R") & diffeomorfa a O(n) x R™,
con un prodotto perd diverso da quello diretto (ma pur sempre liscio).
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Applichiamo questo risultato alla costruzione di rivestimenti fra varieta rieman-
niane. Per inquadrare bene la situazione, dimostriamo prima un fatto generale, che
puo essere riassunto dicendo che le strutture differenziabili e riemanniane possono
essere “sollevate” lungo i rivestimenti.

PROPOSIZIONE 1.12. Sia p: M — M un rivestimentoﬁa spazi topologici. Se
M ¢ una varieta differenziabile (o riemanniana), allora M ha un’unica struttu-
ra di varieta differenziabile (o riemanniana) tale che p sia un diffeomorfismo (o
isometria) locale.

DIMOSTRAZIONE. Sia U C M un aperto banalizzante. Per “banalizzante”
intendiamo che la sua controimmagine p~!(U) sia unione disgiunta di aperti U; tali
che p|y,: U; — U sia un omeomorfismo per ogni i. A questo punto & sufficiente
(e necessario) dare a ciascun U; la struttura differenziabile o riemanniana di U
trasportata tramite p. ([

Le strutture (differenziabili o riemanniane) non scendono con altrettanta facilita
da M a M. Consideriamo il caso in cui il rivestimento sia indotto dall’azione di un
gruppo.

PROPOSIZIONE 1.13. Sia G un gruppo che agisce in modo libero e propriamente
discontinuo su una varieta differenziabile (riemanniana) M e M — M/q il rive-
stimento indotto. Esiste una struttura di varietd differenziabile (riemanniana) su
M/¢q che rende la proiezione p un diffeomorfismo (isometria) locale se e solo se
G ¢ un gruppo di diffeomorfismi (isometrie) di M. Questa struttura, se esiste, é
unica.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € M/g un punto e U 3 z un intorno banalizzante;
abbiamo quindi p~*(U) = U;erU; e plu,: Ui — U omeomorfismo per ogni i € I.
Sia ig € I un indice qualsiasi. Otteniamo p~(U) = Uzecg(Ui,). Per ottenere una
struttura differenziabile (riemanniana) su U & necessario e sufficiente che gli aperti
g(Up) inducano tramite p la stessa struttura su U. Questo accade precisamente
quando ogni g agisce come un diffeomorfismo (isometria). ([

COROLLARIO 1.14. Sia G < Isom(M) un gruppo di isometrie. Se G ¢é discreto
e agisce in modo libero il quoziente M/ é una varieta riemanniana ep: M — M/q
un rivestimento ed una isometria locale.

COROLLARIO 1.15. Sia G < Isom(H™) un gruppo discreto composto solo da
isometrie iperboliche e paraboliche. Il quoziente M/ ¢ una varieta iperbolica.

DIMOSTRAZIONE. Le isometrie iperboliche e paraboliche agiscono in modo li-
bero. Il quoziente & localmente isometrico a H™ ed € quindi iperbolico. O

1.5. Mappa sviluppante. D’ora in poi un rivestimento di varieta riemannia-
ne sara sempre implicitamente un rivestimento p: M — N fra varieta riemanniane
che sia una isometria locale. Notiamo il fatto seguente.

PROPOSIZIONE 1.16. Sia p: M — N un rivestimento fra varieta riemanniane.
Allora M é completa se e solo se N é completa.

DiMOSTRAZIONE. Per il Teorema di Hopf-Rinow una varieta riemanniana &
completa se e solo se le geodetiche esistono per ogni ¢. Supponiamo che N sia
completa e mostriamo che anche M lo é. Sia 7 una geodetica uscente da un punto
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FIGURA 1. La mappa sviluppante.

x € M con direzione v. La geodetica p oy vive in IV e quindi esiste per ogni ¢.
L’unico sollevamento che coincide inizialmente con y € una geodetica che esiste per
ogni t, ed e proprio . Quindi v esiste per ogni t e M & completa. Si dimostra in
modo analogo che M completa implica N completa. O

Se M & una varieta iperbolica non completa, il suo rivestimento universale
M & una varieta iperbolica semplicemente connessa non completa. Ad esempio, M
potrebbe essere un aperto semplicemente connesso contenuto dentro H”. Mostriamo
che in generale esiste comunque una mappa naturale da M in H".

PROPOSIZIONE 1.17. Sia M una varietd iperbolica semplicemente connessa.
Esiste una isometria locale
D: M — H"
detta sviluppante. Due isometrie locali da M in H" sono ottenute l'una dall’altra

tramite post-composizione con una isometria di H". Se M ¢ completa allora D ¢
una isometria.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un punto arbitrario z € M elo mandiamo in un
punto arbitrario D(z) € H". Poiché M & iperbolica, in ogni punto y € M c¢’&¢ un
intorno U, (che possiamo supporre essere un disco aperto centrato in y di raggio
piccolo) isometrico ad un aperto (un disco) di H". Estendiamo quindi D ad una
isometria fra U, e un disco aperto centrato in D(x).

Mostriamo che la mappa D: U, — H" si estende ad un unica mappa D: M —
H" che sia una isometria locale. Sia y € M un punto arbitrario. Scegliamo un arco
v da x in y. Per compattezza esistono punti x = x1,...,zr = y su v tali che i
dischi Uy, , ..., Uy, ricoprano 7. Per ogni i = 2, ...,k esiste una unica estensione a
Ug, U...UUs;, della mappa gia definita su Uy, U...UU,, , che sia una isometria
locale. Estendendo a questo modo definiamo D(y). Si veda Fig. 1.

La definizione non dipende dalle scelte fatte perché M@ semplicemente connes-
sa. Sia 7/ un altro arco che collega x a y, da cui ricaviamo un altra catena di aperti
Ug,,..., Uy, . Larco ~' ¢ omotopo a estremi fissati con ~. E quindi facile vedere
che le due catene di aperti sono ottenute I'una dall’altra da mosse elementari quali
quella di sostituire due dischi consecutivi U, e U, , con tre dischi Uy, U, U.

i+1 i+%’ Ti41
tali che U, N Um+1 NU
it

2ip1 7 0. Poiché I'intersezione dei tre & non vuota, & chiaro
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che l'estensione ai primi due dischi ¢ la stessa di quella ai secondi tre. Quindi D e
ben definita.

La mappa D & unica quando & fissata al primo ordine in . Quingii a meno di iso-
metrie di H” & unica per il Corollario 2.7. Infine, supponiamo che M sia completa.
La mappa sviluppante D ¢ una isometria locale. Ricordiamo che un omeomorfismo
locale & promosso ad un rivestimento quando tutti i cammini possono essere solle-
vati. Il fatto che D sia un isometria locale e che M sia completa implica facilmente
che i cammini possono essere sollevati. Poiché H™ e semplicemente connesso, il
rivestimento D € in realta un omeomorfismo e quindi una isometria. O

Tutta questa sezione puo essere riassunta nel risultato seguente.

\

TEOREMA 1.18. Una varieta riemanniana completa é iperbolica se e solo se
¢ isometrica a H" /¢ per un gruppo discreto G di isometrie composto solo da
trasformazioni paraboliche, iperboliche e lidentita.

DIMOSTRAZIONE. Se G ¢ discreto e contiene solo parabolici e iperbolici allora
H" /¢ & iperbolica per il Corollario 1.15 e completa per la Proposizione 1.16.

D’al’fc\r}a parte, sia M una varieta iperbolica completa. Il suo rivestimento uni-
versale M e una varieta iperbolica per la Proposizione 1.12 e completa per la
Proposizione 1.16. Quindi & isometrico a H™ per la Proposizione 1.17.

Il Corollario 1.7 implica che M ¢ il quoziente di H"™ per I’azione di un gruppo
G = Aut(p) che deve essere un gruppo di isometrie per la Proposizione 1.13, discreto
e senza punti fissi per la Proposizione 1.11. ([

OSSERVAZIONE 1.19. In modo analogo si mostra che ogni varieta ellittica o
piatta é ottenuta come quoziente di S™ o R™ per un gruppo discreto G di isometrie
senza punti fissi.

COROLLARIO 1.20. C’¢ una naturale corrispondenza biunivoca fra gli insiemi

senza elementi ellittici

a meno di coniugio

varieta iperboliche complete
a meno di isometria

sottogruppi discreti di Isom(H")
f—

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto come ogni varieta iperbolica completa si rea-
lizzi come H" /p per un gruppo I' discreto di isometrie senza elementi ellittici (solo
iperbolici o parabolici). L’unica arbitrarieta nel passaggio da M a I' & la scelta di
una isometria fra M e H". Ogni altra isometria si ottiene componendo quella scel-
ta con un elemento g € Isom(M), ed il gruppo I' cambia conseguentemente come
coniugio rispetto a g. O

1.6. Varieta piatte. Nelle sezioni precedenti abbiamo dimostrato che ogni
varieta iperbolica, piatta o ellittica e costruita come quoziente di H”, R™ o S™
per un gruppo discreto I' di isometrie senza punti fissi. Mostriamo alcuni esempi
importanti in questa sezione e le successive.

Una traslazione intera di R™ e una traslazione x — x 4+ b di un vettore b € Z".
Le traslazioni intere formano un sottogruppo discreto I' < Isom(R™) isomorfo a Z".
Il quoziente R™/r & in modo naturale diffeomorfo al toro n-dimensionale:

R"/zn = (R/z)" =2 81 x ... x St

n
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0,1) - (1,1) 0,1) < (1,1)

L L
(0,0) (1,0) (0,0) (1,0)

FIGURA 2. Due domini fondamentali in R? per il toro (sinistra) e la botti-
glia di Klein (centro): i punti nei lati opposti devono essere identificati come
indicato dalle frecce. Un dominio fondamentale in S? per il piano proiettivo.

che ¢ quindi dotato di una struttura di varieta riemanniana piatta. In dimensione
n = 2 puo essere agevole disegnare un dominio fondamentale per I'azione di I'. La
seguente definizione vale in generale.

DEFINIZIONE 1.21. Un dominio fondamentale per 'azione di un gruppo I' su
una varieta M e un chiuso connesso D C M che interseca ogni orbita in almeno
un punto, che sia la chiusura di un aperto D che interseca ogni orbita in al pit un
punto.

In presenza di un dominio fondamentale D, lo spazio quoziente puo essere
ottenuto semplicemente quozientando D identificando i punti di dD che stanno
sulla stessa orbita. Ad esempio un dominio fondamentale per I' & il quadrato D
mostrato in Fig. 2-(sinistra). Identificando i lati opposti si ottiene effettivamente
un toro.

Fra le superfici piatte troviamo anche la bottiglia di Klein ottenuta prendendo
come I' il gruppo generato dalle isometrie seguenti:

T (z,y) — (x 4+ 1,y), n: (z,y) — (1 —x,y+1).

Un dominio fondamentale per la bottiglia di Klein & mostrato in Fig. 2-(centro).
I sottogruppi (1) e (n) generati rispettivamente da 7 e n sono entrambi isomorfi a
Z. Notiamo perd che R?/(;y & un cilindro infinito e R?/,y & un nastro di Mébius
infinito. Essendo sottogruppi di I' entrambi gli spazi rivestono la bottiglia di Klein.

Il sottogruppo di I' generato dalle traslazioni 7 e n? & isomorfo a Z? ed ha indice
due in I'. La bottiglia di Klein ha infatti un rivestimento doppio isometrico ad un
toro piatto. Il suo dominio fondamentale & un rettangolo di vertici (0,0), (1,0),
(0,2), (1,2).

1.7. Varieta ellittiche. Ogni varieta ellittica completa e quoziente di S™,
quindi & compatta e ha gruppo fondamentale finito.>

Un esempio importante ¢ lo spazio proiettivo reale RP™ che puo essere ottenuto
quozientando S™ tramite la mappa antipodale i: v — —wv. In altre parole otteniamo
RP"™ come quoziente del gruppo formato da due elementi {e,i}. La mappa anti-
podale & una isometria e quindi RP™ eredita una struttura di varieta ellittica. Un
esmisfero ¢ un dominio fondamentale, in Fig. 2-(destra) & mostrato il caso n = 2.

2Ogni rivestimento fra varietad compatte ha grado finito.
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Troviamo altri esempi oltre allo spazio proiettivo in dimensione n = 3. Siano p
e ¢ due interi coprimi qualsiasi. Sia w = e » . Identifichiamo R* con C? e vediamo
S3 come

53 ={(z,w) € C* | |2|* + |w|]* = 1}.
La mappa
f(z,w) = (wz,wlw)

¢ una isometria di R* perché effettua contemporaneamente sui due piani ortogonali
w = 0 e z = 0 due rotazioni di angolo 2?” e ?. La mappa f quindi & una isometria
di $3. Inoltre ha ordine p e nessuna delle sue potenze f, f2,..., fP~! ha punti fissi.
Infine il gruppo I' = (f) generato da f & discreto perché & finito.

Il quoziente S3/r & quindi una varieta ellittica avente gruppo fondamentale
isomorfo aI' = Z,,. Tale varieta ¢ detta spazio lenticolare ed ¢ normalmente indicata
con il simbolo L(p, q).

1.8. Cuspidi. Non ¢ sempre facile descrivere una varieta iperbolica costruen-
do esplicitamente un gruppo I' di isometrie di H", spesso si preferisce ricorrere
a costruzioni piu geometriche del tipo “taglia e incolla”, come vedremo dopo.
Descriviamo qui comunque un esempio importante.

Visualizziamo H" con il modello del semispazio, usando le coordinate (x,t) con
x € R" 1 et € Ryy. Sappiamo che ogni isometria 2 — Ax + b di R"~! definisce
una isometria (z,t) — (Az +b,t) di H".

DEFINIZIONE 1.22. Sia I' < Isom(R"~!) un gruppo discreto di isometrie senza
punti fissi. Il gruppo I' agisce anche su H" ed il quoziente H" /i ¢ detta cuspide.

Il quoziente M = R"~!/p & una varieta piatta di dimensione n— 1, dotata di un
tensore metrico gps. La cuspide € quindi isometrica a M x Rs g con tensore metrico
in (z,t) dato da 2L,

OSSERVAZIONE 1.23. E piu naturale parametrizzare la secondo coordinata ¢
tramite lunghezza d’arco. Come abbiamo visto nella Proposizione 2.27 del capitolo
precedente, una geodetica verticale con velocita unitaria e parametrizzata da t = e“.
Quindi usando u invece di ¢ la cuspide ¢ isometrica a M xR con tensore (e “2“gps )@ 1.
Muovendosi di livello u a velocita costante otteniamo quindi una contrazione del
fattore M di tipo esponenziale.

Sen=2el eil gruppo di isometrie generato da una traslazione x — x + b la
cuspide & diffeomorfa a S! x R. La circonferenza S' al tempo u ¢ lunga e~2*. Una
porzione troncata di cuspide puo essere visualizzata come superficie contenuta in
R3. Questa superficie ¢ detta pseudosfera ed & mostrata in Fig. 3.

Topologicamente la cuspide & diffeomorfa a H? meno un punto p, perd non &
isometrica a H2\ {p}: quest’ultima varieta iperbolica infatti non & completa, mentre
le cuspidi lo sono per la Proposizone 1.16.

Notiamo che una cuspide ha raggio di iniettivita nullo. Piti in generale vale il
fatto seguente.

PROPOSIZIONE 1.24. Sia T' < Isom(H") un gruppo discreto senza elementi
ellittici. Se T' contiene elementi parabolici allora la varieta iperbolica H™/r ha
raggio di iniettivita nullo.
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FIGURA 3. La pseudosfera & una superficie isometrica all’unione di due
cuspidi troncate. Ogni punto ha curvatura gaussiana —1.

a
@ & &

FIGURA 4. Una sfera con 2 manici pud essere rappresentata in vari modi.

DiMOSTRAZIONE. Un elemento parabolico v € I' ha spostamento minimo zero
(si veda il Corollario 3.14 nel Capitolo 1). Esistono cio¢ punti di H" che vengono
spostati in punti arbitrariamente vicini. Il raggio di iniettivita nell’immagine di
questi punti in H" /i deve quindi tendere a zero. ([

COROLLARIO 1.25. Se M = H"/T é varietd iperbolica compatta il gruppo T
contiene solo l'identita e elementi iperbolici.

DIMOSTRAZIONE. Il raggio di iniettivita di una varieta compatta e positivo
(Proposizione 1.19 nel Capitolo 1). O

2. Spazio di Teichmiiller

2.1. Classificazione delle superfici. Richiamiamo il teorema di classifica-
zione delle superfici.

TEOREMA 2.1. Ogni superficie compatta, connessa e orientabile é diffeomorfa
alla superficie Sy ottenuta attaccando g manici alla sfera S* come indicato in Fig. 4-
(sinistra,).

La caratteristica di Eulero di Sy ¢ x(Sy) = 2 — 2¢g: le superfici Sy hanno
caratteristica di Eulero differente e sono quindi effettivamente non diffeomorfe fra
loro. Una superficie riemaniana & ovviamente una superficie dotata di un tensore
metrico. Ad esempio, ogni superficie contenuta in R come le tre superfici mostrate
in Fig. 4 ha un tensore metrico indotto da quello euclideo di R3.
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Come abbiamo visto nella Sezione 1.9 in ogni punto p di una superficie rie-
manniana S ¢ definita una curvatura gaussiana K, € R. Il famoso teorema di
Gauss-Bonnet collega la curvatura alla caratteristica di Eulero di S:

TEOREMA 2.2 (Gauss-Bonnet). Sia S una superficie compatta. Vale lugua-
glianza

/SKp = 2mx(9).

Ricordiamo una superficie riemanniana ellittica, euclidea, iperbolica ha curva-
tura gaussiana costante rispettivamente pari a 1, 0 e —1. Il teorema di Gauss-
Bonnet mostra in particolare che la sfera e 'unica superficie orientabile che puo
ammettere una metrica ellittica, il toro e 'unica che puo ammettere una metrica
piatta, e le altre superfici S, con genere g > 2 sono le uniche che possono ammettere
una metrica iperbolica. Abbiamo gia visto che sfera e toro ammettono effetivamente
una metrica (rispettivamente) ellittica e piatta. Costruiamo nelle prossime sezioni
varie metriche iperboliche tutte le superfici orientabili di genere g > 2.

Notiamo inoltre che una superficie contenuta in R? con curvatura costante
deve avere curvatura positiva ed ¢ quindi una sfera. Infatti ¢ facile vedere che
una superficie compatta contenuta in R? ha sempre almeno un punto con curvatura
positiva. Le metriche a curvatura costante —1 che costruiremo nelle prossime sezioni
non saranno quindi visibili dentro R3.

2.2. Varieta iperboliche con bordo geodetico. Come capita spesso in
geometria, esiste una nozione di varieta iperbolica “a bordo” per cui continuano ad
essere valide molte delle proprieta enunciate fin’ora.

Ricordiamo che una varieta differenziabile M con bordo € uno spazio topologico
con carte in un semispazio fissato di R™ invece che in R™. Gli atlanti sono sempre
funzioni lisce. I punti corrispondenti al bordo del semispazio formano un sottoin-
sieme OM di M detto appunto bordo. Il bordo di una n-varieta & in modo naturale
una (n — 1)-varieta senza bordo.

Possiamo definire lo spazio tangente T, in modo naturale come un semi-spazio
vettoriale. Con questa definizione molte nozioni geometriche della geometria rie-
manniana si estendono facilmente a varieta con bordo. Il bordo di una varieta
riemanniana ¢ in modo naturale una varieta riemanniana.

DEFINIZIONE 2.3. Una varieta iperbolica (ellittica, piatta) M a bordo geodetico
€ una varieta riemanniana con bordo in cui ogni punto ha un aperto isometrico ad
un aperto di un semispazio fissato di H" (S™, R™).

Il bordo OM di M & in modo naturale una varieta iperbolica (ellittica, piatta)
senza bordo. La mappa esponenziale ed il raggio di iniettivita inj, di un punto
x € OM sono definiti in modo analogo a quanto visto nella Sezione 1.6 del Capitolo
1, tenendo conto che lo spazio tangente T}, € in realta un semispazio.

Due varieta con bordo geodetico isometrico possono essere incollate e generare
cosl una nuova varieta. Piu precisamente, siano M e N due varieta iperboliche
(ellittiche, piatte) e ¢: IM — ON una isometria. Sia M Uy N lo spazio topologico
ottenuto quozientando I'unione disgiunta M LI N per la relazione di equivalenza che
identifica « con 9 (x) per ogni x € M.

PROPOSIZIONE 2.4. Lo spazio M Uy N ha una naturale struttura di varietd
iperbolica.
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DIMOSTRAZIONE. Definiamo su MUy N un atlante di aperti a valori in H", tale
che le funzioni di transizione siano tutte isometrie. Questo fornisce una struttura
di varieta iperbolica.

I punti M Uy N provenienti da punti interni di M o N sono dotati delle stesse
carte in H" che avevano in int(M) e int(IV). Consideriamo ora un punto proveniente
da una identificazione x ~ () fra due punti x € M e ¢(z) € N.

Il punto = ha un intorno in M isometrico ad una semi-palla D C H" di raggio
e. Analogamente v (z) ha un intorno in N isometrico ad una semi-palla D’ C H" di
raggio €. L’isometria ¢: OM — ON definisce una isometria fra le pareti geodetiche
delle due palle. Questa isometria si estende in modo unico ad una isometria v’ di
H™ tale che ¥'(D) U D’ sia una palla di raggio ¢. Questa palla fornisce un intorno
per . Abbiamo cosi definito un atlante ed una metrica iperbolica su M Uy, N. O

Se M & una varieta iperbolica con bordo geodetico, lo & anche il suo rivestimento
universale M , e continua ad essere vero che M ¢ completa se e solo se lo € M. Tnoltre
e definita come nella Proposizione 1.17 una sviluppante D : M — H"; 'unica novita
qui e che D generalmente non e suriettiva, anche quando M & completa.

PROPOSIZIONE 2.5. Sia M una varietd iperbolica con bordo geodetico sempli-
cemente connessa. Fsiste una isometria locale

D: M — H"
detta sviluppante. Due isometrie locali da M in H" sono ottenute l'una dall’altra

tramite post-composizione con una isometria di H™. Se M ¢& completa allora D é
una isometria sull’immagine D(M), che é Uintersezione di alcuni semispazi di H™.

DIMOSTRAZIONE. La sviluppante ¢ definita come nella Proposizione 1.17 (si
veda la Fig. 1) e risulta sempre essere una isometria locale. Ristretta sull’immagine,
la mappa & una isometria locale, e se M ¢ e completa tutti i cammlnl POSSoNo essere
sollevati: quindi ¢ un rivestimento D: M — D(M ). Poiché M & completa lo &
anche D(M ), perché la completezza passa nei rivestimenti.

In particolare I'immagine D (M ) & una varietd a bordo geodetico in H" chiu-
sa. Poiché e chiusa, il suo bordo € chiuso ed ¢ necessariamente una unione di
iperpiani. Quindi D (N) ¢ intersezione di semispazi. In particolare D(M ) & un
sottoinsieme convesso di H", quindi contrattile, quindi semplicemente connesso.
Quindi il rivestimento D': M — D(M ) ¢ in realta un diffeomorfismo (e quindi una
isometria). O

Possiamo quindi identificare il rivestimento universale di una varieta iperbolica
M con bordo geodetico con una intersezione di semispazi in H"™ come ad esempio
in Fig. 5. I sottospazi sono generalmente in numero infinito.

Una superficie iperbolica (ellittica, piatta) compatta a bordo geodetico ha un
bordo formato da un numero finito di geodetiche chiuse. Per tali superfici continua
a valere il teorema di Gauss-Bonnet:

TEOREMA 2.6 (Gauss-Bonnet). Sia S una superficie iperbolica (ellittica, piatta)
compatta a bordo geodetico. Vale l'uguaglianza

K - Area(S) = /SK = 2mx(S)

dove K = —1 (rispettivamente K =1, K =0) ¢ la curvatura di S.
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FIGURA 5. 1l rivestimento universale di una superficie iperbolica con bordo
geodetico & l'intersezione di un numero (generalmente infinito) di semipiani in

H2.

Ne deduciamo che una superficie iperbolica con bordo geodetico deve avere
caratteristica di Eulero negativa.

Se il bordo non & geodetico esiste una formula di Gauss-Bonnet piu generale
in cui nel termine a sinistra compare un contributo dato dalla curvatura del bordo
(che & zero precisamente quando ¢ geodetico).

2.3. Pantaloni iperbolici. Un pantalone & una superficie compatta a bor-
do ottenuta rimuovendo tre piccoli dischi aperti da una sfera. Un pantalone ha
caratteristica di Eulero —1. Dimostriamo in questa sezione il fatto seguente.

PROPOSIZIONE 2.7. Dati tre numeri reali positivi a,b,c > 0 esiste (a meno di
isometrie) un unico pantalone iperbolico con bordo geodetico, le cui curve di bordo
abbiano lunghezza a, b e c.

Per dimostrare questa proposizione avremo bisogno di studiare alcuni poligoni
in H2. Un poligono in H? (o R?, S?) & Pintersezione di un numero finito di semipiani,
che sia compatta e con parte interna non vuota. Il bordo di un poligono & unione
di un numero finito di segmenti (cioé porzioni compatte di retta) detti lati. Due
segmenti consecutivi si intersecano in un punto detto vertice e definiscono un angolo
interno. Un poligono e retto se gli angoli interni sono tutti retti.

Ad esempio Fig. 6-(sinistra) mostra un esagono retto. La proposizione seguente
afferma che le lunghezze a, b, ¢ mostrate in figura determinano tutto ’esagono.

LEMMA 2.8. Dati tre numeri reali a,b,c > 0 esiste (a meno di isometrie) un
unico esagono iperbolico retto che ha tre lati non adiacenti di lunghezza a, b e c.

DIMOSTRAZIONE. Si costruisce ’esagono nel modo seguente. Si prenda come
in Fig. 6-(destra) una retta in H? e si fissa un segmento lungo z. Si tracciano due
perpendicolari uscenti dai vertici del segmento. Dopo aver percorso due segmenti
lunghi a e b si tracciano ancora due perpendicolari.

Se x ¢ sufficientemente grande le due perpendicolari finali sono ultraparallele
e quindi esiste un’unica retta perpendicolare ad entrambe. Questa retta chiude
Pesagono con un segmento di una certa lunghezza f(z) dipendente solo da z. Si
vede facilmente che f ¢ una funzione crescente ed assume tutti i valori reali positivi.
Quindi esiste un unico x tale che f(z) = ¢ e la proposizione ¢ dimostrata. [
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FIGURA 6. Un esagono retto con lati non adiacenti di lunghezza a, b e ¢
(sinistra). L’esagono si costruisce prendendo un segmento lungo z in una retta

arbitraria, tracciando due perpendicolari agli estremi lunghe a e b e tracciando
due ulteriori perpendicolari. Se x € abbastanza grande le ultime due rette sono
ultraparallele e a distanza f(z). Esiste un solo = per cui ¢ = f(z).

2¢c

+

a b a b 2a 2b

FIGURA 7. Incollando due esagoni lungo i lati neri si ottiene un pantalone
iperbolico con bordo geodetico.

Incollando due esagoni con lati lunghi a,b,c come mostrato in Fig. 7 si co-
struiscono pantaloni iperbolici con curve di bordo lunghe 2a, 2b, 2¢c. Per mostrare
I'unicita di questi pantaloni abbiamo bisogno del fatto seguente.

LEMMA 2.9. In un pantalone geodetico P, due componenti distinte di OP sono
collegate da un’unica geodetica ortogonale a OP. Le tre geodetiche cosi ottenute
sono disgiunte e dividono il pantalone in due esagoni retti.

DIMOSTRAZIONE. Siano C1,Cs, C3 le componenti di P e sia 7; una curva di
lunghezza minore fra tutte quelle che collegano C; e Cy, con {i, j, k} = {1,2,3}. La
curva -y; esiste perché P & compatto, ed & necessariamente una geodetica ortogonale
ai bordi.

Le geodetiche 71, v2 € 3 sono disgiunte: supponiamo che y; e s si intersechino
in un punto p. Siano A\; e Ay le porzioni di y; e 2 con estremi in p e C3. Possiamo
supporre che L(A1) < A2. Modifichiamo allora 7, sostituendo il segmento Ay con
A1: otteniamo una curva che collega C; e C3 avente al piu la stessa lunghezza di
~2 ma che non & geodetica (perché forma un angolo in p): assurdo.

Le tre geodetiche 1, y2 € v3 suddividono P in esagoni come in Fig. 8. Supponia-
mo infine per assurdo che esista un’altra geodetica ~{ oltre a y; che sia ortogonale
al bordo in Cy e C3. Sia x = 1 N Cy. Disegniamo ~; in blu nei due esagoni in
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FIGURA 8. Una geodetica.

Fig. 8. La geodetica 7] esce da x e incontra necessariamente il lato opposto dell’e-
sagono, cioé yo. Se infatti incontrasse 7y; o 73 formerebbe un triangolo con somma
degli angoli interni superiore a 7, che ¢ impossibile in H?2, mentre se incontrasse
C3 formerebbe un quadrilatero retto, che € anch’esso impossibile. Ragionando in
questo modo mostriamo che ] deve intersecare alternativamente s e v; (passando
da un esagono all’altro) finché non incontra Cs formando anche qui un triangolo
con due angoli retti, che e assurdo. (I

Possiamo infine dimostrare il risultato principale di questa sezione.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 2.7. Abbiamo visto che con due esa-
goni retti si ottengono pantaloni iperbolici con lunghezze 2a, 2b, 2¢ delle geodetiche
di bordo arbitrarie. D’altra parte, siano P e P’ due pantaloni entrambi con lun-
ghezze 2a,2b,2c al bordo. Il Lemma 2.9 mostra che P ¢ unione di due esagoni
incollati lungo tre geodetiche. I due esagoni hanno tre lati non adiacenti della stes-
sa lunghezza, quindi sono isometrici per il Lemma 2.8, e quindi le lunghezze degli
altri tre lati sono a, b e c. Lo stesso vale per P’. Tutti questi esagoni sono isometrici
fra loro, e quindi lo sono anche P e P’. |

Nella sezione precedente abbiamo visto che una superficie iperbolica con bordo
geodetico deve avere caratteristica negativa. Adesso abbiamo gli strumenti per
provare I'implicazione opposta, e cioe che ogni superficie connessa con bordo avente
caratteristica di Eulero negativa ammette una metrica iperbolica.

Ricordiamo che Sy ¢ la superficie compatta ottenuta attaccando g manici alla
sfera come in Fig. 4. Indichiamo con S, ; la superficie con bordo ottenuta rimuo-
vendo b dischi aperti disgiunti da S,;. La superficie Sy, dipende effettivamente (a
meno di diffeomorfismo) solo dai valori g e b. La sua caratteristica di Eulero &

X(Sg@) =2 2g —b.
In particolare Sy 3 € un paio di pantaloni.

ProprosizioNE 2.10. Se x < 0 allora Sy st decompone in —x = 2g +b — 2
pantaloni.

DIMOSTRAZIONE. Se b = 0 allora g > 2 e la superficie si decompone facilmente
come mostrato in Fig. 9. Una decomposizione per S, ; puo essere ottenuta a partire
da una decomposizione per S, ;1 infilando un pantalone tra due pantaloni adiacenti
(creando quindi una componente di bordo in pitt ma lasciando il genere g invariato).

O
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FIGURA 9. Incollando pantaloni si costruiscono tutte le superfici con bor-
do connesse di caratteristica di Eulero negativa. Qui ¢ mostrata una
decomposizione di S3.

COROLLARIO 2.11. Se x < 0 allora Sy, ammette una metrica iperbolica.

DIMOSTRAZIONE. Decomponiamo S, in pantaloni. Assegnamo un numero
reale positivo arbitrario ad ogni curva semplice chiusa della decomposizione (ad
esempio, le 6 curve rosse mostrate in Fig. 9). Assegnamo ad ogni pantalone 'unica
metrica iperbolica le cui geodetiche di bordo hanno come lunghezze i numeri reali
assegnati. Incolliamo quindi i pantaloni e otteniamo una metrica iperbolica per
Sy |

Nella costruzione di una metrica iperbolica su S, ; abbiamo avuto molta li-
berta di scelta. Ad esempio, possiamo scegliere arbitrariamente le lunghezze delle
geodetiche di bordo di Sy 5. Il resto di questo capitolo ¢ essenzialmente dedicato
allo studio delle differenti metriche iperboliche che possono essere assegnate ad una
superficie compatta.

2.4. Geodetiche chiuse. Studiamo in questa sezione come si comportano
le geodetiche chiuse in una superficie iperbolica (e in una varieta iperbolica di
dimensione arbitraria). Una geodetica chiusa in una varieta riemanniana M & una
mappa liscia S — M che sia localmente una geodetica con velocita non nulla.

Se X e Y sono due spazi topologici, il simbolo [X,Y] indica linsieme delle
mappe continue da X in Y, viste a meno di omotopia. Consideriamo qui il caso
X = S' ed enunciamo un teorema di topologia.

PROPOSIZIONE 2.12. Sia Y uno spazio connesso per archi e yo un punto base.
La mappa naturale
F:m(Y,y0) — [S',Y]

induce una corrispondenza biunivoca fra classi di coniugio di w1 (Y, yo) e [S1,Y].

DIMOSTRAZIONE. Un elemento di 71 (Y, o) ¢ rappresentato da un laccio a: St —
Y con punto base (1) = yo ed induce ben definito un elemento di [S1,Y]. La
mappa F cosl definita & suriettiva, perché qualsiasi mappa da S! in Y pud essere
omotopata in modo da passare per yo.

Inoltre due lacci @, @’ con punto base a(1) = /(1) = yo inducono lo stesso
elemento in [S!,Y] se e solo se esiste una omotopia H: S* x [0,1] — Y che si
restringa a « e o/ quando ristretta in 0 ¢ 1. L’omotopia ¢ libera: la curva v: t —
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H(1,t) non & costantemente ferma in yp, ma forma un altro laccio che parte e
torna in gyg. L’omotopia H induce facilmente una omotopia a estremi fissati fra «a
ey loa’ox. In altre parole, F(a) = F(a') se e solo se @ e o’ sono coniugate. [

Se M = H"/r & una varietd iperbolica completa, gli elementi di [S*, M] sono in
corrispondenza biunivoca con le classi di coniugio di I'. Due elementi coniugati di
I’ sono dello stesso tipo (banale, parabolico o iperbolico) e hanno lo stesso sposta-
mento minimo. Quindi ogni elemento di [S!, M] & di un tipo ben definito (banale,
parabolico o iperbolico) e ha uno spostamento minimo d (si veda la Sezione 3.5 nel
Capitolo 1)

PROPOSIZIONE 2.13. Un elemento iperbolico di [S*, M| & rappresentato da un’u-
nica geodetica chiusa, di lunghezza d pari al suo spostamento minimo. Gli elementi
banale e parabolici non sono rappresentati da geodetiche chiuse.

DIMOSTRAZIONE. Una isometria iperbolica g € I" ha un’unica geodetica inva-
riante, ’asse, che si proietta su una geodetica chiusa di M di lunghezza d. Due
isometrie coniugate determinano la stessa geodetica. Due isometrie non coniugate
invece determinano geodetiche non omotope per la Proposizione 2.12.

D’altra parte, se v & una curva geodetica, fissando un punto base xy € H"
con p(xg) € v la curva v determina un elemento in m (M, p(zg)) = T' cioé una
isometria g che preserva 7. Le uniche isometrie che preservano una geodetica sono
le iperboliche, e la geodetica e 1’asse. O

E possibile usare questo risultato per dimostrare un fatto non banale riguar-
dante la topologia delle superfici. Ricordiamo che una isotopia ambiente in una
varietd M & una mappa liscia F': M x [0,1] — M tale che Fy = idps e ogni livello
Fy: M — M sia un diffeomorfismo, dove si intende ovviamente F; = F(-,t).

COROLLARIO 2.14. Siano 1,72 due curve semplici chiuse omotopicamente non
banali e disgiunte in una superficie compatta S (con o senza bordo). Le due curve
sono omotope se e solo se esiste una isotopia ambiente che sposta v1 in ya.

DiMOSTRAZIONE. Tagliamo la superficie lungo le due curve v; e 5. Ottenia-
mo un certo numero di superfici con bordo (al massimo tre). Nessuna di queste
superfici ha caratteristica di Eulero y positiva, altrimenti dovrebbe essere un disco
e il suo bordo 7; o 72 sarebbe omotopicamente banale. Se una superficie ha ca-
ratteristica x zero, allora & un anello S* x [0, 1] e le sue due componenti di bordo
sono necessariamente y; e y2: possiamo usare I’anello per costruire facilmente una
isotopia ambiente che sposta v; su vs.

Altrimenti restiamo con superfici tutte con x < 0. Come mostrato nel Corol-
lario 2.11, queste superfici possono essere decomposte in pantaloni iperbolici che
inducono una struttura iperbolica su S in cui y; e 72 sono geodetiche distinte.
Quindi 77 e 2 non sono omotope per la Proposizione 2.4, contro le ipotesi. O

Ridimostreremo fra poco lo stesso risultato eliminando l'ipotesi che v; e 2
siano disgiunte. Notiamo che una geodetica chiusa non & necessariamente semplice.

PROPOSIZIONE 2.15. Sia v una geodetica chiusa in una varietd riemanniana
M. Vale uno (ed uno solo) dei fatti sequenti.
(1) la curva v é semplice,
(2) la curva 7 si autointerseca trasversalmente in un numero finito di punti,
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F1GURA 10. Curve e rette hanno distanza uniformemente limitata e tendono
quindi agli stessi punti al bordo (sinistra). Se due geodetiche si intersecano
allora anche le curve a loro omotope si intersecano (destra).

(3) la curva v percorre una curva di tipo (1) o (2) un numero k > 2 di volte.

DIMOSTRAZIONE. Se la curva non e semplice, deve autointersecarsi. Se lo fa
solo con tangenti diverse vale (2). Se lo fa con le stesse tangenti vale (3). O

Il punto (3) equivale a dire che y(e*) = n(e¥*) per una geodetica n e k > 2.
In una superficie delle curve semplici chiuse disgiunte non omotope hanno pero
comunque rappresentanti geodetici semplici e disgiunti.

PROPOSIZIONE 2.16. Sia S una superficie iperbolica completa, con o senza bor-
do. Siano vi,...,7, delle curve semplici chiuse di tipo iperbolico, tali che ; e
v; siano disgiunte e non omotope (neppure cambiandone l'orientazione) per ogni
1% 7.

Allora le geodetiche 77, ... ,7 omotope a queste curve sono anch’esse semplici
e disgiunte. Esiste inoltre una isotopia ambiente che sposta le v; nelle 7;.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo innanzitutto che ogni 7; & semplice. Ricordiamo
che il rivestimento universale S di S e isometrico ad un dominio contenuto in
H? (e coincide con H? se S = (). La controimmagine di 7; nel rivestimento
universale € necessariamente unione di rette. La controimmagine di v; € unione
di curve, per ipotesi semplici e disgiunte. L’omotopia fra -; e 7; si solleva ad una
omotopia fra queste curve e queste rette. Poiché 'omotopia fra -; e 7; ha dominio
compatto, esiste M > 0 tale che ogni punto viene spostato meno di M. Quindi ogni
sollevamento di 7; € interamente contenuto nel M-intorno di un sollevamento di 73,
che e una retta. Un M-intorno di una retta nel modello del disco D™ & mostrato
in figura. Il sollevamento di y; & costretto a stare in questo intorno e quindi tende
agli stessi punti all’infinito delle retta come in Fig. 10-(sinistra).

Se 7; non e semplice, si autointerseca in un numero finito di punti oppure
avvolge k > 2 volte un’altra geodetica 7. Nel primo caso, almeno due delle rette in
H? si intersecano come in Fig. 10-(destra). Le corrispondenti curve omotope hanno
gli stessi punti all’infinito delle rette e quindi si devono intersecare (perché i loro
punti all’infinito sono “allacciati”): assurdo.

Resta da considerare il caso ¥;(e*) = n(e™**) per una geodetica semplice 7.
Rappresentiamo una retta controimmagine di 7; nel modello del semipiano come
retta verticale. Abbiamo S = S/r e siano g,g"* € T le isometrie che lasciano fissa

figura bananae
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FIGURA 11. Una curva semplice chiusa in una superficie deve essere
primitiva nel gruppo fondamentale.

questa retta e la quozientano alle geodetiche 7 e 7;. Sia x un punto arbitrario sulla
retta. In Fig. 11-(destra) € mostrato il caso k = 2. La curva +; interseca la retta
ortogonale a x in (almeno) un punto p. Un sollevamento di 7; parte da p e finisce in
g?(p). Come si vede in figura, quozientando rispetto a g si ottiene necessariamente
una curva che si interseca. Quindi y; non e semplice, contrariamente alle ipotesi.

Mostriamo che 7; N7; = 0. 1l fatto che ; non sia omotopa a +y; neppure dopo
un cambio di orientazione esclude che 7; e 7; abbiano lo stesso supporto. Quindi
si intersecano trasversalmente in un numero finito di punti, e la dimostrazione
prosegue esattamente come prima: se 7; interseca 7; allora +y; interseca ;.

Mostriamo infine che e possibile trasformare le curve 7; nelle geodetiche 7;
simultaneamente tramite una isotopia ambiente. Se U;y; e U;7%; siano insiemi di-
sgiunti, concludiamo utilizzando piu volte il Corollario 2.14: spostiamo con una
isotopia ambiente la curva v; su 77, quindi tagliamo la superficie lungo questa
curva e spostiamo con una isotopia ambiente v, su 7z, etc.

Se gli insiemi U;7y; e U;77; non sono disgiunti, a meno di perturbare U;y; (con
una isotopia ambiente) possiamo supporre che si intersechino trasversalmente in un
numero finito di punti. Costruiamo quindi una isotopia ambiente che separi U;y;
da U;7; nel modo seguente. Poiché i due insiemi di curve non sono disgiunti, anche
le loro preimmagini in H? si intersecano trasversalmente in vari punti.

Consideriamo due sollevamenti che si intersecano, uno ¢ una retta e ’altro e
una curva omotopa ad una retta. Poiché esiste una omotopia che separa U;y; da
U;73, 1 punti all’infinito della retta e della curva non sono allacciati: quindi le due
curve si intersecano pilt di una volta. E facile vedere che questo implica l'esistenza
di un bigono come quello mostrato in Fig. 12.

E facile (ma non scontato!) dimostrare che la proiezione di un bigono in H? & un
bigono analogo nella superficie S, come in Fig. 12. A questo punto con una semplice
isotopia ambiente si puo far scivolare la curva 7; mostrata in modo da eliminare il
bigono in S e ridurre il numero di intersezioni fra U;y; e U;7;. Si procede quindi per
induzione sul numero di intersezioni e con una isotopia si ottiene (U;y;) N (U;7;) = 0.
Possiamo quindi concludere. O

COROLLARIO 2.17. Due curve semplici chiuse omotopicamente non banali in
una superficie compatta sono omotope se e solo se sono isotope.

DiMOSTRAZIONE. Una curva semplice omotopicamente non banale in una su-
perficie compatta ¢ di tipo iperbolico ed ¢ quindi isotopa ad un’unica geodetica
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FIGURA 12. Se ~; e 7; si intersecano trasversalmente, in H? si trova sempre
un bigono come quello evidenziato, che si proietta su un bigono nella superficie
S. 11 bigono puo essere eliminato facilmente con isotopia ambiente che riduce
il numero di intersezioni fra ~; e 7;.

semplice. Due curve omotope sono isotope alla stessa geodetica, e quindi sono
isotope fra loro. O

2.5. Spazio di Teichmiiller. In questa sezione studiamo le metriche iperbo-
liche che possono essere assegnate ad una data superficie S, di genere g e con b
componenti di bordo avente caratteristica di Eulero x(S4) = 2 — 2g — b negativa.

Fissiamo una decomposizione in —x = 2g + b — 2 pantaloni per S ;. Le curve
semplici chiuse della decomposizione sono tre per pantalone, meno quelle che non
giacciono sul bordo che vengono contate due volte: in totale sono 3g — 3 + 2b, di
cui b sul bordo. Come abbiamo visto nel Corollario 2.11, se assegnamo a ciascu-
na curva un numero reale positivo, possiamo rappresentare ogni pantalone come
I’unico pantalone iperbolico avente lunghezze di bordo proprio i tre numeri fissati.
Pantaloni adiacenti hanno bordi della stessa lunghezza, quindi isometrici, e possono
essere incollati. In questo modo si costruisce una metrica iperbolica su S,. Nella
costruzione abbiamo avuto 3g — 3 + 2b gradi di liberta.

Nell’incollare due pantaloni adiacenti abbiamo inoltre scelto una isometria fra
due geodetiche chiuse: le isometrie possibili formano il gruppo di Lie S'. Otteniamo
quindi un grado di liberta supplementare per ogni curva interna. In totale contiamo
quindi

(3¢ —3+2b)+ (3¢ —3+b) =69 —6+3b=—3x(5)
gradi di liberta. Vediamo adesso che i gradi di liberta sono effettivamente questi.
Per chiarire rigorosamente questo fatto introduciamo due definizioni importanti.

DEFINIZIONE 2.18. Lo spazio dei moduli di S, ¢ lo spazio delle metriche
iperboliche su Sy viste a meno di isometria.

Lo spazio di Teichmiiller di Sy € lo spazio delle metriche iperboliche su Sy,
viste a meno di isometrie isotope all’identita.

Ricordiamo che una isotopia fra due diffeomorfismi di una varietd M ¢ una
mappa liscia M x [0,1] — M che collega i due diffeomorfismi in cui ogni livel-
lo ¢ definisce un diffeomorfismo.? In particolare 'isotopia deve preservare ogni
componente di bordo (come insieme, non puntualmente).

3In una omotopia non si chiede che ogni livello ¢ definisca un diffeomorfismo.
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FIGURA 13. L’e-intorno di una geodetica ~, per e sufficientemente piccolo,
ha una naturale struttura prodotto S* x [—e¢, €]. Per definire una torsione lungo
7 si definisce una funzione che modifica i segmenti orizzontali come mostrato

in figura.

Lo spazio dei moduli ¢ a prima vista 'oggetto piti naturale da studiare. Lo
spazio di Teichmiiller ha perd una naturale topologia che lo rende (come vedremo)
omeomorfo a R™X(5s.t) mentre lo spazio dei moduli risulta essere topologicamente
pit complicato. Si preferisce quindi generalmente studiare innanzitutto lo spazio
di Teichmiiller, e quindi vedere lo spazio dei moduli come un quoziente di questo.

2.6. Terremoti. Sia h una metrica su una superficie orientata qualsiasi S (con
o senza bordo) e v C S una geodetica semplice chiusa interna, che non sia cio¢ una
componente di bordo. Sia § un numero reale arbitrario. Come abbiamo accennato
sopra, e possibile torcere la metrica h di un angolo 6 intorno a 7. Informalmente
possiamo pensare di far scivolare una delle due componenti adiacenti a v di un
angolo # in senso antiorario.

Introduciamo questa operazione in modo piu formale. Prendiamo un e-intorno
di v, cioe 'insieme dei punti di S a distanza minore o uguale di € da . Per €
sufficientemente piccolo questo intorno ha una naturale struttura prodotto S* x
[—€, €] dove ST x 0 & v e px[—¢ €l & un segmento lungo 2¢ ortogonale a v nel punto
p € 7 orientato in modo che S* x [—¢, €] abbia la stessa orientazione di S. Si veda
Fig. 13-(sinistra).

Adesso scegliamo un diffeomorfismo ¢ di S* x [—¢, €] che incurvi i segmenti come
mostrato in Fig. 13-(destra) di un angolo §. Piu precisamente, sia f: [—€,¢] — R
una funzione liscia che valga zero in [—¢, —5] e 6 in [5,€]. Sia ¢ il diffeomorfismo
definito da p(e'®,t) = (e @/ (1) ),

Possiamo definire formalmente una nuova metrica hyg su S nel modo seguente: il
tensore metrico hy coincide con A in tutti i punti di S esterni all’intorno S* x [—e, €],
mentre coincide su S* x [—¢, €] con il tensore p*h ottenuto trasportando h lungo
1. L’operazione che modifica h in hy & detta terremoto.

PROPOSIZIONE 2.19. [l tensore metrico hg € ben definito e produce effettiva-
mente una metrica iperbolica che dipende solo da v e 8 a meno di isometrie isotope
all’identita.

DIMOSTRAZIONE. C’¢ solo da notare che su S x [£, ¢ i tensori h e hy in realta
coincidono, perché la mappa (e'®,t) — (e/(®T9) ) & una isometria di S* x [—e, €].
Quindi hg si incolla bene ed e ovviamente iperbolica.

Nella definizione di hg abbiamo scelto una funzione f in modo arbitrario. Se
scegliamo un’altra funzione f’, il diffeomorfismo di S che & I’identita fuori da S* x
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FIGURA 14. Un sistema di riferimento per lo spazio di Teichmiiller: 6 curve
rosse che dividono S3 in pantaloni e 4 curve blu che suddividono ulteriormente
ogni pantalone in due esagoni.

[—€,€] e manda (e, t) in (eX@t/O=F"®) ) & una isometria fra le due metriche
isotopa all’identita. O

Per fissare una bigezione fra lo spazio di Teichmiiller e R—3X(59.6) & necessario
fissare un “sistema di riferimento”.* Un sistema di riferimento in questo contesto &
il dato seguente:

(1) una decomposizione di Sy, in pantaloni, cioe 3g — 3 + b curve semplici
chiuse disgiunte che decompongano S, in pantaloni;

(2) altre curve semplici disgiunte trasverse alle precedenti, che decompongano
i pantaloni in esagoni.

Un esempio ¢ mostrato in Fig. 14. Quando la superficie € a bordo, alcune curve di
tipo (2) sono archi con estremi in 95 4.

TEOREMA 2.20. Un sistema di riferimento per Sy induce una bigezione fra
Teich(Sg) e R—3x(Sg.6) — R69—6+3b_

DIMOSTRAZIONE. Sia S, dotata di una metrica (cioe di un tensore metrico)
iperbolica h: mostriamo come calcolare 6g — 6 + 3b valori reali a partire da h. Le
3g—34b curve in (1) pitt le b curve di bordo sono a coppie disgiunte e non omotope.
Per la Proposizione 2.16 esiste una isotopia ambiente che sposta queste curve in
39— 3+2b geodetiche univocamente determinate. Le lunghezze di queste geodetiche
formano le prime 3g — 3+ 2b coordinate. Le componiamo con un logaritmo naturale
per avere valori in tutto R.

Determiniamo le seconde 3g—3+b coordinate. Consideriamo una delle 3g—3+b
geodetiche chiuse interne . In Fig. 17-(sinistra) sono mostrati i due pantaloni
geodetici adiacenti a « (che potrebbero anche coincidere). Consideriamo i due
archi blu A\, )’ che intersecano « e che collegano rispettivamente le geodetiche «, 3
e 0,7 come in figura: scegliamone uno, ad esempio A. Fissiamo un sollevamento del
punto v N X in H? e da li solleviamo v ad una geodetica 7 e A ad una curva X che
collega due sollevamenti @ e 3 di a e (. Si veda la Fig. 17-(destra).

Si tracciano come in figura le uniche ortogeodetiche che connettono 4 a & e a B
Il parametro di torsione associato a v ¢ la lunghezza t del segmento di A compreso
tra le due ortogeodetiche. La lunghezza t ¢ da considerare con segno: il segno &
positivo se (come in figura) un osservatore che cammina lungo una ortogeodetica
diretto verso 4 vede l'altra ortogeodetica a sinistra. Scegliendo A al posto di A
avremmo trovato lo stesso parametro ¢, come mostrato in Fig. 16.

4Allo stesso modo, per fissare un isomorfismo fra uno spazio vettoriale reale di dimensione n
e R™ & necessario fissare una base.
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FIGURA 15. Una geodetica v con i due pantaloni adiacenti. Il parametro ¢
misura la distanza (nel rivestimento universale) fra due ortogeodetiche.

FIGURA 16. Scegliendo )\ invece di A troviamo lo stesso parametro t, che
misura lo sfasamento fra due esagoni retti, i cui lati giacenti su 4 sono entrambi

della stessa lunghezza @, dove I() ¢ la lunghezza di ~.

FIGURA 17. Una torsione di un opportuno angolo # permette di far
combaciare le curve verdi minimizzando le intersezioni con le curve blu.

Come parametro si preferisce usare invece della lunghezza t ’angolo 6 = 12(%,
dove I(v) & la lunghezza di 7. Abbiamo associato in questo modo ad ogni curva
v; della decomposizione un angolo €;. Se torciamo la metrica su ogni geodetica -y;
dell’angolo 6; otteniamo una nuova metrica iperbolica in cui tutte le ortogeodetiche

combaciano come in Fig. 17-(destra) e se attaccate tutte insieme danno luogo a
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geodetiche chiuse nella superficie isotope alle curve verdi di tipo (2). I parametri 6;
indicano quindi in un certo senso la distanza da questa configurazione particolare,
determinata dal sistema di riferimento scelto.

Abbiamo definito una funzione F': Teich(S,;) — R®~6+3%. La funzione & su-
riettiva: incollando pantaloni possiamo costruire metriche in cui le 3g —3+2b geode-
tiche hanno valori arbitrari, e con dei terremoti € possibile variare arbitrairamente
le torsioni. D’altra parte la F' ¢ anche iniettiva: ([

2.7. Superfici di Riemann. Una superficie & una varieta reale bidimensio-
nale; come a R? pud essere data la struttura complessa C, & naturale tentare di
definire su una superficie una struttura di “varieta complessa unidimensionale”.
Una tale struttura si definisce facilmente, ed ¢ effettivamente presente su tutte le
superfici orientabili. Cio che e piu sorprendente € il fatto che, pur essendo defini-
te con linguaggi e strumenti molto differenti, esista una naturale corrispondenza
biunivoca fra strutture complesse e strutture riemanniane con curvatura costante.
Prima di studiare questa corrispondenza iniziamo con una importante definizione.
Ricordiamo che un biolomorfismo fra aperti di C e una funzione olomorfa biunivoca
(la cui inversa ¢ necessariamente olomorfa).

DEFINIZIONE 2.21. Una superficie di Riemann € una varieta complessa di di-
mensione uno. In altre parole, ¢ uno spazio topologico dotato di un atlante con
carte in aperti di C, le cui funzioni di transizione siano biolomorfismi.

Notiamo che la definizione € analoga a quella di varieta differenziabile, con
C al posto di R™ e con i biolomorfismi al posto dei diffeomorfismi. Poiché C &
identificabile con R2, una superficie di Riemann ha in particolare una struttura
di superficie differenziabile. Una superficie di Riemann non ¢ pero dotata di una
struttura riemanniana (purtroppo la notazione pud prestarsi a fraintendimenti: il
matematico Riemann & citato per due strutture nettamente differenti).

Una mappa f: X — Y fra superfici di Riemann & olomorfa se lo & letta sul-
le carte.” Una mappa olomorfa biunivoca con inversa olomorfa & ovviamente un
biolomorfismo.

Un qualsiasi aperto di C & in modo naturale una superficie di Riemann. La
retta proiettiva complessa CP' con le carte standard & una superficie di Riemann,
detta sfera di Riemann. Un risultato molto importante riguardante le superfici di
Riemann e il seguente. Indichiamo con D C C il disco aperto di raggio unitario.

TEOREMA 2.22 (uniformizzazione di Riemann). Una superficie semplicemente
connessa ¢ biolomorfa a C, a CP* oppure a D.

I tre modelli citati non sono biolomorfi fra loro. La sfera di Riemann CP!
¢ compatta e quindi non & neppure omeomorfa agli altri due modelli C e D. 1
due modelli C e D sono invece distinti dal teorema di Liouville: su C non esistono
funzioni olomorfe a valori in C non costanti e limitate, mentre su D esistono eccome,
ad esempio la funzione z — %

COROLLARIO 2.23. Sia U C C wun aperto proprio semplicemente connesso.
Allora U é biolomorfo a D.

5Anche qui, definizione analoga a quella di “funzione differenziabile” per le varieta
differenziabili.

finire



58 2. VARIETA IPERBOLICHE

”‘imgmgwj %{%é

; {g
A, S

o g

E;"e.m;‘ ’Em.r";g

%f“m%fﬁ

FIGURA 18. La parte interna del fiocco di neve di Koch & biolomorfa al
disco aperto D.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di uniformizzazione U & biolomorfo a D op-
pure C. Il teorema di Liouville pero non vale su U: il fatto che U sia semplicemente
connesso implica che il complementare C\ U ha parte interna V' non vuota. Basta
quindi scegliere un punto zy € V e prendere la funzione z — ﬁ, limitata su U e
non costante. (I

Notiamo che il fatto stesso che U sia omeomorfo a D & un fatto tutt’altro che
banale. Il teorema e valido anche quando D non ha un bordo liscio, come in Fig. 18.
Il teorema di uniformizzazione caratterizza completamente le superfici di Riemann
semplicemente connesse e si puo quindi dimostrare un teorema analogo al Teorema
1.18 per le varieta iperboliche.

TEOREMA 2.24. Una superficie di Riemann é biolomorfa a X/q con X €
{(C,(CIP’l,D} e G gruppo di biolomorfismi che agisce su X in modo libero e pro-
priamente discontinuo.

DiMOSTRAZIONE. Tutto lo schema di dimostrazione per il Teorema 1.18 si adat-
ta anche in questo contesto. Se Y & una superficie di Riemann, la sua struttura
complessa si solleva a quella del suo rivestimento universale 577 che deve essere uno
dei tre modelli X per il Teorema di uniformizzazione di Riemann. Poiché Y ¢ sem-
plicemente connesso, il rivestimento ¢ regolare e quindi Y = X/ dove G ¢ il gruppo
degli automorfismi del rivestimento, che deve agire in modo libero e propriamente
discontinuo. Inoltre gli automorfismi sono necessariamente biolomorfismi. O

Notiamo che, a differenza del caso iperbolico, non & necessario supporre che
la superficie di Riemann sia completa: effettivamente, questo tipo di ipotesi non
ha alcun senso in questo contesto, perché una superficie di Riemann non ha una
naturale struttura di spazio metrico. A questo punto & naturale chiedersi quali siano
i biolomorfismi dei tre modelli, ed il risultato & sorprendentemente simile a quanto
abbiamo gia visto per le superfici iperboliche. Indichiamo con Biol(X) il gruppo
dei biolomorfismi di X. Ricordiamo che il disco aperto D ¢ anche un modello per
il piano iperbolico H? e indichiamo come sempre con Isom™ (D) le isometrie che
preservano 'orientazione di D.



2. SPAZIO DI TEICHMULLER 59

PROPOSIZIONE 2.25. Valgono le identita sequenti:
Biol(CP') = PSLy(C),
Biol(C) = {z+—az+b | a # 0},
Biol(D) = Isom™ (D).

N

DIMOSTRAZIONE. Una funzione olomorfa f: CP' — CP! & necessariamente
una funzione razionale, ovvero un rapporto f(z) = 5 22 fra polinomi. Infatti f &
una funzione meromorfa su C che puo avere all’infinito solo una singolarita di tipo
polo. Il numero di poli &€ quindi finito: moltiplicando per un polinomio aventi zeri
in questi poli possiamo eliminare i poli in C e ottenere una funzione olomorfa su
C con un polo all’infinito: una versione del teorema di Liouville mostra che questa

funzione ¢ un polinomio.

E facile vedere che se f(z) = : Ezg ¢ biunivoca allora (dopo aver ridotto ai

minimi termini) entrambi i polinomi p e ¢ hanno grado uno e quindi f € PSLy(C).
L’uguaglianza Biol(C) = {z +— az + b | a # 0} ¢ una facile conseguenza.
L’enunciato per D ¢ invece una conseguenza (o variante) del lemma di Schwarz.
Sia f € Biol(D). A meno di comporre f con una isometria di D possiamo supporre
che f(0) = 0. La funzione g(z) = @ ¢ quindi una funzione olomorfa g: D — C.
Sia D, il disco chiuso di raggio r < 1 centrato nell’origine. Per il principio del
massimo la funzione |g(z)| sul disco D, ha massimo in un punto zy € 9D,. Quindi

2| k] r r

per ogni z € D,. Fissando z e facendo tendere r a 1 si ottiene |g(z)| < 1 per ogni
z € D, ovvero |f(z)| < |z|. Usando f~! al posto di f si ottiene la disuguaglianza
opposta, e quindi |f(z)| = |z| per ogni z € D. Quindi g & una funzione olomorfa
a valori nella circonferenza unitaria S'. Una funzione olomorfa & costante oppure
aperta: poiché S' non ha parte interna g deve essere costante. Quindi f(z) =
e’z per qualche @ fissato. Quindi f & una rotazione del disco, un elemento di
Isom™ (D). O

COROLLARIO 2.26. Sia S una superficie orientabile non omeomorfa alla sfera,
al toro, al piano o all’anello aperto S* x (0,1). C’¢ una naturale corrispondenza
biunivoca fra gli insiemi

{ strutture iperboliche complete su S } «— { strutture complesse su S }.

DIMOSTRAZIONE. Se S ha una struttura complessa allora & del tipo S = X/
dove X € {(CIP’l, C, D} e G & un gruppo di biolomorfismi che agisce in modo libero e
propriamente discontinuo su X. Tali gruppi per CP! e C sono classificati facilmente:
per CP! ¢’¢ solo il gruppo banale e come C /G si possono ottenere solo tori o anelli.
Quindi per ipotesi X = D, e la corrispondenza biunivoca naturale discende dal
fatto che Biol(D) = Isom™ (D). O

Questa corrispondenza puo essere utilizzata per dimostrare fatti non banali in
geometria iperbolica, ad esempio il risultato seguente.

PROPOSIZIONE 2.27. Qualsiasi aperto del piano ammette una struttura iperbo-
lica completa.
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DiMOSTRAZIONE. Un aperto di C ha una naturale struttura complessa, e quindi
una corrispondente struttura iperbolica a meno che non sia omeomorfo ad una sfera,
al toro, al piano o all’anello aperto. Non ci sono aperti del piano omeomorfi a sfere
e tori. D’altra parte, il piano e I'anello aperto ammettono una metrica iperbolica
completa, data rispettivamente da H? e da H?/ (f) per una qualsiasi trasformazione
iperbolica f. ]

Ad esempio, il complementare C \ K dell’insieme di Cantor K ammette una
metrica iperbolica completa.

La corrispondenza fra strutture complesse e iperboliche complete passa attra-
verso il rivestimento universale e la scoperta che i gruppi di biolomorfismi e di
isometrie del disco D coincidono. Questa corrispondenza non dice perd come po-
ter associare concretamente una struttura complessa ad una metrica iperbolica (e
viceversa) senza passare dal rivestimento universale. Esiste un modo alternativo di
realizzare questa corrispondenza, che esponiamo brevemente. Sia S una superficie
orientata qualsiasi, non omeomorfa alla sfera, al toro, al piano e all’anello aperto.
Esistono delle mappe naturali fra gli insiemi seguenti di strutture su S:

{strutture complesse} -~ {strutture iperboliche complete}

1 |

{strutture quasi — complesse} -~ {Strutture Conformi}

La corrispondenza fra strutture complesse e strutture iperboliche complete ¢ quella
che abbiamo gia dimostrato. Ricordiamo che una struttura conforme su una va-
rieta differenziabile € una metrica riemanniana vista a meno di riscalamento. Piu
formalmente, due metriche riemanniane g, h sulla stessa varieta differenziabile M
definiscono la stessa classe conforme se esiste una funzione liscia f: M — R+ tale
che g = f - h; una struttura conforme per M & la scelta di una classe conforme.
Una struttura conforme non definisce una distanza fra punti di M né la lunghezza
di un vettore tangente v € T},, ma I’angolo fra due vettori tangenti v, w € T}, risulta
comunque ben definito. Nel diagramma commutativo assegniamo ad una struttura
iperbolica la classe conforme a cui appartiene.

Una struttura quasi-complessa su una varieta differenziabile M di dimensione
pari € 'assegnazione di un endomorfismo J,: T}, — T}, in ogni punto p € M tale che
Jg = —idr,. L’endomorfismo deve ovviamente variare in modo liscio con p € M.
Una struttura conforme su S definisce una struttura quasi-complessa nel modo
seguente: sia .J, 'endomorfismo che ruota ogni vettore tangente di un angolo retto
in senso antiorario. Anche una struttura complessa definisce una struttura quasi-
complessa: lo spazio tangente 7}, ad un punto p € S ha infatti in modo naturale
una struttura complessa e J,, € definito come la moltiplicazione per i.

Un teorema non banale di analisi complessa asserisce che ogni struttura quasi-
complessa su una superficie S € integrabile, cioe ¢ effettivamente indotta da una
struttura complessa. Questo teorema fornisce I'ultima freccia del diagramma.

2.8. Superfici di tipo finito. Siano g,b,p > 0 tre numeri naturali. Ricor-
diamo che S, ¢ una superficie compatta con bordo ottenuta rimuovendo b dischi
aperti disgiunti dalla superficie S; compatta di genere g. Indichiamo con S, la
superficie ottenuta rimuovendo p punti distinti da S, ;. Una superficie di questo ti-
po ¢ dette di tipo finito. La superficie Sy, ¢ determinata a meno di diffeomorfismi
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FIGURA 19. Una superficie di tipo finito S p-

HEOA

FIGURA 20. Un esagono retto con alcuni lati di lunghezza zero, degenerati
in vertici ideali.

dalla tripla di numeri g, b, p, e due superfici con triple diverse non sono diffeomorfe.
Una superficie di tipo finito & mostrata in Fig. 19. I p punti rimossi sono detti
punture. Una superficie di tipo finito ha caratteristica di Eulero

X(Sgpp) =2—2g9—b—p.

Quando x(Sg.,p) < 0 & possibile costruire sulla superficie una metrica iperbo-
lica completa e di volume finito estendendo le tecniche gia usate per Sy ;. Notiamo
che per p = 0 la superficie &€ compatta e quindi una struttura iperbolica & necessa-
riamente completa e di volume finito; entrambi questi fatti pero non sono scontati
in presenza di punture.

Ricordiamo che in Sezione 2.3 abbiamo costruito per ogni tripla di numeri reali
positivi a,b,¢ > 0 un (unico) esagono retto con lati alternati di lunghezza a,b, c.
Questa costruzione si estende facilmente al caso a, b, ¢ > 0 come mostrato in Fig. 20:
per ogni tripla a,b,c > 0 esiste un unico esagono retto a meno di isometrie, dove
i lati aventi lunghezza zero degenerano in vertici all’infinito. L’esagono retto con
tutti e tre i lati degeneri mostrato in Fig. 20-(destra) € un triangolo ideale, avente
tutti e tre i vertici all’infinito. I triangoli ideali sono effettivamente tutti isometrici,
perché PSLy(R) = Isom™ (H?) agisce transitivamente sulle triple di punti in OH?2.

Prendendo due copie dell’esagono con lati a,b,c > 0 e incollandole lungo gli
altri tre lati come in Sezione 2.3 si ottengono dei pantaloni in cui alcune compo-
nenti di bordo sono degenerate a delle cuspidi come mostrato in Fig. 21. Possiamo
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FIGURA 21. Negli esagoni raddoppiati un lato di lunghezza = > 0 gene-
ra una geodetica di bordo di lunghezza 2z mentre un vertice ideale (lato di
lunghezza zero) genera una cuspide. Si costruiscono in questo modo delle
metriche iperboliche complete e di volume finito sulle superfici di tipo finito
50,3,0, 50,2,1, S0,1,2 € So0,0,3- L’ultima a destra e la sfera con tre punture.

quindi usare questi pantaloni degeneri per costruire metriche arbitrarie su qualsiasi
superficie di tipo finito Sy, con x < 0: come sopra, ¢ sufficiente suddividere la
superficie in pantaloni, ed usare i pantaloni degeneri per creare delle cuspidi ove
necessario. Per verificare che otteniamo effettivamente metriche complete e di vo-
lume finito e sufficiente verificare che ogni pantalone degenere sia effettivamente
completo e di area finita.

Per calcolare I'area di un pantalone degenere usiamo il fatto seguente. Am-
mettiamo d’ora in poi nella nozione di poligono la presenza di alcuni vertici ideali.
Ridefiniamo quindi la nozione nel modo seguente: un poligono & l'intersezione di
un numero finito di semipiani avente parte interna non vuota, la cui chiusura in H2
interseca OH? in al pitl un numero finito di punti. I vertici di un poligono possono
essere interni (in H?) o all’infinito (in OH?). I punti all'infinito hanno per defini-
zione angolo interno nullo. Ad esempio i poligoni mostrati in Fig. 20 hanno vertici
interni retti e vertici all’infinito con angolo interno nullo. La somma degli angoli
interni di un poligono € sempre strettamente minore di quella che troveremmo in un
poligono euclideo, e questa differenza e precisamente 1’area del poligono iperbolico:

PROPOSIZIONE 2.28. Un poligono P con angoli interni aq, . ..,a, ha area
n
Area(P) = (n—2)7 — Z ;.
i=1

DIMOSTRAZIONE. Ogni poligono si decompone in triangoli, ed ¢ facile vedere
che basta dimostrare la formula per questi. Consideriamo innanzitutto un triangolo
avente almeno un vertice all’infinito. Usiamo il modello del semipiano e mettiamo
questo vertice all’infinito come in Fig. 22. Gli altri due vertici hanno angoli interni
« e (3 e possono essere sia interni che all’infinito. Possiamo supporre che il vertice
del cerchio di raggio r in figura sia I'origine di R2. Nel calcolare 'area della regione
rossa scriviamo la variabile x come x = rcosf. Il triangolo T & il dominio

T ={(rcost,y) | B<O<T—a, y=>rsind}.

L’area del triangolo ¢ quindi

1 B[ _rsiné
Area(T) = / —dady = / / R dydo
TY m—a Jrsinf Yy
B o]

1 mT—Q . mT—CQ
:/ —rsin@{—] d9:/ Ts?nedaz/ l=7—a-3.
T—Q Y rsin @ B rsinf B
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FIGURA 22. Un triangolo con almeno un vertice ideale (sinistra). L’area di
un triangolo con vertici interni puod essere calcolata come differenza di aree di
triangoli con vertici ideali (destra).

L’area di un triangolo con vertici interni ABC puo essere calcolata come in Fig. 22-
(destra), scegliendo un punto all’infinito co e usando la formula

Area(ABC) = Area(AB0) + Area(BCoo) — Area(AC0).
]

COROLLARIO 2.29. Un pantalone iperbolico con parametri a,b,c > 0 ha area
2.

DIiMOSTRAZIONE. Il pantalone € unione di due esagoni retti. Un esagono retto
ha area 47 — 37 = 7. Se alcuni dei parametri a, b, ¢ sono nulli, I’esagono & degenere
ed € uno dei poligoni mostrati in Fig. 20. Per ciascuno di questi poligoni I'area
resta . (I

Una struttura iperbolica per Sy, ottenuta incollando pantaloni geodetici ha
quindi sempre area finita, pari a —27x(Sy5,p). Abbiamo quindi ottenuto un’ennesi-
ma versione del Teorema di Gauss-Bonnet. E facile mostrare che una tale struttura
iperbolica ¢ completa. Infine, si puo definire lo spazio di Teichmiiller di Sy
analogamente a quanto fatto per Sy e si ottiene il risultato seguente.

TEOREMA 2.30. Dopo aver fissato un opportuno sistema di riferimento esiste
una corrispondenza biunivoca fra Teich(S,p,) e R™3X(Sa.0.0) =P = RO9+3b+2p=6

In particolare, esiste una sola struttura iperbolica per la sfera con 3 punture
S0,0,1, ed € quella ottenuta in Fig. 21 incollando due triangoli ideali.






CAPITOLO 3

Varieta con singolarita

Introduciamo in questo capitolo due nozioni importanti che generalizzano le
varietd iperboliche (piatte, ellittiche):

e un orbifold & un oggetto ottenuto quozientando una varieta iperbolica
(piatta, ellittica) per un gruppo discreto di isometrie, eventualmente con
punti fissi,

e una varieta con singolarita coniche & una varietd iperbolica (piatta, ellit-
tica) con un luogo singolare (una varieta di codimensione due) su cui il
tensore metrico non ¢ definito e la metrica forma un cono di angolo diverso
da 27.

Le due nozioni coincidono per una varieta con singolarita coniche con angoli
che dividono 2.

1. Orbifold

1.1. Politopi. Introduciamo gli oggetti seguenti.

DEFINIZIONE 1.1. Una tassellazione di una varieta M e una collezione di sot-
toinsiemi {D; };c; di M, detti tasselli, tale che M = U;erD; e int(D;) Nint(D;) = 0
per ogni i # j.

La definizione proposta ¢ molto generica: negli esempi che considereremo M

sara sempre una varieta ellittica, piatta o iperbolica ed i tasselli saranno sempre
politopr.

FIGURA 1. Una tassellazione di S2? in quadrati, esagoni e decagoni, e una
tassellazione di R3 in ottaedri troncati.
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DEFINIZIONE 1.2. Un politopo in H", R™ oppure S™ e lintersezione di un
numero finito di semispazi che sia compatta e con parte interna non vuota.

La definizione di politopo che abbiamo scelto & quella piu restittiva; molti
autori, a seconda del contesto, rilassano alcune delle richieste, ammettendo ad
esempio in H™ intersezioni non compatte (ma eventualmente di volume finito) e/o
un numero infinito di semispazi (in quest’ultimo caso si richiede per lo meno la
locale finitezza, cioe che ogni compatto di H" intersechi al pitt un numero finito di
iperpiani bordi di questi semispazi).

PROPOSIZIONE 1.3. Sia P un politopo. FEsiste un unico insieme minimale di
semispazi Si,...,Sk tale che P=S1N...NSk.

Sia {S1,..., Sk} un insieme minimale di semispazi per P. L’intersezione fra P
e liperpiano 95; € una faccia (n — 1)-dimensionale di P; tale faccia & a sua volta
un poliedro (n — 1)-dimensionale dentro I'iperpiano 9.5;, che puo essere identificato
con H"~! (o R*~1 S§"=1) 1l poliedro P ha quindi k facce (n—1)-dimensionali. Piu
in generale, una faccia h-dimensionale di P ¢ l'intersezione di h — 1 facce (n — 1)-
dimensionali, quando & non vuota. Le facce di dimensione 0 e 1 si chiamano vertici
e spigoli. Una faccia h-dimensionale ¢ in modo naturale un poliedro h-dimensionale
nell’unico spazio h-dimensionale che lo contiene.

PROPOSIZIONE 1.4. Un politopo ¢ l'inviluppo convesso dei suoi vertici.

11 baricentro di un politopo e definito in ogni geometria. Siano pi, ..., pg punti
in H", R™ 0 S™ e t1,...,tr > 0 numeri reali con t; + ...+t = 1. La combinazione
convessa

p:t1p1+...+tkpk

¢ il punto p in H", R™ o S™ definito nel modo seguente. Per H" usiamo il modello
dell’iperboloide I C R™*! e rappresentiamo S™ come sempre dentro R**!. In
tutti e tre i modelli i punti p; sono vettori di R**! o R™. La loro combinazione
v =tip1+...+tepr & quindi un altro vettore di R**! o R™. Nel caso piatto si pone
p = v. Nei casi iperbolico e ellittico si pone p = Av, dove A > 0 & "unico scalare
per cui Av appartiene all’iperboloide I o alla sfera S™.

DEFINIZIONE 1.5. 11 baricentro del politopo di vertici vy, ..., v € il punto
1 P 1
—v1+ ...+ v
k! kot

La definizione di politopo si estende ad ogni varieta iperbolica (piatta, ellittica)
per passaggio a rivestimento universale

DEFINIZIONE 1.6. Un politopo in una varieta iperbolica (piatta, ellittica) com-
pleta & un sottoinsieme connesso e semplicemente connesso la cui controimmagine
nel rivestimento universale H" (R™, S™) ¢ unione disgiunta di politopi.

1.2. Tassellazioni. Considereremo adesso le tassellazioni di varieta iperboli-
che (piatte, ellittiche) in cui tutti i tasselli siano politopi. Abbiamo gi& incontrato
un esempio importante.

PRroOPOSIZIONE 1.7. Una superficie chiusa iperbolica 34 di genere g > 2 ha una
tassellazione in esagoni retti.
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FIGURA 2. Le tassellazioni (2,3,3), (2,3,4) e (2,3, 5) nella sfera.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto nella dimostrazione del Teorema 2.20 del ca-
pitolo precedente che X, si decompone in pantaloni, e che ciascun pantalone si
decompone in due esagoni retti. (I

Si noti che nella definizione di tassellazione non é richiesto che I'intersezione di
due politopi adiacenti sia una faccia per entrambi. Ad esempio, nella proposizione
appena enunciata due esagoni adiacenti non si intersecano necessariamente in un
lato o un vertice: possono intersecarsi anche in un segmento contenuto in un la-
to. Nelle due tassellazioni mostrate in Fig. 1 invece 'intersezione di due politopi
adiacenti e sempre una faccia di entrambi.

Un altro esempio di tassellazione & fornito dai gruppi triangolari. Iniziamo con
il seguente:

Esercizio 1.8. Dati tre numeri reali 0 < «, 3,7 < 7 esiste un triangolo A
con angoli interni «, 3, dentro H? R? o S? a seconda che la somma o + 3 + 7 sia
minore, uguale o maggiore di 7. Tale triangolo & unico a meno di isometrie in H?
e 52, e unico a meno di similitudine in R2.

Siano a,b,¢ > 2 tre numeri naturali, e sia A il triangolo (nella geometria
opportuna) avente angoli interni Z, 7, Z. 1l triangolo A ¢ contenuto in H?, R?, 52
a seconda che la somma %—l—%—i—% sia minore, uguale o maggiore di uno. Specchiando
iterativamente il triangolo A lungo i suoi lati si costruisce una tassellazione di HZ2,
R? o0 S2.

Le terne realizzabili in S sono (2,2,¢), (2,3,3), (2,3,4) e (2,3,5). Le tassella-
zioni prodotte dalle ultime tre sono mostrate in Fig. 2 e sono strettamente collegate
ai solidi platonici. Ricordiamo che il gruppo delle isometrie di un solido platonico
¢ un sottogruppo finito e quindi discreto di Isom(S?), e che due solidi duali iden-
tificano lo stesso gruppo. Otteniamo quindi tre gruppi discreti di isometrie: del
tetraedro, del cubo (o ottaedro) e dell’icosaedro (o dodecaedro). Un dominio fon-
damentale per I'azione di questi gruppi e proprio uno qualsiasi dei triangoli delle
tassellazioni (rispettivamente) di tipo (2,3,3), (2,3,4) e (2,3,5). Ciascuno dei tre
gruppi agisce in modo transitivo e libero sui triangoli della tassellazione: in parti-
colare i tre gruppi hanno ordine 24, 48 e 120, pari al numero di triangoli in ciascuna
tassellazione. I gruppi sono isomorfi rispettivamente a Sy, Sy X Zo € As X Zs.

Le terne realizzabili nel piano euclideo R? sono (2,3,6), (2,4,4) e (3,3,3) e
producono le tassellazioni mostrate in Fig. 3. Tutte le altre sono realizzabili nel
piano iperbolico H?: alcune sono mostrate in Fig. 4. Vediamo ora che anche i
triangoli di queste tassellazioni sono domini di gruppi discreti di isometrie.
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N oy a AN

FIGURA 4. Le tassellazioni (2,3,7), (2,4,5) e (3,3,4) nel piano iperbolico.

DEFINIZIONE 1.9. I gruppo triangolare T(a, b, c) & il gruppo di isometrie di H?,
R? o S? generato dalle riflessioni lungo i tre lati di A.

PropOs1ZIONE 1.10. Il gruppo T(a,b,c) é un gruppo discreto di isometrie di
H?, R? 0 S?, ed il triangolo A & un dominio fondamentale per T(a,b,c). Il gruppo
ha la presentazione sequente:

(w,y,2 | 2,97, 2%, (2y)°, (y2)*, (z2)").

La proposizione enunciata ¢ un caso particolare di un fatto pit generale. Ri-
cordiamo che una faccia F' di codimensione 2 in un politopo P in H", R™ o S™ &
intersezione di esattamente due facce F7, F5 di codimensione 1. L’angolo diedrale in

F' & definito intersecando P con un 2-piano 7 ortogonale a F' e misurando I’angolo
che formano i due segmenti F1 N7 e Fy N 7.

TEOREMA 1.11. Sia P un politopo in H?, R? 0 S?. Siano F\, ..., Fy le facce di
codimensione 1 in P. Supponiamo che ogni faccia di codimensione due F;NF; abbia
un angolo diedrale a;; = % che divide w. Allora il gruppo di isometrie generato
dalle riflessioni lungo le facce F; ¢ discreto ed ha P come dominio fondamentale.
Inoltre una sua presentazione ¢ la sequente:

(Fi,...,Fy | FY, oo B (FFy)®9)
con una relazione del tipo (F;F;)* per ogni faccia F; N F; di codimensione 2.
1.3. Lemma di Selberg. Come abbiamo visto, costruire gruppi discreti di
Isom(H™) & relativamente facile; d’altra parte, costruire esplicitamente gruppi di-

screti senza punti fissi e piu difficile: in tutti gli esempi mostrati i gruppi conte-
nevano molte riflessioni, rotazioni e altre mappe con punti fissi. Si possono pero
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sempre eliminare tutti questi elementi scegliendo un opportuno sottogruppo, grazie
al seguente risultato algebrico.

LEMMA 1.12 (Lemma di Selberg). Sia G un sottogruppo finitamente generato
di GL(n,C). Esiste un sottogruppo normale H<G di indice finito che non contiene
elementi di ordine finito.

COROLLARIO 1.13. Sia G un sottogruppo discreto finitamente generato di iso-
metrie di H™. FEsiste un sottogruppo normale H < G di indice finito che contiene
solo trasformazioni paraboliche e iperboliche.

DIMOSTRAZIONE. Il gruppo Isom(H") & isomorfo a O(n,1). ed ¢ quindi un
sottogruppo di GL(n + 1,C), per cui possiamo applicare il lemma di Selberg a G.
Otteniamo un sottogruppo H <G di indice finito che non contiene elementi di ordine
finito. Gli elementi ellittici f in un gruppo discreto G hanno tutti ordine finito:
se cosi non fosse, il gruppo G conterrebbe una successione infinita di elementi
f,f2,f3,... che fissano tutti lo stesso punto p, contraddicendo il fatto che G &
discreto (e quindi agisce in modo propriamente discontinuo). Quindi H non contiene
elementi ellittici. (]

1.4. Orbifold. E comunque utile dare un nome ai quozienti di H" per un
qualsiasi gruppo discreto, anche nel caso in cui questo contenga degli elementi
ellittici. Questi quozienti non sono varieta: sono oggetti piu generali, detti orbifold,
che hanno un comportamento simile alle varieta da molti punti di vista. Se una
varieta & definita con un atlante di aperti in R™, un orbifold & definito con un atlante
di aperti in R™ quozientati per gruppi finiti. Piu precisamente, la definizione ¢ la
seguente.

DEFINIZIONE 1.14. Un orbifold n-dimensionale & uno spazio topologico di Hau-
sdorff ricoperto da una collezione di aperti {U;};cr chiusa per intersezione finita,
dotata della struttura seguente. Per ogni i € I ¢ definito:

(1) un sottogruppo finito I'; < O(n) e un aperto V; C R™ che sia I';-invariante,
(2) una mappa continua ¢;: V; — U, detta carta, invariante per T'; e che
induca un omeomorfismo fra V;/r, e U;.

Le carte devono soddisfare la condizione seguente di compatibilita:
e per ogni inclusione U; C U; c’e¢ un omomorfismo iniettivo f;;: I'; — T';
ed un diffeomorfismo ;; fra V; e un aperto contenuto in V; che sia
equivariante per I'; e compatibile con le carte, cioe ¢; 0 ¥;; = ¢;.

Le mappe v;; e f;; vanno pensate come definite solo a meno dell’azione di Fj.l
In particolare, se U; C U; C Uy, allora si verifica che le uguaglianze 1, = 15 0 ¥
e fik = fjr o fij sono vere solo a meno di queste azioni. Come per le varieta
differenziabili, due strutture di questo tipo definiscono lo stesso oggetto se la loro
unione & compatibile.?

11 azione & per composizione su 1);; e come coniugio su f;;.

2Si chiede cioe che I'unione dei due ricoprimenti aperti sia contenuta in un ricoprimento piu
grande chiuso rispetto all’intersezione, e che ci sia una struttura su questo ricoprimento grande
che si restringa a quelle date sui due sotto-ricoprimenti. La chiusura rispetto all’intersezione,
che normalmente non ¢ richiesta nella definizione di varieta, rende pit semplice la definizione di
orbifold ma lievemente pitt complessa la definizione di strutture compatibili.

Fare figura per ¢;; definita
solo a meno di composizio-
ne: usare punto conico fra
due specchi.



Vedere se la definizione di
rivestimento puo essere mi-
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In ogni punto = di un orbifold e definito il gruppo di isotropia T';, come lo
stabilizzatore di x rispetto all’azione di I'; in una qualsiasi carta U; contenente x.
Per definizione T, & un sottogruppo finito di O(n).?

EsempIio 1.15. Una varieta differenziabile & un orbifold in cui i gruppi di isotro-
pia sono tutti banali. Una varieta differenziabile con bordo puo essere interpretata
come un orbifold i cui punti al bordo hanno una struttura locale del tipo R™/T" dove
I' 2 Zy ¢ un gruppo generato da una riflessione. Il bordo va interpretato qui come
uno “specchio”.

I punti con gruppo di isotropia banale sono detti regolari, mentre gli altri sono
singolari.

PROPOSIZIONE 1.16. I punti regolari in un orbifold formano un aperto denso.

DiMOSTRAZIONE. Un punto singolare & localmente un luogo di punti fissi per
un gruppo di isometrie vettoriali di R™, ed & quindi un chiuso contenuto in un
iperpiano, con parte interna vuota. U

Molte nozioni definite per le varieta si estendono naturalmente agli orbifold.

DEFINIZIONE 1.17. Una mappa continua da uno spazio topologico X in un
orbifold M e definita come una mappa continua «: X — M assieme ad un esplicito
sollevamento continuo su V; per tutte le carte V; — V;/pr,, in modo che questi
sollevamenti siano compatibili.* Due mappe i cui sollevamenti su V; cambiano solo
per una azione dei gruppi I'; sono considerate equivalenti.

DEFINIZIONE 1.18. Se zg € M & un punto base qualsiasi, & possibile definire
il gruppo fondamentale 71 (M, o) nel modo usuale, usando le nozioni di laccio e
omotopia in M, che sono ben definite in quando mappe da [0,1] o [0, 1]? in M.

DEFINIZIONE 1.19. Un rivestimento p: M — N fra orbifold ¢ una mappa
continua tale che ogni punto € N abbia un intorno U del tipo V/r per qualche
V C R, la cui controimmagine p~!(U) sia un unione disgiunta di pezzi del tipo
V/r, per dei sottogruppi I'; C I'.%

Un orbifold & buono se ha un rivestimento finito che ¢ una varieta. Un rive-
stimento p: M — N & universale se gode della seguente proprieta universale: per
ogni altro rivestimento p’: M’ — N esiste un rivestimento q: M — M’ tale che
p=qoyp

TEOREMA 1.20. Un orbifold ha un rivestimento universale, unico a meno di
isomorfismi. Il rivestimento universale é una varieta se e solo se ’orbifold é buono.

Come per gli usuali spazi topologici, il gruppo degli automorfismi del rivesti-
mento universale & isomorfo al gruppo fondamentale dell’orbifold.

3Nella definizione di orbifold, la scelta di O(n) al posto del pilt generale GL(n, R™) in realt
non & restrittiva, perché ogni sottogruppo finito di GL(n,R™) & coniugato ad un sottogruppo di
O(n).

43¢ U; C Uj, i due sollevamenti a; e o5 in V; e V; devono essere tali che o; = aj 01);; tramite
una mappa di transizione ;;: scriviamo “una” perché ricordiamo che v;; & definita solo a meno
di post-composizione con I';.

5Si intende che U & isomorfa a V/r, che p~1(U) = U;U; con U; isomorfa a V/r,, e che tutti
gli isomorfismi commutino con la proiezione p.
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DEFINIZIONE 1.21. La definizione di spazio tangente ad una varieta come classe
di curve differenziabili passanti per un punto si estende facilmente agli orbifold.®
Ricordiamo dalla Definizione 1.17 che una curva differenziabile passante per = ¢ una
curva differenziabile in V,,, vista a meno dell’azione di I';,. Quindi lo spazio tangente
T, non & altro che R"/r . Lo spazio tangente & quindi anch’esso un orbifold.

Un orbifold & orientato se I'; < SO(n) per ogni i e i diffeomorfismi v;; pre-
servano tutti 'orientazione di R™. In un orbifold orientabile le riflessioni non sono
ammesse in I'; e quindi I'insieme singolare ha codimensione almeno 2.

1.5. Orbifold riemanniano. Un orbifold riemanniano € un orbifold in cui &
definito un prodotto scalare definito positivo in ogni spazio tangente. Quando lo
spazio tangente & un quoziente R™/r, si intende che il prodotto scalare & definito
su R™ ed ¢ invariante per ’azione di I". Il prodotto scalare deve ovviamente variare
in modo liscio su tutte le carte V;. In un orbifold riemanniano sono definiti molti
dei concetti presenti in una varieta riemanniana: e definita una lunghezza per le
curve e quindi una distanza fra punti, una nozione di geodetica (una curva i cui
sollevamenti nei V; sono geodetiche) e di forma volume (I’aperto denso dei punti
regolari & una usuale varieta riemanniana).

PROPOSIZIONE 1.22. Se M ¢ una varieta riemanniana e I' < Isom(M) un
sottogruppo discreto, il quoziente M /1 ha una naturale struttura di orbifold. La
proiezione p: M — M/r é un rivestimento di orbifold.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € M/r un punto e Z € M una sua controimmagine.
Poiché T" agisce in modo propriamente discontinuo, lo stabilizzatore I'; di Z & finito
ed esiste un r > 0 tale che exp;(B,(0)) = B,(Z) e g(B,(Z)) interseca B,.(Z) se e
solo se g € I'z. La palla B,.(Z) ¢ inoltre chiaramente I';-invariante.

Definiamo quindi una struttura di orbifold su M/r prendendo per ogni z
laperto U, = B.(%)/r, con carta da V, = B,(Z) e gruppo finito I'; per un
T € p~l(x) qualsiasi. Estendiamo il ricoprimento {U,} cosi ottenuto prendendo
tutte le intersezioni non vuote. La proiezione € un rivestimento per costruzione. [

Piu in generale, se I' < I sono gruppi discreti di isometrie per una varieta
riemanniana M allora M/r — M /1 € un rivestimento. In particolare, il reticolo
dei sottogruppi discreti di Isom(M) definisce un reticolo di rivestimenti fra orbifold.
Un orbifold iperbolico (piatto, ellittico) & il quoziente di H" (R™, S™) per un gruppo
discreto I' di isometrie.

Il gruppo triangolare T'(a, b, ¢) definisce un orbifold (iperbolico, piatto o ellittico
a seconda della terna a, b, c) che & topologicamente un triangolo A: i punti interni
hanno isotropia banale, quelli sui lati hanno una isotropia Z, generata da una
riflessione, quelli sui 3 vertici hanno isotropia Zs,, Zoy, Zo. generata da rotazioni.
Per il Lemma di Selberg, tutti questi orbifold sono buoni, sono cioe rivestiti da una
opportuna superficie (iperbolica, piatta o ellittica), che eredita una tassellazione in
triangoli isometrici a A.

11 sottogruppo T'(a,b,c)t delle trasformazioni che preservano l’orientazione in
T(a,b,c) & un gruppo di indice due. Questo sottogruppo genera un orbifold A™ ed
un rivestimento AT — A di grado due. La tassellazione di AT in un triangolo si
solleva ad una tassellazione con due triangoli per A*. 1l sottogruppo T'(a, b, ¢)™ non
contiene riflessioni (perché invertono l'orientazione). Quindi l'orbifold AT non ha

6La definizione tramite derivazione pero si estende meno facilmente.
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FIGURA 5. La tassellazione di Farey di H? in triangoli ideali.

punti a specchio, e i gruppi di isotropia sono tutti gruppi finiti di rotazioni. Essendo
di indice due, l'orbifold A* ha una tassellazione con due triangoli A: I'orbifold &
topologicamente una sfera, in cui tutti i punti hanno isotropia banale tranne tre

punti, che hanno isotropia Z,, Zy,Z. generata da rotazioni di angolo 27”, 21—)”, 27” I
27 2w 2w N

tre punti hanno localmente una metrica singolare con angolo conico
piccolo di 2.

1.6. Politopi ideali. La nozione di insieme convesso € definita su tutto il disco
chiuso H". Infatti per ogni coppia di punti 2,y € H” & ben definito il “segmento”
con estremi z e y in H™: il segmento & 1’usuale segmento finito se = e y sono interni,
una semiretta uscente da x con direzione y se x € interno e y sul bordo, e la retta con
estremi x e y se i punti sono entrambi sul bordo. Avendo definito un segmento per
ogni coppia di punti, un insieme convesso in H" ¢ un insieme S in cui se z,y € S
allora l'intero segmento definito da z,y € contenuto in S. L’inviluppo convesso di
un insieme ¢ quindi come sempre il piti piccolo convesso che contiene l'insieme,
ottenuto intersecando tutti i convessi che lo contengono.

DEFINIZIONE 1.23. Un politopo ideale € I'inviluppo convesso di un numero finito
di punti nel bordo JH".

Abbiamo gia visto in particolare un triangolo ideale nel capitolo precedente.
Come vedremo, in molti contesti i politopi ideali sono piu trattabili di quelli usuali.
Ad esempio, e facile definire una particolare tassellazione in triangoli ideali, detta
tassellazione di Farey. La tassellazione ¢ costruita nel modo seguente. Si considera
H? con il modello del semipiano. Per ogni coppia di numeri razionali %,g (con
frazioni ridotte ai minimi termini) tali che ps — gr = £1 si disegna la geodetica
con punti all’infinito fj) e ~. Si ottiene una tassellazione in triangoli ideali, che nel
modello del disco € mostrata in Fig. 5.

Ricordiamo che Isom(H?) = PGLy(R) dove le matrici con determinante nega-

tivo rappresentano antitrasformazioni di Mobius.

PROPOSIZIONE 1.24. [l sottogruppo di Isom(H?) = PGLy(R) che preserva la
tassellazione di Farey ¢ PGLy(Z) ed il sottogruppo di indice due formato dalle isome-
trie che preservano orientazione é PSLy(Z). Gli orbifold HQ/]pGLQ(Z) e HZ/pSLz(Z)

hanno area % e % e sono mostrati in Fig. 6.
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FIGURA 6. L’orbifold Hz/]pGL2<Z) mostrato a sinistra ha tre specchi, di
cui due infiniti che tendono ad una cuspide. Questi formano con il terzo
specchio dei vertici di angolo 7 e %. L’orbifold ha area §. Il sottogruppo
PSL2(Z) < PGL2(Z) di indice due formato soltanto da trasformazioni che pre-
servano l’orientazione produce ’orbifold H? /]P’SLQ(Z) mostrato a destra di area
g, ottenuto incollando lungo gli specchi due copie di quello a sinistra. Ha una

cuspide e due punti con isotropia rotatoria Zs e Z3.

DIMOSTRAZIONE. Una isometria ¢ € PGL2(Z) & una trasformazione o anti-
trasformazione del tipo

az+b az+b
oppure 2z —
cz+d PP cz+d
p

a seconda del segno del determinante ad — bc = +1. Siano g e = due punti al-

Z

I'infinito collegati da una geodetica della tassellazione, cioe tali che det (Z Z) =+1.

Le immagini 2—; = (&) e g—: = (%) sono determinate dal prodotto di matrici

(f;: ::) = (¢ Z) 7). Dal Teorema di Binet segue che det (5: Z:) = +1 e quindi anche
le immagini %: e :—:
mostrato che PGLy(Z) preserva la tassellazione di Farey.

D’altra parte, ¢ facile vedere che con questo tipo di trasformazioni si possono
mandare i tre punti 0 = %, 00 = % el = %, vertici di un triangolo della tassellazione,
in una qualsiasi terna di vertici di un altro triangolo. Quindi ogni isometria che
preservi la tassellazione ¢ un elemento di PSLy(Z).

Le isometrie della tassellazione agiscono in modo transitivo sui triangoli ideali.
Lo stabilizzatore di un triangolo ideale € il gruppo S3 delle sue isometrie, determina-
te dalle permutazioni dei suoi tre vertici. Si ottiene quindi un dominio quozientando
un triangolo ideale per le sue 6 isometrie. Il risultato ha quindi area & ed ¢ l'orbifold
mostrato in Fig. 6-(sinistra). L’orbifold di destra ¢ ottenuto specchiando quello di

sinistra. O

sono collegate da uno spigolo della tassellazione. Abbiamo

1.7. Solidi platonici. Ogni solido platonico S ha una famiglia di rappresen-
tazioni in H3, R3 e S con angolo diedrale variabile. Per costruire questa famiglia &
sufficiente prendere un punto x qualsiasi di H?, R3 o S3, rappresentare S dentro lo
spazio tangente T, centrato nell’origine e tale che i suoi vertici vy,...,vx € T, ab-
biano norma uno, e quindi definire le geodetiche 71, ...,y uscenti da x con velocita
v1,...,Vg. Fissato un tempo t € quindi possibile prendere I'inviluppo convesso dei
punti 1 (t),...,7k(t) e ottenere un poliedro regolare in H?, R? o S3, con le stesse
simmetrie di S e avente baricentro in z. Indichiamo con S(t) il solido cosi ottenuto,
con la convenzione seguente: per t < 0 questo ¢ il solido ottenuto a tempo |¢| in H?,
con t = 0 & il solido usuale in R? (che & unico a meno di similitudini), e con ¢ > 0
questo ¢ il solido ottenuto in S®. 1l solido S(t) ¢ definito per ogni ¢ € [—oo, 5
per t = —oo intendiamo il solido iperbolico ideale, inviluppo convesso dei vertici



Dove ho definito 1’angolo
diedrale?
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FIGURA 7. Un icosaedro regolare iperbolico e un dodecaedro regolare euclideo.

all'infinito delle semirette v;, mentre per ¢ = § I'inviluppo convesso dei punti S(t)
coincide con la semisfera in S™ centrata in x.

Ricordiamo che le simmetrie di un solido platonico S agiscono transitivamente
su vertici, spigoli e facce. In particolare tutti gli spigoli di S(¢) hanno lo stes-
so angolo diedrale 6(t). Per costruzione # & una funzione continua strettamente

decrescente.

PROPOSIZIONE 1.25. Sia n € {3,4,5} il numero di spigoli distinti incidenti in

un vertice di S. Vale
(5 - [152]

DIMOSTRAZIONE. Intersecando il poliedro ideale S(—o0) in H? con una piccola
orosfera O centrata in un suo vertice v otteniamo un poligono P dentro il piano
euclideo O, univocamente determinato a meno di similitudini (variando O la metrica
euclidea cambia per riscalamento). Poiché esistono simmetrie del solido platonico
S che fissano un vertice e ruotano gli spigoli su di lui incidenti, il poligono euclideo
P e regolare. Quindi ha angoli interni ”T_zﬂ'.

L’angolo diedrale di uno spigolo e di S(—o0) incidente su v ¢ misurato in-
tersecando e con un piano iperbolico P ortogonale ad e in un qualsiasi punto
p = P Ne. Poiché 'orosfera O passante per p e tangente a P, si ottiene lo stesso
angolo §(—o0) = “=27. D’altra parte S(3) ¢ una semisfera in cui tutti gli angoli
diedrali sono , quindi 6(F) = . d

Identificando opportunamente le facce di un solido platonico con il giusto
angolo diedrale ¢ possibile costruire alcune varieta iperboliche (piatte, ellittiche)
particolari.

EsEMPI1o 1.26. Identificando le facce opposte di un cubo euclideo si ottiene il
toro euclideo St x S1 x ST

EseEmPIO 1.27. Le facce opposte di un dodecaedro regolare sono due pentagoni,

come si vede in Fig. 7-(destra). Questi possono essere identificati essenzialmente

in tre modi: tramite una rotazione (oraria o antioraria) di angolo %, 3?” oppure 7.

Se identifichiamo tutte le facce opposte con una rotazione antioraria di angolo %

otteniamo una 3-varieta chiusa importante, nota come sfera di Poincaré. L’orbita
di uno spigolo in questa identificazione e formata da 3 spigoli. L’angolo diedrale

del dodecaedro piatto ¢ approssimativamente 116°. E quindi possibile utilizzare
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un dodecaedro sferico con angolo diedrale 6 = %’T per questa identificazione e co-
struire una struttura di varieta ellittica sulla sfera di Poincaré. Analogamente con
la rotazione di angolo 7w 'orbita di uno spigolo & formata da due soli spigoli ed il
dodecaedro sferico con angolo 7w (che & una semisfera) pud essere usato per dare
una struttura ellittica alla varieta risultante, che ¢ semplicemente lo spazio proiet-
tivo RP? ottenuto usualmente quozientando il bordo della semisfera tramite mappa
antipodale.

Analogamente, se identifichiamo tutte le facce opposte con una rotazione antio-
raria di angolo %’T otteniamo un’altra 3-varieta chiusa, nota come spazio di Seifert-
Weber. In questo caso l'orbita di uno spigolo consta di 5 spigoli, ed usando un do-
decaedro iperbolico con angolo diedrale pari a %’T si ottiene una struttura iperbolica
sullo spazio di Seifert-Weber.

Sollevando i dodecaedri nei due esempi al loro rivestimento universale, otte-
niamo una tassellazione in dodecaedri regolari di S3 e H3. La tassellazione di S®
consta di 120 tetraedri, pari al numero di elementi del gruppo fondamentale della
sfera di Poincaré. L’importanza della sfera di Poincaré sta nel fatto che & 'unica
3-varieta chiusa con gruppo fondamentale finito che sia anche una sfera di omologia,
cio¢ che abbia la stessa omologia di S3. In particolare, il suo gruppo fondamentale
ha abelianizzato banale.

1.8. Simplessi. La costruzione appena descritta per i solidi platonici si appli-
ca ai politopi regolari di ogni dimensione: ci occuperemo in particolare dei simplessi
regolari. In ogni dimensione n € possibile prendere un punto qualsiasi di H", R™ o

S™ e dei vettori unitari vy, ..., v, € T, che siano vertici di un simplesso regolare in
T, =2 R™ e definire per ogni t € [—oo, g] il simplesso regolare A(t). Il punto x &
il baricentro del simplesso. Per { = —oco otteniamo un simplesso regolare ideale in

H"™.

1.9. Dominio di Dirichlet. Abbiamo costruito alcune 3-varieta iperboliche
identificando a coppie le facce di un politopo in H". Mostriamo adesso che qualsiasi
3-varieta iperbolica chiusa puo essere costruita in questo modo.

Sia M = H"/r una varieta iperbolica chiusa e o € M un punto. La con-
troimmagine p~!(zo) rispetto al rivestimento universale p: H" — M & un insieme
discreto di punti in H", su cui I" agisce in modo libero e transitivo. Per ogni punto
x € p~Y(xg) definiamo il dominio di Dirichlet come l'insieme

D(z) = {y e H" | d(y,z) < d(y,2') V2’ € p~"(z0)}.

PROPOSIZIONE 1.28. [l dominio di Dirichlet D(x) é un politopo, ed é un do-
minio fondamentale per lazione di . I domini D(z) al variare di x € p~*(xq)
formano una tassellazione invariante per I'.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione D(x) & I'intersezione al variare di 2’ € p~1(x)

di tutti i semispazi

Sy ={yeH" | d(y,z) < d(y,z")}.
L’insieme p~!(zg) & discreto, quindi interseca ogni insieme limitato di H" in un
numero finito di punti. Questo fatto implica che l'intersezione fra semispazi sia
localmente finita. Quindi la parte interna di D(z) & l'intersezione dei semispazi
aperti

Se = {y € H" | d(y,z) < d(y,2")}.

Parlare qui della congettura
di Poincaré?



Dimostrare bene che com-
patto implica limitato.
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T 8

0 1

FIGURA 8. Un tetraedro ideale con un tre vertici in 0,1, 00 nel modello
del semispazio & determinato dalla posizione z del quarto vertice nel bordo
CU {oo}. Una piccola orosfera centrata nel vertice ideale interseca il tetraedro
in un triangolo euclideo univocamente determinato a meno di similitudine.

I punti interni di D(z) sono quindi precisamente i punti che sono strettamente pitt
vicini a x che agli altri punti di p~!(z0). Segue dalle definizioni che

D(y(z)) = ~(D())
per ogniy € I'e z € p~!(z0) e che i domini D(x) tassellano lo spazio. In particolare
ciascun D(z) € un dominio fondamentale per T
Se M & compatta allora D(z) ¢ limitato. Poiché I'intersezione & localmente
finita, & anche globalmente finita, quindi D(x) & un politopo. O

1.10. Tetraedri ideali. I tetraedriideali giocano un ruolo fondamentale nella
costruzione di 3-varieta iperboliche. Vediamo innanzitutto che esiste un metodo
geometrico semplice per associare un tetraedro ideale ad ogni numero complesso z
con &z > 0.

Un tetraedro ideale & I'inviluppo convesso di quattro punti vy, va, vs, v4 in OH3.
Il tetraedro & degenere se i quattro punti sono complanari. Supponiamo che il te-
traedro non sia degenere. Ricordiamo che Isom™ (H?) = PSLy(C) e che quindi esiste
un’unica isometria che preserva l’orientazione di H? e manda v1,vs, v3 rispettiva-
mente in 0,1,00 € JH? = C U {oo} usando il modello del semispazio. Il quarto
punto ¢ un numero complesso z, e a meno di specchiare lungo il piano passante per
0,1, co possiamo supporre che Sz > 0.7

Ricordiamo che una orosfera centrata nel punto all’infinito ¢ nel modello del
semispazio un piano orizzontale che possiamo identificare con C. Intersecando il
tetraedro con una orosfera possiamo ottenere un triangolo come in Fig. 8, di vertici
0,1,z. Il triangolo ¢ univocamente determinato a meno di similitudini, e quindi
sono univocamente determinati i rapporti
z—1 1
Zy T 7 L
z 1—2z

"Il numero complesso z e il birapporto dei quattro punti vy, wv2,v3,v4 usato in geometria
proiettiva.
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FIGURA 9. Per ogni vertice ideale c¢’¢ un triangolo euclideo definito a meno
di similitudini; si puo associare in modo univoco ad ogni angolo un numero
complesso la cui fase & ’angolo e il cui modulo ¢ il rapporto fra le lunghezze
dei lati adiacenti (sinistra). Ogni coppia di spigoli opposti ha un asse che &
un asse di simmetria per il tetraedro ideale (centro). Il tetraedro a meno di
isometria ¢ identificato associando un numero complesso ad ogni spigolo come
mostrato in figura (destra). La fase di questo numero complesso ¢ l’angolo
diedrale dello spigolo.

fra i due lati del triangolo uscenti da un vertice, visti come numeri complessi.
L’argomento di ciascun numero ¢ ’angolo interno, ed il modulo ¢ il rapporto fra le
lunghezze dei due segmenti adiacenti. Assegniamo i tre numeri complessi agli angoli
del triangolo come in Fig. 9. Notiamo adesso che il tetraedro ideale ha sempre delle
simmetrie non banali.

PROPOSIZIONE 1.29. Per ogni coppia di lati opposti di un tetraedro ideale non
degenere T esiste un’asse r di simmetria ortogonale ad entrambi come in Fig. 9-
(centro) tale che T sia simmetrico rispetto ad una rotazione di 7 intorno a r.

DIMOSTRAZIONE. Poiché T ¢ non degenere i due lati e ed €’ sono due rette di
H? ultraparallele. Quindi esiste un’unica retta r di H? ortogonale ad e e ¢’. Una
rotazione di 7 intorno a r scambia i vertici di e e di €’ e preserva l'insieme dei 4
vertici, quindi preserva T (I

Le simmetrie del tetraedro quindi agiscono in modo transitivo sui vertici. Ne
segue che ogni vertice ha una sezione triangolare simile a quella mostrata in Fig. 9-
(sinistra), e che tutte le sezioni possono essere riassunte assegnando i numeri com-
plessi direttamente agli spigoli del tetraedro come in Fig. 9-(destra). Questo sistema
di numeri complessi identifica completamente il tetraedro ideale a meno di isometrie

di H3.

1.11. Triangolazioni ideali ed equazioni di completezza. Siano Aq,..., A
alcuni tetraedri iperbolici ideali non degeneri. Come abbiamo visto, ogni spigolo di
ciascun A; ha un ben definito numero complesso con parte immaginaria positiva.
Tentiamo adesso di costruire una 3-varieta iperbolica incollando fra loro questi te-
traedri. Scegliamo quindi ad esempio di incollare una faccia f; di A; con una faccia
f; di A;. Quante possibilita abbiamo? La risposta ¢ semplice.

PROPOSIZIONE 1.30. Dati due triangoli ideali A e A’, ogni corrispondenza
biunivoca fra i vertici ideali di A e quelli di A" ¢ realizzata da un’unica isometria

A=A,
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21222324

FIGURA 10. Se riusciamo ad attaccare tutti i tetraedri incidenti su uno
spigolo e dentro H® come mostrato a sinistra, la struttura iperbolica & defi-
nita anche sullo spigolo e. Siano z1,..., 2, 1 numeri complessi associati agli
spigoli degli h tetraedri incidenti (in figura h = 5). La condizione perché I'in-
collamento possa essere fatto come in figura & che z; --- z; sia uguale a uno
(destra).

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto abbiamo gia notato che i triangoli ideali sono
tutti isometrici, perché Isom(H?) agisce transitivamente sulle terne ordinate di punti
in OH?. Quindi esiste almeno una isometria A =2 A’ che realizza la corrispondenza
biunivoca data fra i vertici. D’altra parte questa isometria e unica: ogni lato [ di un
triangolo ideale ha un intrinseco “punto medio”, definito come 'unico punto p € [
per cui esiste una geodetica ortogonale a [ che unisce p e il vertice ideale opposto
del triangolo. Una isometria del triangolo ideale in sé che fissa i vertici ideali deve
anche fissare ciascuno dei tre punti medi, e quindi fissa tutto. [l

Quindi esiste un’unica isometria che incolli le due facce f; e f; dopo aver scelto
arbitrariamente come identificare le due terne di vertici ideali. Possiamo quindi
scegliere una arbitraria identificazione a coppie delle 4k facce dei k tetraedri ideali,
e I'incollamento produrra uno spazio topologico che ha una struttura di varieta
iperbolica nel complementare degli spigoli. Per semplificare la discussione, incollia-
mo le facce usando soltanto mappe che invertono l’orientazione, cosi siamo sicuri
di ottenere una varieta iperbolica orientata.

Tentiamo adesso di estendere la struttura iperbolica agli spigoli. Se riusciamo
ad incollare tutti i tetraedri adiacenti ad uno spigolo e dentro H? come mostrato
in Fig. 10 siamo a posto. Siano zi, ..., 2, i numeri complessi associati agli spigoli
degli h tetraedri incidenti su e. Come mostrato in figura, se z1---2p = 1 tutti i
tetraedri possono essere incollati contemporaneamente in H? e quindi una struttura
iperbolica si estende anche allo spigolo e. Notiamo che ’equazione z1---zp = 1 in
realta non e sufficiente: vogliamo anche che la somma degli argomenti dei z; sia 27
e non un arbitrario multiplo di 2.

Possiamo quindi scegliere arbitrariamente uno spigolo per ogni simplesso A; e
associare a questo spigolo la variabile z;; gli altri spigoli di A; avranno automatica-

mente associata una delle variabili z;, Zizfl oppure i Come abbiamo visto, per
T 2
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ciascun spigolo e otteniamo una equazione del tipo z1 --- 2, = 1 (cui va aggiunta
la condizione che la somma degli argomenti sia 27). Abbiamo quindi ottenuto un
sistema di equazioni, dette equazioni di compatibilita, con una variabile per ogni
tetraedro e una equazione per ogni spigolo che risulta dopo l'incollamento. Dalla
discussione discende il fatto seguente.

PRrROPOSIZIONE 1.31. Ogni soluzione delle equazioni di compatibilita identifica
una struttura iperbolica sulla varieta M ottenuta incollando i tetraedri ideali.

La struttura iperbolica pero non & necessariamente completa. Notiamo infatti
che la varieta che otteniamo non ¢ compatta, perché i tetraedri ideali non lo sono.
Lo studio del completamento di questa varieta € un aspetto cruciale della geometria
iperbolica in dimensione 3 e sara oggetto del prossimo capitolo.

2. Completamenti metrici e varieta con singolarita coniche

Da fare: parlare qui di va-
rieta con singolarita coniche
e Dehn filling.






CAPITOLO 4

Teorema di rigidita di Mostow

Abbiamo definito nel Capitolo 2 lo spazio di Teichmiiller Teich(X,) di una
superficie ¥, chiusa di genere g > 2 come lo spazio delle metriche iperboliche su
Y4, viste a meno di isometrie isotope all’identa; abbiamo quindi dimostrato che
Teich(¥,) = R%~6.

La definizione di Teich(M) si applica ad ogni varieta differenziabile M: Lo
scopo di questa sezione & mostrare che per ogni varieta iperbolica di dimensione
> 3 lo spazio Teich(M) & un punto. Questo risultato molto forte, noto come teorema
di rigidita, € stato dimostrato da Mostow nel 1968. Grazie a questo teorema, tutte
le informazioni geometriche inerenti una varieta iperbolica M di dimensione > 3
(volume, spettro delle geodetiche, etc.) dipendono in realta soltanto dalla topologia
di M. Nella versione piu forte del teorema di Mostow, vedremo addirittura che
dipendono solo dal gruppo fondamentale di M.

1. Volumi di varieta iperboliche

1.1. Simplessi. Ricordiamo che un simplesso A in H" & 'inviluppo convesso
di n + 1 punti v, ..., v, € H". Il simplesso é:
e degenere se gli n + 1 punti sono contenuti nella chiusura di un iperpiano,
e ideale se gli n + 1 punti sono tutti nel bordo OH",
Una k-faccia di un simplesso non-degenere A e l'inviluppo convesso di k+ 1 vertici

distinti di A. Le 0- e 1-facce sono dette vertici e spigoli. Un vertice che giace in
OH™ & detto ideale.

PRrROPOSIZIONE 1.1. Un simplesso é degenere < non ha parte interna < ha
volume nullo.

DIMOSTRAZIONE. Se un simplesso e degenere, allora non ha parte interna e non
ha volume. D’altra parte, si puo dimostrare per induzione sulla dimensione n che
se un simplesso non & degenere allora ha parte interna, e quindi volume positivo.
Il passaggio induttivo funziona nel modo seguente: sia v un vertice di A e F la
(n — 1)-faccia opposta. Per ipotesi la faccia F' & contenuta in un unico iperpiano H
e ha parte interna. Poiché v & F segue facilmente che anche A ha parte interna. [

Notiamo che un simplesso ¢ compatto se e solo se tutti i suoi vertici sono in
H". Mostriamo che ogni simplesso ha volume finito: per quelli compatti & ovvio,
per gli altri e conseguenza del fatto seguente.

PRrROPOSIZIONE 1.2. Sia O una orosfera centrata in un punto v € OH™. Sia
D C O un insieme boreliano e C il cono di D su v, ovvero l'unione di tutte le
semirette uscenti da D dirette verso v (si veda Fig. 1). Vale la relazione sequente:
. VOlo(D)
- on-—1

Vol(C)

81



82 4. TEOREMA DI RIGIDITA DI MOSTOW

FIGURA 1. Nel modello del semispazio, un boreliano D dentro ad una oro-
sfera O delimita una porzione di spazio C. In dimensione tre vale la formula
Vol(C) = 2 - Area(D); in generale vale Vol(C) = (n — 1) - Volp (D) dove Volp
indica il volume nell’orosfera O, isometria ad R"~1. Ne deduciamo che un
simplesso A ha volume infinito: l'intersezione (in verde) di A con delle orosfe-
re O; centrate nei vertici ideali v; ha infatti volume finito, e cid che resta (in
rosso) & compatto.

dove Vol indica il volume nella varieta O, isometrica a R"1.

DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo il modello del semispazio con v all'infinito e
O ad altezza h come in Fig. 1-( smlstra) Otteniamo

1 dx 1
Vol(C /dm/ —d 7n—1/Dh”—1 fn_1~Volo(D).

Applichiamo in particolare questa uguaglianza per ottenere in Fig. 1-(destra)
il risultato seguente.

O

COROLLARIO 1.3. Un simplesso in H™ ha volume finito.

Definiamo v,, come il sup dei volumi di tutti i simplessi in H":
n =sup {Vol(A) | A c H"}.

E abbastanza facile vedere che v, < +oo. Il risultato seguente ¢ meno banale.
Ricordiamo che nella Sezione 1.8 del Capitolo 3 abbiamo definito per ogni ¢t €
[—00,0) un simplesso regolare A(t) C H", che ¢ ideale per t = —oo.

TEOREMA 1.4. Un simplesso A ha volume v, se e solo se A ¢é ideale e regolare.

I simplessi ideali regolari sono quindi i simplessi con volume massimo. In dimen-
sione n = 2 il teorema ¢ semplice da dimostrare: 'area di un triangolo con angoli
interni o, 3,7 & T — (a4 3+), ed & massima precisamente quando o = 3 = v = 0,
cioe quando il triangolo e ideale; d’altra parte, tutti i triangoli ideali sono isometrici
e sono quindi regolari. In dimensione n il simplesso di volume massimo ¢ comunque
chiaramente ideale:

PRrROPOSIZIONE 1.5. Se A é un simplesso non ideale, esiste un simplesso ideale
A" D A con Vol(A') > Vol(A).



1. VOLUMI DI VARIETA IPERBOLICHE 83

DIMOSTRAZIONE. Sia x € H™ un punto qualsiasi contenuto in A ma distinto
dai vertici vg,...,v,. La semiretta s; uscente da x e passante per v; tende ad un
punto all’infinito w; € OH™. Definiamo quindi A’ come inviluppo convesso dei punti
wo, ..., W,. 1l simplesso A’ contiene A, perché contiene z e w;, quindi contiene la
semiretta s; ed in particolare v; per ogni i. Per ipotesi almeno uno dei vertici v; non
¢ ideale, e quindi w; € A: quindi A’ contiene A strettamente e quindi ha volume
maggiore. (|

In dimensione n > 3 i simplessi ideali pero non sono tutti isometrici: abbiamo
gia visto ad esempio che per n = 3 questi possono essere parametrizzati da un
numero complesso z. Dimostreremo il Teorema 1.4 solo in dimensione n = 3.

1.2. Volumi di tetraedri ideali. Esprimeremo il volume di un tetraedro
ideale usando una particolare funzione.

DEFINIZIONE 1.6. La funzione di Lobachevsky ¢ la funzione

0
A(9) = —/ log |2 sin t|dt.
0

La funzione log |2sint| vale —co in 7Z, ma & comunque integrabile. Quindi A
¢ ben definita su tutto R, & continua e le sue prime due derivate sono ovviamente

A(9) = —log |2sin 4|, A'(0) = — cot 6.

La funzione A ha derivata +oco nei punti 7Z. E inoltre una funzione dispari, perché
¢ integrale di una funzione pari.

PROPOSIZIONE 1.7. La funzione A ¢ m-periodica. Vale A(0) = A (3) =

0. La funzione A é strettamente positiva in (0 ’T), strettamente negativa in (

ed ha massimo e minimo assoluti in %77 e %ﬂ'. Vale inoltre per ogni m N

l'uguaglianza
A(mb) =m Z A <0 + >

DIMOSTRAZIONE. Proviamo a dlmostrare I'uguaglianza per m = 2:

A(26 1 (% 0
% = —5/ log |2sint|dt = —/ log |2 sin 2t|dt
0

0
:—/ 10g|251nt|dt—/ log‘Qsm(t—i— )‘dt
0 0

40
=A(9) — / log |2 sin ¢|dt

2

—AO) +A(0+3)-A(3)-

Ponendo # = 7 si ottiene A(m) = 0. Poiché la derivata A" & m-periodica e A(7) = 0,
ne segue che anche A & m-periodica. Poiché A & w-periodica e dispari, vale A (g) 0.
Cosi abbiamo anche dimostrato la formula per m = 2.

Per dimostrare la formula per m generico usiamo una generalizzazione della
formula di duplicazione del seno. Usando 'uguaglianza

)

A

m—1

—1= H (z—e_ka)

k=0

Mettere grafico della funzio-
ne.
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si deduce facilmente la formula

2sin(mt) H 2sin (t+>

e quindi

1 mo (%
— = ——/ log |2 sin t|dt = —/ log |2 sin(mt)|dt
m Jo 0
m—1 9
k
:—Z/log 2sin<t+w)‘dt
k=0 0 m
m— : &x
Z (/ log |2 sint|dt — /
0

—Z_:A(9+I::lr>+0(m)

log |2 sint|dt>

dove C(m) & una costante che non dipende da . Integrando entrambi i membri
dell’equazione si ottiene

m/ (m0) Z/ (9+)+C’(m)77.

Poiché A ¢ dispari e w-periodica, vale pero

/OWA(mH) —0

per ogni intero m. Quindi C'(m) = 0 e la formula nell’enunciato & dimostrata per
ogni m. Notiamo infine che A"”(f) = — cot § ¢ strettamente negativa in (0, 7) e stret-
tamente positiva in (7, ), quindi A ¢ strettamente positiva in (0, 7) e strettamente

negativa in (7, 7). O

Ricordiamo che un tetraedro ideale ¢ determinato a meno di isometria dalla
terna di numeri complessi
z—1 1
{27 21—z }

i cui argomenti a, 3,7y sono gli angoli diedrali come in Fig. 2; vale la relazione
a+ B+ v = m. Quindi un tetraedro ideale ¢ determinato a meno di isometria dalla
terna di angoli {«, 3,7} con somma 7. La terna che corrisponde al tetraedro ideale
regolare € quella in cui gli angoli sono uguali, e cioe {%, T g}

TEOREMA 1.8. Sia A un tetraedro ideale con angoli diedrali o, 5 e . Vale
Vol(A) = A(a) + A(B) + A(y).

DiMOSTRAZIONE. Rappresentiamo A nel modello del semispazio con un vertice
vo all'infinito e gli altri tre vy, v9,v3 in C. Sia C' la circonferenza che contiene i tre
vertici vy, v2 € v3. A meno di trasformazioni in PSLy(C) possiamo supporre che C
abbia centro lorigine e raggio unitario. Il triangolo T' C C con vertici vy, v2 € vs ha
angoli interni «, 3 e . Supponiamo inizialmente che 0 € T, cioe che a, 3,7 < 3.
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FIGURA 2. Gli angoli diedrali «, 3, di un tetraedro ideale. Spigoli opposti
hanno angoli diedrali uguali, e inoltre a + 3 + v = .

Decomponiamo T in sei triangoli rettangoli come in Fig. 2, a coppie isometrici.
Il tetraedro A si decompone in modo corrispondente in sei tetraedri, a coppie isome-
trici, ciascuno posizionato sopra ad uno dei sei triangoli nel semispazio. Mostriamo
che il tetraedro A, corrispondente al triangolo colorato in giallo in Fig. 2 ha volume
#: sommando quindi i contributi dei sei tetraedri si ottiene il teorema.

Il tetraedro corrispondente al triangolo colorato € intersezione di quattro se-
mispazi: tre semispazi verticali determinati dagli iperpiani y = 0, * = cosa e
y = xtan « ed il semispazio bordato dall’iperpiano iperbolico con bordo C, cioe la
semisfera 22 = 22 + 2. Quindi

cos « xtan o 0
Vol(Ay) :/ dx/ dy/ i?)dz
0 0 V1—z2—y2 ?
Ccos & x tan o 1 o)
AT -
0 0 2z 1_a2_y2

1 cos a x tan o 1
T [
2 Jo 0 =2 —y

Per risolvere questo integrale usiamo la relazione

1 1 1 1
= +
1—a22—9y2 21— 22 (\/1x2y \/1x2+y)

e quindi

Vol(A,) =

/Ocosadx <[— log(v/1 — 22 — y)}ztani [log(m + y)]:twa)

= /0 \/% (—log(M—xtana) + log(v/1 — 22 +xtana)) .
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Cambiando x = cost e quindi dr = — sint dt otteniamo

Vol(AO‘)zl/OK —§int _1ogs%ntcosoz—cost5?na i@t
4/g sint sint cos o + costsin a

/ logsm(t—’—a)dt:fl/ o |251n(t—|—a)|dt

sin(t — ) 1) %% 2sin(t — o)

I+a 1 [27@
/ log |2sint|dt — f/ log |2 sint|dt
2 4 Jo

(4(5 +) <2044 (5 )

=1 (A (5+a)+28@ +28 (S +a) = A (5 +a)) = Ao
2 2 2 2
usando la Proposizione 1.7 nel penultimo passaggio.

Se 0 ¢ T il triangolo T" puo comunque essere decomposto in triangoli rettan-
goli, alcuni dei quali contribuiscono negativamente al volume e si ottiene la stessa
formula. ([l

Otteniamo come corollario il Teorema 1.4 in dimensione n = 3.

COROLLARIO 1.9. Un tetraedro ideale ha volume vs se e solo se ¢ ideale e
regolare.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il triangolo T = {0 < o, 8,a+ 3 < 7} e la
funzione continua f: T — R seguente:

fi(a, B) — Aa) + A(B) + Alr —a = ).

Su 0T la funzione f & nulla, mentre nei punti interni f(«, 3) & strettamente positiva
perché coincide con il volume del tetraedro ideale con angoli diedrali o, 3,7 =
7 —a— . Quindi f ha almeno un punto di massimo (¢, 3) all’interno di T'. Inoltre
f ¢ differenziabile all’interno di 7', quindi sul punto di massimo deve annullarsi il
gradiente:

o N(a) = N(mr—a—p)\ _ [—log|2sina|+ log |2sin(r — a — §)
f= (A’(,@’) —A’(W—@—B)) o (10g|281n6|+log|2s,in(7raﬁ)))

e questo accade se e solo se sina = sin(m — a — ) = sinf, cioe se e solo se il

tetraedro ha tutti gli angoli diedrali uguali a %, cioe se e solo se & regolare. O

1.3. Volume simpliciale. Gromov ha introdotto negli anni 70 una misura di
“volume” di una varieta chiusa M che fa uso soltanto dell’omologia di M, e non fa
uso di eventuali strutture riemanniane o perfino differenziabili su M. Vedremo poi
che sorprendentemente questa nozione di volume coincide (a meno di un fattore)
con quella riemanniana quando M & iperbolica.

Sia X uno spazio topologico e A un anello. Ricordiamo che un k-simplesso
singolare & una mappa a: A — X continua dal simplesso standard k-dimensionale
Ay in X. Una k-catena ¢ una combinazione lineare astratta

AMar + ...+ Apap

di k-simplessi singolari oy, . . ., aj a coefficienti A, ..., Ay € A. L'insieme Cy (X, A)
delle k-catene & un A-modulo. E definita inoltre una mappa di bordo 9y : C(X, A) —
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Cr—1(X, A) lineare tale che 9y_1 0 9 = 0. I cicli e i bordi sono definiti rispettiva-
mente come i sottomoduli

Zk(X,A) :keré'k, Bk(X,A) :Im8k+1.

I bordi sono un sottomodulo dei cicli e si definisce infine il k-esimo gruppo di
omologia come il quoziente

Hk(X, A) = Zk(Xa A)/Bk(XA)'

Consideriamo ora il caso A = R. Possiamo definire la norma di un ciclo o =
A1 + ... + Apap nel modo seguente:

la| = A+ ...+ Al

DEFINIZIONE 1.10. La norma di una classe a € Hy(X,R) & il limite inferiore
delle norme dei suoi rappresentanti:

la| = inf {|a| | @ € Zk(X,R),[o] = a}.

Ricordiamo che una seminorma su uno spazio vettoriale reale V' ¢ una mappa
|-]: V — Ry tale che
e |Mv| = |\||v| per ogni scalare A € R e vettore v € V,
e |v+w| < |v| + |w| per ogni coppia di vettori v,w € V.
Una norma & generalmente definita come una seminorma in cui 'unico vettore v
con |v| = 0 & il vettore nullo. Il fatto seguente si dimostra immediatamente.

PROPOSIZIONE 1.11. La norma |-| appena definita induce una seminorma sullo
spazio vettoriale Hi(X,R).

Sia adesso M una varieta chiusa connessa orientata. Sappiamo in questo ca-
so che H,(M,Z) = Z e lorientazione di M determina uno dei due generatori di
H,(M,Z); questo generatore & detto classe fondamentale ed & indicato con [M].
Inoltre H,(M,R) = R ed esiste una naturale inclusione (dovuta ad esempio al
teorema dei coefficienti universali)

7= H,(M,Z) — H,(M,R) =R

quindi la classe fondamentale [M] ¢ anche un elemento di H, (M,R) ed ha quindi
una determinata norma.

DEFINIZIONE 1.12. Il wolume simpliciale |M| € Rxo di una varieta chiusa
orientata M ¢ la norma della sua classe fondamentale:

M| = [[M]]

Poiché |[M]| = | — [M]] il volume simpliciale in realta non dipende dall’orienta-
zione di M. La definizione di || M ||, relativamente semplice, porta subito a risultati
non banali.

Ricordiamo che una mappa continua f: X — Y fra spazi topologici induce un
omomorfismo f.: Hi(X,A) — H (Y, A) frai k-esimi gruppi di omologia. Una map-
pa continua f: M — N fra varieta chiuse e orientate induce quindi un omomorfismo
fe: Hy(M,Z) — H,(N,Z) che manda necessariamente la classe fondamentale [M]
in un multiplo della classe fondamentale [N]. Il grado di f & definito proprio come
questo multiplo, cioé come I'unico intero deg f per cui

fe([M]) = deg f - [N].
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ProproOSIZIONE 1.13. Sia f: M — N wuna mappa continua fra varieta chiuse
orientate. Vale la disuguaglianza

[M]| = |deg f|- [Nl

DIMOSTRAZIONE. Ogni descrizione di [M] come ciclo Adjag + ... Apay, induce
una descrizione di f,([M]) = deg f[M] come ciclo A\ foay +... \pf oy, avente la
stessa norma. ]

COROLLARIO 1.14. Se M e N sono due varieta chiuse orientabili omotopica-
mente equivalenti della stessa dimensione allora || M| = ||N||.

DiMOSTRAZIONE. Una equivalenza omotopica ¢ il dato di due mappe f: M —
N e g: N — M le cui composizioni siano entrambe omotope all’identita. In
particolare sia f che g hanno grado +1. (I

COROLLARIO 1.15. Se M ammette una mappa continua f: M — M con grado
> 2 allora || M]| = 0.

COROLLARIO 1.16. Una sfera S™ ha norma zero. Pit in generale vale | M x
S™|| =0 per ogni M e ognin > 1.

DiMOSTRAZIONE. Una sfera S™ ammette mappe in sé di grado arbitrariamente
alto, e queste mappe si estendono banalmente a M x S™. (I

Fra le superfici orientabili, la sfera S ed il toro S* x S hanno quindi entram-
be volume simpliciale nullo. Vedremo successivamente che tutte le altre superfici
chiuse orientabili hanno pero volume simpliciale positivo. Nel caso in cui la map-
pa continua sia un rivestimento, la disuguaglianza della Proposizione 1.13 diventa
un’uguaglianza.

PRrOPOSIZIONE 1.17. Se f: M — N e un rivestimento di grado d allora
[M]| = d-|[N|.

DIMOSTRAZIONE. Innanzitutto ricordiamo che il grado d di un rivestimento f
coincide con il grado di f come mappa definito sopra. Sappiamo gia che |[|[M]| >
d-||N|| perché un ciclo in M puo essere trasportato in N tramite f. Nei rivestimenti
i cicli pero anche essere riportati indietro tramite f: sia a« = Mg + ...+ Apap un
ciclo in N che rappresenta [N]; ogni a; & una mappa A,, — N. Poiché A,, & sempli-
cemente connesso, la mappa «; si solleva a d mappe distinte a},...,af: A, — N
tali che a; = foal. Si vede facilmente che & = > Xial & un ciclo in M e che
f«(@) = da. Quindi |M] < d-||N]. O

1.4. Misure di Haar. Introduciamo un importante nozione legata ai gruppi
di Lie che ci sara utile in seguito. Ricordiamo che una o-algebra F su un insieme
X ¢ una collezione di sottoinsiemi di X (che include X stesso) chiusa rispetto
all’'unione numerabile e al passaggio al complementare; una misura su F € quindi
una funzione p: F — [0, 400] che sia additiva su qualsiasi collezione numerabile
di sottoinsiemi disgiunti. L’algebra di Borel di uno spazio topologico X & la piu
piccola o-algebra che contiene gli aperti di X, ed una misura boreliana su X & una
misura definita sull’algebra di Borel di X.

DEFINIZIONE 1.18. Sia G un gruppo di Lie. Una misura di Haar invariante a
sinistra su G € una misura boreliana p su G tale che
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e u(A) = u(gA) per ogni boreliano A C G e per ogni g € G,
e u(A) > 0 per ogni aperto A non vuoto,
e 1(A) < 400 per ogni compatto A.

TEOREMA 1.19. Un gruppo di Lie G ha una misura di Haar invariante a
sinistra e questa é unica a meno di riscalamento.

Analogamente si definisce una misura di Haar invariante a destra ed anche
questa € unica a meno di riscalamento. Non ¢ detto perd che la misura invariante
a destra sia anche invariante a sinistra: se accade questo fenomeno il gruppo di Lie
G ¢ detto unimodulare.

Sia g una misura invariante a destra e g € G un elemento. E facile verificare
che anche la misura pu?(A) = u(g~'A) ¢ invariante a destra; per I'unicitd a meno
di riscalamento deve esistere un numero reale positivo A4 tale che p9 = Agu. La
mappa g — Ay ¢ un omomorfismo continuo da G nel gruppo moltiplicativo Rsq,
detta funzione modulare. 11 gruppo G & quindi unimodulare se e solo se la funzione
modulare € banale.

Ricordiamo che un gruppo G non banale & semplice se non ha sottogruppi
normali oltre a G e al sottogruppo banale. Nella teoria dei gruppi di Lie si aggiun-
gono generalmente a questa definizione delle condizioni topologiche di connessione
e algebriche di non-abelianita:

DEFINIZIONE 1.20. Un gruppo di Lie G & semplice se € connesso, non abeliano
e non possiede sottogruppi normali connessi oltre a G e al sottogruppo banale.

PROPOSIZIONE 1.21. Il gruppo di Lie Isom™ (H") & semplice.

PROPOSIZIONE 1.22. I gruppi di Lie compatti, abeliani, discreti o semplici sono
unimodulari.

DIMOSTRAZIONE. Sia A: G — R+ la funzione modulare di G. Se G & compatto
I'immagine di G € un sottogruppo compatto di R+, e quindi ¢ il sottogruppo banale
{1}. Se G & semplice, il sottogruppo normale ker A & banale o & tutto G. Nel primo
caso G = Ry, che e escluso perché abeliano, mentre nel secondo caso A & banale.
Se G & abeliano € ovvio che una misura invariante a sinistra lo sia anche a destra.
Se G e discreto ogni singoletto ha necessariamente la stessa misura, che e quindi
invariante sia a sinistra che a destra. O

COROLLARIO 1.23. T gruppi di isometrie Isom(S™) e Isom(H") sono unimodu-
lars.

DIMOSTRAZIONE. Il gruppo Isom(S™) & compatto. Il gruppo Isom(H") con-
tiene un sottogruppo semplice di indice due, quindi la funzione unimodulare ha
immagine finita, quindi banale. O

EseEmpIo 1.24. 1l gruppo Aff(R) = {x — ax +b | a € R*;b € R} delle
trasformazioni affini di R non € unimodulare.

OSSERVAZIONE 1.25. Una misura di Haar per Isom(H") puo essere costruita
nel modo seguente. Sia z € H™ un punto fissato qualsiasi. Definiamo la misura di
un boreliano A C Isom(H"™) come la misura dell'insieme A(z) = Urea f(z). Questa
misura ¢ invariante a sinistra, ed & quindi anche invariante a destra perché Isom(H")
¢ unimodulare: in particolare, non dipende dalla scelta del punto x.

Mettere dimostrazione.
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1.5. Volume simpliciale e volume iperbolico. Nelle prossime pagine di-
mostreremo il teorema seguente.

TEOREMA 1.26. Sia M una varietd iperbolica chiusa. Vale 'uguaglianza
Vol(M) = v,|| M|

Il teorema & utile innanzitutto perché ci fornisce i primi esempi di varieta con
volume simpliciale strettamente positivo. Inoltre il teorema implica che il volume
di una varieta iperbolica M € un invariante topologico, si tratta cioé di un numero
che non dipende dalla particolare metrica iperbolica scelta per M. Se M & una
superficie questo fatto non sorprende, perché per il Teorema di Gauss-Bonnet il
volume di M dipende effettivamente soltanto dalla caratteristica di Eulero x(M)
di M. Per le varieta iperboliche di dimensione n > 3, questo risultato ¢ un primo
passo verso il piu forte Teorema di rigidita di Mostow, che sostiene che M ha al piu
un’unica metrica iperbolica (che dimostreremo nella prossima sezione).

Per quanto riguarda la dimostrazione, notiamo subito un fatto: entrambe le
quantita Vol(M) e ||M|| vengono moltiplicate per d se sostituiamo M con un suo
rivestimento M di grado d. In particolare, a meno di sostituire M con il suo
rivestimento orientante (di grado due), possiamo supporre da subito che M sia
orientata.

1.6. Raddrizzamento dei cicli. Per dimostrare il Teorema 1.26 studiamo la
classe fondamentale [M] € H, (M, R) di una varieta iperbolica chiusa M. La classe
[M] & rappresentata da un ciclo

a=MNai+ ...+ Apap

dove a; € un simplesso singolare A,, — M. Mostriamo innanzitutto come il ciclo
possa essere raddrizzato. Il raddrizzamento € una operazione utile definita per ogni
k-ciclo in M.

Definiamo innanzitutto il raddrizzamento di un k-simplesso singolare 3: A, —
H"™ nel modo seguente: il raddrizzamento 8': Ap — H"™ di 8 € la mappa che
coincide con (3 sui vertici di Ag, e si estende per combinazione convessa a tutto Ayg.
L’immagine di 5" € quindi il simplesso geodetico avente come vertici le immagini
lungo ( dei vertici di Ag.

Consideriamo adesso un simplesso singolare 5: Ay — M a valoriin M = H"/p.
Poiché Aj ¢ semplicemente connesso, la mappa 3 si solleva ad una mappa B AL —
H™.

DEFINIZIONE 1.27. 11 raddrizzamento di § € il simplesso singolare 5" = po (B)r
ottenuto sollevando, raddrizzando in H", e quindi riproiettando lungo p: H® — M.

La definizione & ben posta: il sollevamento E non ¢ unico, ma due sollevamenti
differiscono per una isometria di I' che commuta con ’operazione di raddrizzamento
in H™. Il raddrizzamento di § & un nuovo k-simplesso singolare 8": A — M, la
cui immagine € immagine di un simplesso geodetico in H".

Indichiamo con Cj(M, A) I’A-modulo delle k-catene in M. Il raddrizzamento
si estende per linearita ad un omomorfismo

r: Cp(M,A) — Cr(M, A)
che commuta con 'operatore di bordo 0. L’omomorfismo induce quindi un omo-

morfismo

Ty Hk(M, A) — Hk(M, A)
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in omologia.
PROPOSIZIONE 1.28. La mappa 7, ¢ lidentita.

DIMOSTRAZIONE. Possiamo definire una “omotopia” fra un simplesso singolare
B = Po in M ed il suo raddrizzato " = (31 usando la combinazione convessa: per
ogni t € [0,1] definiamo il simplesso singolare 5*: Ay — H" come
p(z) = tB(z) + (1 — )" ()
dove E e Br sono due sollevamenti di 3 e 3" aventi gli stessi vertici. Definiamo
quindi in M il simplesso singolare 8¢ = p o 3*. Questa omotopia pud essere usata
per definire una omotopia di catene fra r, e I'identita usando la stessa costruzione

con cui si dimostra che mappe omotope fra spazi topologici inducono le stesse
mappe in omologia. (Il

Possiamo dimostrare subito una disuguaglianza fra volume simpliciale e volume
iperbolico.

PROPOSIZIONE 1.29. Sia M wuna varieta iperbolica orientabile chiusa. Vale la
disuguaglianza
Vol(M) < || M].

DIMOSTRAZIONE. Sia @ = Ajaq + ...+ Apag un ciclo che rappresenta la classe
fondamentale [M], che possiamo supporre gia raddrizzato. Usando la coomologia
di De Rham, possiamo integrare la forma volume w di M sulla classe fondamentale

« e ottenere
Vol(M):/ w:/w:)\l/ w—i—...—l—/\k/ w.
M « aq [e9

L’integrale di w su «; & definito come l'integrale su A,, del pull-back della forma w
tramite la mappa «; ed & pari (a meno di segno) al volume del simplesso iperbolico
a; sollevato in H™. Poiché questo volume ¢ sempre minore di v,, otteniamo

Vol(M) < (JA1] + ... 4 [Ak]) va-

Poiché la disuguaglianza vale per tutti i cicli che rappresentano [M] otteniamo
Vol(M) < v, || M]]. O

1.7. Costruzione di cicli efficienti. La dimostrazione della Proposizione
1.29 mostra il fatto seguente: per ottenere la disuguaglianza opposta Vol(M) >
vp || M || dobbiamo costruire dei cicli & = Ajag+. ..+ Ay, “efficienti”, in cui ciascun
«; abbia un volume molto vicino a quello massimale v, (che perd non puod essere
raggiunto), ed il segno di ciascun coefficiente \; sia concorde con il segno di fai w.
Dedichiamo questa sezione alla costruzione di questi cicli efficienti. Innanzitutto
individuiamo i simplessi con volume vicino a v,.

PROPOSIZIONE 1.30. Sia A’ una successione di simplessi in H™ i cui vertici
tendono ai vertici di un simplesso ideale regolare in OH"™. Allora

Vol(AY) — v,.

Siat € (—o0,0) un numero reale negativo fissato. Un t-simplesso & un simplesso
regolare di H™ del tipo A(t) costruito nella Sezione 1.8 del Capitolo 3, dotato di un
ordinamento fissato ug, . .., u, dei vertici. Per la Proposizione 1.30 il volume di un
t-simplesso tende a v,, per t — —o0.

Da dimostrare
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Un simplesso in H"™ con i vertici ug, ..., u, ordinati ha una naturale parame-
trizzazione A, — H" tramite combinazione convessa:

o: (to, .. tn) — toug + . .. + tpuy

ed & quindi in modo naturale un simplesso singolare. Indichiamo con S(¢) I'insieme
dei t-simplessi in H". Le isometrie di H" agiscono su S(t).

PROPOSIZIONE 1.31. L’azione di Isom(H™) su S(t) é libera e transitiva.

DiMOSTRAZIONE. Un t-simplesso € costruito a partire da un baricentro x € H"
e da un simplesso regolare A, C T, centrato nell’origine, i cui vertici sono ordinati.
Dati z, 2’ e A,, A, esiste un unica isometria di H" che manda z in z’ ed i vertici
di A, ordinatamente in quelli di A, . O

COROLLARIO 1.32. La misura di Haar su Isom(H™) definisce una misura su
S(t) invariante per l'azione di Isom(H™).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente fissare un t-simplesso o e usare la bigezione
tra Isom(H") e S(¢) data da ¢ — ¢(0p) per trasportare la misura di Haar su
S(t). Cambiando il t-simplesso o la bigezione cambia per moltiplicazione per un
elemento di H", quindi la misura indotta non dipende dalla scelta di 0. O

Come Isom(H") = Isom™ (H") U Isom ™ (H") & suddivisa fra isometrie che pre-
servano e invertono l'orientazione, I'insieme S(¢) = ST (¢) U S™(¢) ¢ suddiviso fra
t-simplessi positivi e negativi, a seconda che il corrispondente simplesso singolare
o: A, — H" preservi o inverta lorientazione (equivalentemente, a seconda che
Pordine dei vertici sia compatibile con 'orientazione di H™).

Costruiamo adesso un ciclo efficiente. Sia g € M un punto qualsiasi. Ricordia-
mo che zy induce una tassellazione di H” in domini di Dirichlet D(z) al variare di
x € p~1(x0). Il ciclo efficiente sard una combinazione lineare di simplessi con vertici
nell'insieme discreto p~!(zp), proiettati in M lungo p. Fissiamo una preimmagine
x € p~*(xo).

Poniamo M = H"/r e consideriamo 'insieme

O = Fn-‘,—l/r
delle (n 4 1)-uple (Yo, -.,7vn) viste a meno dell’azione diagonale di I*:

Y- (Y055 m) = (V05 -5V In)-
Un elemento w = (79,...,7n) €  determina un simplesso singolare &, in H"
con vertici yo(x),...,7n(z) a meno di traslazioni per v € I'. Quindi w determina
univocamente un simplesso singolare o, = po g, in M.
11 ciclo efficiente a(t) & una combinazione lineare di simplessi di questo tipo:

alt) =Y A(t) o
we
per degli opportuni coefficienti reali A, (¢) dipendenti da ¢ che adesso definiamo. Sia
w=("0,--,v)- Indichiamo con A, (#)" la “quantitd” di ¢-simplessi positivi i cui
vertici ordinati sono contenuti rispettivamente nei domini vo(D(x)), ..., vn(D(z)).
Per quantita intendiamo (qui e dopo) non la cardinalita, ma la misura dell’insieme
dei t-simplessi che soddisfano questa proprieta, usando la misura su S(t) definita
sopra. Definiamo analogamente A, ()~ “contando” i ¢t-simplessi negativi e poniamo

Ao(t) = A (®)T =20 (t) ™.
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PROPOSIZIONE 1.33. 1l ciclo a(t) ha un numero finito di addendi ed é effettiva-
mente un ciclo. Per |t| sufficientemente grande il ciclo a(t) rappresenta un multiplo
positivo di [M] in H,(M,R).

DIMOSTRAZIONE. La combinazione lineare che definisce «(t) ¢ la proiezione
lungo p di una combinazione lineare di simplessi con vertici nell’insieme discreto
p~1(xp). A meno dell’azione diagonale di I', possiamo supporre che tutti questi
simplessi abbiano il loro primo vertice in x.

Sia d il diametro del dominio di Dirichlet D(x) e T il diametro di un ¢-simplesso.
Se 2’ € p~!(z0) ha distanza maggiore di 2d + T da x, non esistono ¢-simplessi con
vertici in D(z) e D(z'). Quindi gli unici addendi con coefficiente non nullo sono
quelli in cui tutti i vertici sono ad una distanza minore di 2d + T da x. Poiché
p~1(wg) & discreto contiene solo un numero finito di punti a distanza limitata da z
e quindi la somma & finita.

Mostriamo adesso che «(t) ¢ un ciclo. Il bordo da(t) ¢ una combinazione
lineare di (n — 1)-simplessi con vertici nell’insieme discreto p~!(zg). Consideriamo
un generico (n — 1)-simplesso con vertici in yo(z), ... vn—1(x) e calcoliamo il suo
coefficiente in da(t): dobbiamo mostrare che ¢ nullo. Per costruzione il coefficiente

¢ il numero
n

Z(_l)n_j Z )‘('yo,...,'yj_1.,'y;yj,-..,'yn_l)(t)-

7=0 yel’
Mostriamo che ciascun addendo della somma su j €& nullo. Per semplificare le
notazioni scriviamo solo il caso j = n; 'addendo e per definizione pari a:

Z AosesTn—147) (t)Jr - Z A("/Uvn-v’}’n—h'Y)(t)i'

yel ~yel

L’espressione di sinistra “conta” il numero Ny di t-simplessi positivi aventi i primi
n vertici rispettivamente in D(vo(x)),..., D(vn(x)), e Pultimo vertice variabile.
L’espressione di destra conta il numero N_ di ¢-simplessi negativi aventi sempre i
primi n vertici in D(yo(x)), ..., D(yn(z)) e I'ultimo variabile.

Consideriamo 'involuzione r: S(t) — S(t) che specchia un simplesso rispetto
alla prima faccia. L’involuzione r scambia t-simplessi positivi e negativi, e preserva
la misura perché ¢ indotta da una riflessione in H”. Quindi Ny = N_ e I'addendo
N; — N_ & zero: abbiamo dimostrato che «(t) & un ciclo.

Mostriamo che per |t| sufficientemente grande il ciclo rappresenta un multi-
plo positivo di [M]. Sia t tale che due vertici in un t-simplesso abbiano distan-
za maggiore di 2d. Questa condizione implica il fatto seguente: se esiste un t-
simplesso positivo con vertici in D(yo(z)), ..., D(yn(z)), allora il simplesso con
vertici o (z), ..., vn(z) & anch’esso positivo. Ne segue quindi che per ogni w € Q
almeno uno dei due valori A, ()" e A, (¢)~ & nullo; quindi non ci sono cancellazioni
e nell’espressione

at) = Z Ao(t) - ow
weN
esiste almeno un coefficiente A, (t) diverso da zero. Questa semplice condizione &
sufficiente per garantire che il ciclo a(t) sia un multiplo positivo di [M]: integrando
la forma volume 1 di M su «(t) si ottiene infatti

Spiegare implicazione.
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Se A,(t) > 0, per quanto appena detto o, ¢ un simplesso positivo e quindi il
prodotto A, (t) - fo_w n € positivo. Se A, (t) < 0 il simplesso o, ¢ negativo ed il
prodotto & sempre positivo. Quindi l'integrale di n su «(t) & positivo, e quindi a(t)
¢ un multiplo positivo di [M]. O

Mostriamo che il ciclo a(t) ¢ efficiente.

PROPOSIZIONE 1.34. Per ogni € > 0 esiste un tg < 0 tale che per ogni t <ty il
ciclo a(t) é combinazione lineare di simplessi singolari o,, tutti di volume maggiore
di v, — €.

DIMOSTRAZIONE. Sia d il diametro del dominio di Dirichlet D(z). Chiamiamo
quasi t-simplesso un simplesso i cui vertici sono a distanza minore di d dai vertici
di un t-simplesso. Notiamo che se A\, (t) # 0 allora o, & un quasi t-simplesso per
costruzione, e quindi a(t) & combinazione lineare di quasi ¢-simplessi.

Mostriamo quindi che per ogni ¢ esiste ty tale che per ogni t < tg ogni quasi
t-simplesso ha volume maggiore di v,, —e. Ragioniamo per assurdo: sia A! una suc-
cessione di quasi t-simplessi tutti di volume minore di v,, — € con t — —oo. Ciascun
Al ha i vertici d-vicini ad un t-simplesso AL. Spostiamo con una isometria ciascuna
coppia A?, Al in modo che i t-simplessi A? abbiano tutti lo stesso baricentro. A
questo punto i vertici di A? tendono (come quelli di At) ai vertici di un simplesso
ideale regolare, e otteniamo un assurdo per la Proposizione 1.30. O

1.8. Conclusione della dimostrazione e conseguenze. Possiamo final-
mente concludere la dimostrazione che Vol(M) = v, ||M|| completando la disugua-
glianza mancante.

PROPOSIZIONE 1.35. Sia M una varieta iperbolica orientabile chiusa. Vale la
disuguaglianza
Vol(M) = v, || M].
DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che per || sufficientemente grande il ciclo efficien-
te a(t) rappresenta un elemento positivo in Hy,(M,R) 2 R, quindi [M] = k(t)a(t)
per qualche k(t) > 0. Sia n la forma volume su M e scriviamo

vl = [ n=k) [ o=k S0 [ 0

we Ow
Notiamo che i segni di A, (t) e fgw n sono sempre concordi. Per la Proposizione
1.34, per ogni € > 0 esiste typ < 0 tale che per ogni t < ty vale la disuguaglianza:
Vol(M) = k(t) > [Au(B)](vn — €).
we
Quindi
Vol(M) = || M]|(vn — )

per ogni € > 0, da cui la tesi. O

Abbiamo finalmente dimostrato che Vol(M) = v,||M|| per ogni varieta iperbo-
lica chiusa M. Possiamo subito ricavare delle conseguenze non banali.

COROLLARIO 1.36. Siano M, N wvarieta iperboliche chiuse della stessa dimen-
sione. Se esiste una mappa f: M — N di grado d allora Vol(M) > d - Vol(N).
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COROLLARIO 1.37. Siano X, superfici chiuse, entrambe con caratteristica di
Eulero negativa. Se esiste una mappa f: ¥ — ¥’ di grado d allora x(X) < d-x ().

COROLLARIO 1.38. Due varieta iperboliche chiuse omotopicamente equivalenti
hanno lo stesso volume.

2. Teorema di rigidita di Mostow
Esponiamo in questa sezione una dimostrazione del teorema seguente:

TEOREMA 2.1 (Rigidita di Mostow). Siano M e N due varieta iperboliche

chiuse connesse orientabili di dimensione n > 3. Ogni isomorfismo m (M) —
71 (N) fra i gruppi fondamentali ¢ indotto da un’unica isometria M = N.

Per stimare la potenza di questo risultato ricordiamo le implicazioni seguenti:

equivalenza isomorfismo

isometria = diffeomorfismo = omeomorfismo — .
omotopica sul m

Ciascuna di queste implicazioni ha una inversa solo in situazioni molto particolari.
Nella discussione che segue forniamo dei controesempi per ciascuna implicazione
inversa.

Ovviamente non ¢ vero che due varieta riemanniane diffeomorfe sono isometri-
che. Se ci restringiamo alle varieta a curvatura costante, questo fatto non & vero
per le superfici iperboliche: una superficie di genere g > 2 ammette una infinita di
metriche iperboliche non equivalenti, modellizzate dallo spazio di Teichmiiller. Il
teorema di rigidita di Mostow vale infatti solo per varieta iperboliche di dimensione
n > 3.

In dimensione 2 e 3 due varieta omeomorfe sono anche diffeomorfe grazie ad un
teorema di Moise. Questo fatto non e pero vero in dimensione piu alta. In parti-
colare la dimensione 4 e quella in cui i concetti di omeomorfismo e diffeomorfismo
sono piu distanti: esistono molte 4-varieta chiuse che ammettono una infinita di
strutture diffeomorfe non equivalenti, ed & (per quanto ne sappiamo adesso) perfino
possibile che qualsiasi 4-varieta chiusa ammetta infinite strutture diffeomorfe non
equivalenti.

Due varieta omotopicamente equivalenti non sono necessariamente omeomorfe:
ad esempio, gli spazi lenticolari L(7,1) e L(7,2) sono 3-varieta chiuse (entrambe
ellittiche) omotopicamente equivalenti ma non omeomorfe.

Un isomorfismo fra gruppi fondamentali non induce una equivalenza omotopica:
le 4-varietd S%, CP? e S2 x S? sono tutte semplicemente connesse ma non sono
omotopicamente equivalenti perché il loro secondo gruppo di omologia & isomorfo
rispettivamente a {e}, Z e Z2.

2.1. Varieta asferiche. Introduciamo le seguente definizione importante.

DEFINIZIONE 2.2. Una varieta connessa M & asferica se il suo rivestimento
universale ¢ contrattile.

Ad esempio, le varieta piatte e iperboliche complete hanno rivestimento uni-
versale diffeomorfo a R™ e quindi sono asferiche. Le varieta ellittiche invece hanno
rivestimento universale S™ e quindi non sono asferiche. La curvatura gioca un ruolo
importante qui: citiamo per completezza un noto risultato.
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TEOREMA 2.3 (Cartan-Hadamard). Una varietd riemanniana completa M con
curvature sezionali ovunque < 0 ha rivestimento universale diffeomorfo a R™ ed é
quindi asferica.

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE. Siax € M un punto qualsiasi. Poiché M & com-
pleta, la mappa esponenziale exp,: T, — M ¢ definita su tutto lo spazio tangente
T,. 11 fatto che le curvature sezionali siano tutte negative garantisce che exp, sia
un diffeomorfismo locale, e quindi un rivestimento. O

Per le varieta asferiche e possibile invertire 1'ultima freccia nelle varie implica-
zioni mostrate nella sezione precedente. Si tratta in realta di un fatto topologico
molto generale che non vale soltanto per le varieta. Ricordiamo a questo scopo
alcune definizioni basilari di topologia algebrica.

Un complesso di celle finito di dimensione k (brevemente, un k-complesso) &
uno spazio topologico ottenuto iterativamente nel modo seguente:

e un complesso X di dimensione zero ¢ un numero finito di punti,

e un complesso X* di dimensione k ¢ ottenuto da un complesso X*~1 di
dimensione k — 1 attaccando un numero finito di k-celle, cioe di copie del
k-disco D* lungo mappe continue ¢: DF — Xk—1,

In un complesso di celle X costruito iterativamente in questo modo 1’i-esimo sot-
toinsieme X’ & un sottoinsieme chiuso detto i-scheletro. Un complesso di celle
finito X ¢ localmente contrattile ed ha quindi un rivestimento universale X:se X
e contrattile il complesso X e detto asferico.

PROPOSIZIONE 2.4. Siano X e Y due complessi cellulari finiti connessi con
punti base 19 € X° e yo € YO e g: (X, 20) — 7m1(Y,90) un omomorfismo. Se' Y
¢ asferico allora esiste una mappa continua f: (X, x9) — (Y,y0) che induce g, cioé
tale che f. =g. La mappa [ & unica a meno di omotopia.

DIMOSTRAZIONE. Costruiamo la mappa f iterativamente sull’i-esimo scheletro
di X. Sia A un albero massimale contenuto nell’l-scheletro X ': I’albero A contiene
XY ed in particolare il punto base xy. Assegniamo un’orientazione arbitraria alle 1-
celle A1, ..., \x non contenute in A: ciascuna A; definisce un elemento di 7 (X, xg),
che indichiamo sempre con il simbolo A;. Costruiamo f sull’l-scheletro nel modo
seguente: poniamo f(A) = yo, e mandiamo la 1-cella orientata A; in un qualsiasi
laccio di Y che rappresenta 1’elemento ¢(\;).

Estendiamo la definizione al 2-scheletro. Una 2-cella ¢ definita da una mappa
¢: OD? — X'. Dobbiamo mostrare che la mappa composta f o ¢: 0D? — Y si
estende ad una mappa continua sull’intera cella D?: in questo modo estendiamo f
su ogni 2-cella, e quindi sullintero 2-scheletro X?2. Notiamo che la mappa f o ¢ si
estende se e solo se ¢ omotopicamente equivalente ad una mappa costante.

Dobbiamo mostrare che f o ¢ & omotopicamente equivalente ad una mappa
costante. Per fare cid possiamo modificare ¢ con una omotopia in X! e supporre
che attraversi zo: in questo modo ¢ definisce un elemento [p] € m1(X,zg). Per
costruzione di f vale 'uguaglianza

[f o w] = g([e]) € m(Y, ).

D’altra parte [¢] € m1(X, xo) & banale perché ¢ & la mappa di attaccamento di una
2-cella. Quindi [f o ¢] & banale perché g ¢ un omomorfismo; ne segue che anche
f o & omotopicamente banale e siamo a posto.
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L’estensione di f al 2-scheletro di X non ha fatto uso del rivestimento universa-
le di Y: ne facciamo uso adesso per estendere f agli scheletri superiori. Procediamo
per induzione: supponiamo di aver esteso f all’i-scheletro X* con i > 2, ed esten-
diamo f ad una (i+1)-cella definita da una mappa di incollamento ¢: dD+! — X%,
Come sopra, per dimostrare che ’estensione ¢ possibile dobbiamo verificare che la
composizione fop: D! — Y si estenda a D!, e questo & equivalente a chiedere
che la mappa f o ¢ sia omotopa ad una costante.

Poiché i > 2, il bordo D*! & semplicemente connesso e quindi la funzione fo¢p
si solleva ad una funzione m: D! — Y a valori nel rivestimento universale
Y. Poiché Y & contrattile, ogni funzione continua a valori in Y & omotopa ad una
funzione costante. Quindi m ¢ omotopa ad una funzione costante, e quindi lo &
anche la composizione fop =po f/C:To lungo il rivestimento p: Y > Y.

Abbiamo costruito la mappa f: (X, x0) — (Y, y0), mostriamo adesso che tale
mappa ¢ unica a meno di omotopia. Come sopra, dimostriamo questo fatto per
induzione sull’i-esimo scheletro X, iniziando da i = 1. Siano f, f': (X!, z9) —
(Y, yo) due mappe omotope. Poiché l’albero massimale A ¢ contrattile, a meno di
cambiare entrambe f e f’ con una omotopia possiamo supporre che f(A4) = f'(A) =
yo. Ora fo\; e f/ o); sono due lacci omotopi (perché f e f’ inducono la stessa
mappa g sui gruppi fondamentali) per ogni i, e quindi f e f’ sono omotope su X*.

Dimostriamo il passo induttivo: sappiamo che f|xi-1 e f'|xi-1 sono omotope e
dobbiamo mostrare che lo sono anche f|x: e f’|x: per ¢ > 2. Innanzitutto possiamo
supporre che f|x: e f’|x: coincidano su X*~!: omotopia che trasforma f’|x:—1 in
flxi-1 puo essere facilmente estesa a tutto f’|x: usando un collare del bordo di D*
su ogni i-cella.

Consideriamo ora una j-cella, attaccata lungo una mappa ¢: 9D — X~
Sappiamo che f o = f/ o ¢ e dobbiamo dimostrare che esiste una omotopia fra
flpi e f'|pi relativa al bordo D*. L’omotopia esiste, perché le due mappe possono
essere incollate e formare un'unica mappa F': S* — Y, e abbiamo gia visto (usando
}7) che una mappa di questo tipo con i > 2 € sempre omotopicamente banale e
quindi si estende a F': DTt — Y| che a sua volta fornisce una omotopia fra f|p: e
f'|pi- Abbiamo mostrato il passo induttivo e concluso la dimostrazione. O

COROLLARIO 2.5. Siano M e N wvarieta differenziabili chiuse, con N asferica.
Ogni omomorfismo g: w1 (M) — w1 (N) fra gruppi fondamentali é realizzato da una
mappa continua f: M — N.

DIMOSTRAZIONE. Per un risultato standard di topologia differenziale (dimo-
strato generalmente usando la teoria di Morse), una varieta differenziabile chiusa &
realizzabile come un complesso finito, quindi si applica il risultato precedente. [I

COROLLARIO 2.6. Siano M e N wvarieta differenziabili chiuse asferiche. Ogni
isomorfismo g: w1 (M) — (N) & indotto da una equivalenza omotopica f: M — N,
unica a meno di omotopia.

DIMOSTRAZIONE. Gli omomorfismi g e g~ sono indotti da due mappe continue

f:M — N eh: N — M, uniche a meno di omotopia. La mappa ho f: M — M
induce 'identita su 71 (M) e quindi & omotopa all’identita per la Proposizione 2.4,
e lo stesso vale per f o h: abbiamo quindi un’equivalenza omotopica. ([l

COROLLARIO 2.7. Due varieta chiuse orientabili asferiche di dimensioni diverse
non possono avere gruppi fondamentali isomorfi
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DIMOSTRAZIONE. Due varieta asferiche con gruppi fondamentali isomorfi sono
omotopicamente equivalenti, quindi hanno omologie isomorfe e quindi la stessa
dimensione (pari al massimo n per cui I'n-esimo gruppo di omologia H, & non
banale per le varieta orientabili). (]

Abbiamo fatto il primo passo nella dimostrazione del Teorema di Mostow: sap-
piamo che ogni isomorfismo fra gruppi fondamentali di varieta iperboliche chiuse &
indotto da una equivalenza omotopica. Ci resta il passo piu difficile: mostrare che
ogni equivalenza omotopica ¢ indotta da un’unica isometria.

2.2. Quasi e pseudo-isometrie. Sia p: X — X un rivestimento universale
di spazi topologici. Ricordiamo che la scelta di un punto base zg € X induce
un isomorfismo fra il gruppo fondamentale 71(X,zg) ed il gruppo Aut(p) degli
automorfismi del rivestimento, dove zp = p(Zy). Ricordiamo il seguente fatto di
topologia.

PROPOSIZIONE 2.8. Sia f: X — Y wuna mappa continua fra spazi topologici
connessi per archi, entrambi dotati di rivestimenti universali X eY . Sia g € X un
punto base. FEsiste un sollevamento f: X — Y che faccia commutare il diagramma

X
!
X

tale che f o~y = f. (7)o f per qualsiasi elemento v € T (X, 20) = Aut(p).

7

=R

-
S

—_—

f

>~<

Sia f: M — N una equivalenza omotopica fra due varieta iperboliche chiuse:
nelle prossime sezioni dimostreremo che f ¢ omotopa ad una isometria. Il primo
passo consiste nel sostituire f con una funzione liscia: € un fatto generale in to-
pologia differenziale che qualsiasi mappa continua fra due varieta differenziabili sia
omotopa ad una funzione liscia. B

L’omotopia liscia f si solleva ad una mappa f: H" — H" fra i rivestimenti
universali di M e N, che identifichiamo con H™. Se f fosse una isometria potremmo
concludere facilmente: purtroppo non ¢ certo questo il caso, ma possiamo comunque
dimostrare che f non si discosta molto da una isometria. Fissiamo questo concetto
con una definizione.

DEFINIZIONE 2.9. Una mappa F: X — Y fra spazi metrici &€ una quasi-
isometria se esistono due costanti C; > 0, Cy > 0 tali che

1
ad(xl7$2) — 02 g d(F(Il), F(l‘g)) g Cld(l‘l, IQ) + CQ

per ogni x1,z2 € X e se d(F(X),y) < Cy per ogniy € Y.

Una quasi-isometria € una isometria “a meno di un errore”. Notiamo che
F non & necessariamente continua, né iniettiva, né suriettival Due spazi metrici
X,Y sono quasi-isometrici se esiste una quasi-isometria F: X — Y (il che implica
Pesistenza di una quasi-isometria G: Y — X), e la quasi-isometria ¢ una relazione
di equivalenza fra spazi metrici. Intuitivamente, studiare uno spazio metrico a
meno di quasi-isometrie € come guardarlo da lontano, tralasciando cio che accade
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localmente e privilegiandone le caratteristiche globali. Nota che gli spazi metrici
compatti sono tutti quasi-isometrici fra loro. Questa relazione di equivalenza fra
spazi metrici &€ un ingrediente importante in teoria geometrica dei gruppi: € infatti
possibile associare ad un gruppo G finitamente generato una metrica (tramite il suo
grafo di Cayley), che ¢ determinata univocamente a meno di quasi-isometrie dalla
struttura algebrica di G. N

Vedremo che la mappa f € una quasi-isometria. In realta f € anche continua
e lipschitziana: useremo quindi nella dimostrazione del teorema di Mostow una
nozione di “quasi isometria” meno naturale e piu restrittiva di quella data che ci
permettera di semplificare alcuni passaggi (che potrebbero comunque essere dimo-
strati usando la nozione pin naturale, ma con un po’ di fatica in pil1). Questa & la
nozione che useremo.

DEFINIZIONE 2.10. Una mappa F: X — Y fra spazi metrici & una pseudo-
isometria se esistono due costanti positive C1,Co > 0 tali che

1
ad(l‘l, 1‘2) — CQ < d(F(l‘l),F(l’Q)) < Cld($1,$2>

per ogni x1,z9 € X.

In particolare una pseudo-isometria e Cp-lipschitziana e quindi continua. Sia
f+ M — N una funzione liscia fra varieta riemanniane della stessa definizione; la
massima dilatazione di f in un punto x € M & il massimo rapporto Hd]i”v(‘r)” al
variare di v fra i vettori unitari di 7. La massima dilatazione di f e I'estremo
superiore delle massime dilatazioni al variare di z € M: se questa & minore di una

costante C, allora la funzione f e C-lipschitziana.

PROPOSIZIONE 2.11. Sia f: M — N una omotopia liscia fra varieta iperboliche
chiuse. Il sollevamento f M — N ¢ una pseudo-isometria.

DIMOSTRAZIONE. Poiché M ¢ compatta, la funzione f ha massima dilatazione
C finita. Poiché f & localmente come f, anche f ha massima dilatazione C ed
€ quindi C-lipschitziana. Lo stesso ragionamento si applica all’inversa omotopica
g: N — M. Quindi esiste C7 > 0 tale che

d(f(xl)ﬂ (x2)) <Cyp- ($17$2) V1,0 € M,
d(9(y1),9(y2)) < Cr-d(y1,y2) Yy1,y2 € N.

Se f e g fossero I'una l'inversa dell’altra, otterremmo subito la disuguaglianza
d(f(z1), flz2)) = C%d(zl,xg) e avremmo concluso. Il fatto che queste mappe
siano solo inverse omotopiche produce un risultato simile, con un errore additivo
C5 in piu. Vediamo i dettagli.

Scriviamo M = H"/r. Per la Proposizione 2.8 abbiamo

gofoy=(gof)(y)ogof=rogof

per ogni v € T', in altre parole la mappa g o fcommuta con I'. Sia D un dominio
di Dirichlet per I': poiché D & compatto, il numero

b= max {d(§(f(z)),z) | € D}
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¢ finito. Poiché go fgommuta con I' e i traslati di D secondo I' coprono interamente
H", otteniamo d(g(f(x)),z) < b per ogni x € H". Quindi

d(x1,72) — 2b < d(G(f(21)), §(f(x2))) < C1 - d(f(w1), f(22))
per ogni x1,zs € H". Quindi fé una pseudo-isometria con Cy = 2b/C}. O

2.3. Estensione al bordo di una pseudo-isometria. Dedichiamo questa
sezione alla dimostrazione del fatto seguente.

TEOREMA 2.12. Una pseudo-isometria F': H* — H" si estende ad una funzione
continua F: H® — H" la cui restrizione al bordo é una funzione iniettiva OH"™ —

OH™.
- . /i . . .
Divideremo la dimostrazione in alcuni lemmi

LEMMA 2.13. Sia r C H" una retta e m: H® — r la proiezione ortogonale su
r. Sia x € H"™ un punto a distanza s > 0 da r e d la massima dilatazione di 7w in

z. Vale
1

coshs’

DiMOSTRAZIONE. Rappresentiamo H™ con il modello del semispazio, con 7 e x
come in Fig. 3-(sinistra): la retta r ¢ 'asse positivo e x & un punto qualsiasi. Sia s
la distanza tra x e mw(x). Mostriamo che

1

cosh s = .
cos

Per dimostrare questa uguaglianza consideriamo H? come semispazio dentro C e con
m(x) = i. Consideriamo la geodetica v di velocita unitaria mostrata in figura, para-
metrizzata in modo che v(0) = w(x) e vy(s) = x. Troviamo una parametrizzazione
esplicita per 7.

Sappiamo che una geodetica verticale 1 ¢ parametrizzata come n(t) = ie’. La
trasformazione di Mébius

z+1
—
—z+1
manda 0,00 in 1, —1 e quindi trasforma 7 in . Otteniamo
iet +1
t) = ——.
"0 = S
Quindi
et +1
—qes+ 1
da cui otteniamo
jes + 1)2 2e’ 2 1
cos@z%x:%(w +1) = c _ = .
e2s +1 e?s+1 eS+4+e5 coshs

A questo punto consideriamo il differenziale dr,: T, — T () ed identifichiamo
entrambi gli spazi tangenti con R™. Consideriamo la decomposizione ortogonale
T, = U &V suggerita in Fig. 3-(destra), dove U ¢ la retta vettoriale generata da x
e V =U+*. Vediamo che V = ker dr, mentre il generatore v di U viene ruotato di

un angolo —6 da dm,. Rispetto alla metrica euclidea ||dm;(uw)|| = ||u||, ma rispetto
alla metrica iperbolica abbiamo

d 1

H WI(“)H _ _In — cosf —

[l 7(x)n ~ coshs
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7T(x) U 7V law

FIGURA 3. Tl coseno iperbolico della distanza fra z e m(z) & Iinverso del
coseno di 0 (sinistra). Prendiamo la decomposizione ortogonale del tangente
T, suggerita in figura (destra).

FIGURA 4. L’immagine di un segmento attraverso una pseudo-isometria F
non puo discostarsi troppo da un segmento.

dove y,, indica I'ultima coordinata del vettore y, da cui la tesi. (I

Indichiamo con pq il segmento che unisce due punti p,q € H", e con N,.(A) il
luogo dei punti distanti al pit » dal sottoinsieme A C H".

LEMMA 2.14. Sia F: H" — H" una pseudo-isometria. Esiste R > 0 tale che

F(pg) C Nr(F(p)F(q))
per ogni p,q € H".

DiMOSTRAZIONE. Fissiamo un raggio R sufficientemente grande in modo da
avere cosh R > C?. Sia [ una retta che contiene i punti F(p) e F(q). Mostriamo
che la curva F(pq) pud uscire da Ng(l), ma pud farlo solo per un tempo limitato.
Sia 7§ C Pg un sottosegmento massimale tale che la curva F(735) sia interamente
disgiunta dalla parte interna di Ngr(l), come la curva blu in Fig. 4-(sinistra).

Mostriamo che la lunghezza d(r, s) del segmento 75 ¢ limitata da una costante
che dipende solo da Cy e Cs. Il fatto che F' sia una pseudo-isometria implica che
m Godlrs) = Ca < d(F (). F(s)

Adesso stimiamo d(F(r), F(s)) usando la curva rossa mostrata in Fig. 4-(sinistra).
Poiché F ¢ C;-Lipschitz, la curva blu e lunga al pitt C1d(r, s). La proiezione della



Scrivere da qualche parte
Pitagora iperbolico e mette-
re bene le costanti qui.
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curva blu sulla retta ! ha dilatazione al pitt 1/cosh R per il Lemma precedente,
quindi la porzione di curva rossa dentro [ ¢ lunga al pitt C1d(r, s)/ cosh R. Quindi

d(r, s)
< .
(2) d(F(r),F(s)) < C; p— +2R
Combinando (1) e (2) troviamo
1 d(r,s)
— — <
Cl d(?”, S) CQ NS Cl cosh R + 2R

Poiché cosh R > C% otteniamo d(r, s) < M per una costante M che dipende solo da
C4 e C. Abbiamo dimostrato che la curva F'(pg) esce da N (1) solo in sottosegmenti
di lunghezza < M. Poiché F' ¢ C;-Lipchitziana la curva F'(pg) non puo allontanarsi
da N,-(1) pitt di una distanza Cy M /2. Quindi a meno di sostituire R con R+Cy M /2
la curva F(pq) giace tutta in Ng(1).

Ciresta da mostrare che F'(pg) non esce dal sottoinsieme limitato Ng(F(p)F(q)):
la dimostrazione ¢ analoga (ma pil semplice) a quella gia vista. Scegliamo un seg-
mento massimale 75 su cui la curva ¢ fuori da Nr(F(p)F(q)) come in Fig. 4. Usando
il percorso rosso otteniamo

d(F(r), F(5)) < 2R
che combinato con la disuguaglianza (1) implica

1

C—ld(r7 s) —C2 < 2R.

Come prima, ne deduciamo che la curva F(73) si allontana di una distanza finita da
Nr(F(p)F(q)) e quindi (a meno di cambiare R con un raggio piu grande) abbiamo
concluso. g

In tutti questi lemmi la costante R dipende soltanto da Cy e Cs.

LEMMA 2.15. Sia F: H" — H" una pseudo-isometria. Esiste R > 0 tale che
per ogni p € H™ e ogni semiretta | uscente da p esiste un’unica semiretta I’ uscente
da F(p) tale che

F(l) € Np(l').

DIMOSTRAZIONE. Parametrizziamo la semiretta [ come geodetica [: [0, +00) —
H™ con f(0) = p e velocita unitaria. Il fatto che F' sia una pseudo-isometria implica
subito che

Jim d(F(p), F(I(t))) — oo.

Per ¢ sufficientemente grande consideriamo il segmento con estremi F'(p) e F(I(¢)).
Sia v; € Tp(p) il vettore unitario tangente che punta verso F'(I(i)). Mostriamo che
la successione {v; };en € di Cauchy: sia «;; angolo formato dai vettori v; e vj, e
sia R > 0 la costante fornita dal lemma precedente. Dato ¢ > 0, sia M > 0 tale
d(F(p), F(I(i)) > Re~! per ogni i > M; mostriamo che a;; < € per ognii > j > M.

Per il Lemma precedente il punto F(I(j)) & contenuto in un R-intorno del
segmento F(p)F(l(i)) come mostrato in Fig. 5. Il segmento rosso mostrato in
figura & quindi piu piccolo di R. D’altra parte il segmento F(p)F(I(j)) € pit lungo
di Re~': quindi i < €.

La successione di Cauchy v; nella sfera unitaria di T(,) converge ad un vettore
unitario v’. Definiamo quindi I’ come la semiretta uscente da F'(p) con tangente v’.
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F(G)

FIGURA 5. Tutto l'arco da F(p) in F(I(i)) & contenuto in un R-intorno
(disegnato in giallo) del segmento con estremi F(p) e F(I()).

E facile concludere che F(I) € Ni(I') e che I’ & Punica semiretta uscente da F(p)
con questa proprieta. O

Il lemma precedente associa ad ogni semiretta [ di H" un’altra semiretta I’.
Possiamo quindi estendere la pseudo-isometria F: H* — H™ al bordo 0H" nel
modo seguente: se [ punta verso un punto x € JH", definiamo F'(x) come il punto
OH"™ puntato da I’.

LEMMA 2.16. L’estensione al bordo F: OH™ — OH" ¢é ben definita e iniettiva.

DIMOSTRAZIONE. Siano ly,ls due semirette distinte che puntano verso lo stesso
punto € H": dobbiamo mostrare che 1}, 15 puntano verso lo stesso punto F(z).
Parametrizziamo tutte le semirette come geodetiche [0, +00) — H™ con velocita
unitaria. Esiste un M > 0 tale che d(I1(¢),l2(t)) < M per ogni t. Se per assurdo [}
e I}, puntassero verso punti diversi, otterremmo d(l1(¢'),l2(t')) — oo e quindi anche
d(F(l1(t)), F(l2(t))) — +oo, contraddicendo il fatto che F' & una quasi-isometria.

Mostriamo analogamente che F' & iniettiva. Se l; e l3 sono semirette che puntano
verso punti distinti, allora d(l; (¢),l2(t)) — oo e quindi d(1](¢),15(t)) — oo perché F
¢ una pseudo-isometria. Quindi 7} e I} puntano verso punti distinti. O]

I prossimi lemmi servono per dimostrare che ’estensione F': H®* — H" & con-
tinua. Innanzitutto estendiamo alle rette cio che abbiamo gia dimostrato per le
semirette.

LEMMA 2.17. Sia F: H* — H" una pseudo-isometria. FEsiste R > 0 tale che
per ogni retta | esiste un’unica retta l' tale che F(I) C Ng(l').

DIMOSTRAZIONE. Parametrizziamo | come (—oo,400) — H". Sappiamo gia
(spezzando ! in due semirette) che F'(I(t)) ¢ una curva continua che tende a due
punti distinti z+ € OH™ per t — t+oo. Sappiamo anche che per ogni ¢t > 0 vale

F(i(~t,t)) € N (FA=0)FD)

e mandando t — 400 ne deduciamo che F(I) C Ng(l’) dove I’ & la retta con estremi
T_ e T, 0

Il prossimo lemma asserisce che una pseudo-isometria non distorce troppo le
relazioni fra rette e iperpiani ortogonali.

LEMMA 2.18. Sia F: H" — H" una pseudo-isometria. Esiste R > 0 tale che
per ogni retta l e ogni iperpiano H ortogonale a l, la proiezione di F(H) ortogonale
sul' ha come immagine un segmento di lunghezza minore di R.
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FIGURA 6. Siano ! una retta e H un iperpiano ortogonali: la proiezione orto-
gonale di H sul ha come immagine ovviamente solo il punto {NH. Una pseudo-
isometria distorce questa configurazione di poco: la proiezione dell’immagine
F(H) proiettata sulla retta I’ & un segmento limitato.

DIMOSTRAZIONE. La configurazione e descritta in Fig. 6. Assicurandosi sempre
che la costante R che si ottiene dipenda solo da Cy e (s, ¢ sufficiente considerare al
posto di H una retta generica s C H passante per il punto p =1 N H. Per i lemmi
precedenti 'immagine F'(s) € a distanza R-limitata dalla retta s’: & quindi sufficiente
dimostrare che la proiezione di s’ su I’ abbia immagine limitata (da una costante
che dipende solo da C; e C2). Questa immagine & in generale un segmento, i cui
estremi sono le immagini dei punti all’infinito di s’. E quindi sufficiente considerare
Iimmagine di un punto all’infinito di s’.

Consideriamo quindi la Fig. 7, ed in particolare la proiezione f di F(s*°) su
. In figura sono mostrate le rette s; e s, che hanno distanze d = d; = ds fissate
(coshd; = v/2) da p. Limmagine F(p) & C;d-vicina alle curve F(s;) che sono a
loro volta R-vicine alle rette s}, quindi F(p) & (C1d + R)-vicina alle rette s}. Il
punto F(p) & R-vicino a l’; quindi se indichiamo con ¢ la proiezione di F'(p) su I’
otteniamo che ¢ ¢ (Cid + 2R)-vicino ad entrambe s} e sh. Questo fatto implica
facilmente che f ¢ (C1d+ 2R)-vicino al punto ¢, che non dipende da nessuna scelta:
abbiamo concluso. (]

LEMMA 2.19. L’estensione F: H* — H™ ¢ continua.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo z € OH" e la sua immagine F'(z) € OH". Sia
[ una semiretta che punta su z: quindi !’ punta su F(z). Un sistema di intorni per
F(z) & dato da tutti i semispazi ortogonali a I’ contenenti F'(z): fissiamo un tale
semispazio S.

Sia R > 0 la costante fornita dal lemma precedente. Esiste un punto p € [ per
cui l'intera semiretta pT ¢ mandata tramite F' dentro S a distanza almeno R da 0S.
Per il lemma precedente, I'immagine di ogni iperpiano H ortogonale ad un punto di
PZ & quindi contenuta in S: quindi 'intero semispazio determinato da pz & spedito
dentro S da F. Quindi F' & continua in ogni punto del bordo x (e sappiamo gia che
lo & all’interno). O

Abbiamo finalmente dimostrato che ogni pseudo-isometria F' si estende con
continuita al bordo, e che la sua estensione al bordo & iniettiva.
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FIGURA 7. Le rette I, s} e s/, approssimano a meno di un errore additivo R
le immagini di I, s1 e s2. La proiezione ¢ di F(p) sul’ & quindi vicina a F(p),
che & a sua volta vicino alle rette s;. Quindi la proiezione f di F(s*°) sul’ &
vicina a g.

2.4. Conclusione della dimostrazione del Teorema di Mostow. Nelle
sezioni precedenti abbiamo raccolto quasi tutte le informazioni necessarie per con-
cludere finalmente la dimostrazione del Teorema di rigidita di Mostow. Mancano
ancora alcuni fatti, tra cui il seguente.

LEMMA 2.20. Sia f: M — N una equivalenza omotopica liscia fra varieta
iperboliche chiuse orientabili e f: H™ — H™ un suo sollevamento. L’estensione di
f su OH"™ manda i vertici di un simplesso ideale regolare nei vertici di un simplesso
ideale regolare.

DIiMOSTRAZIONE. Ricordiamo innanzitutto che fé una pseudo-isometria e si
estende quindi ad una funzione continua su tutto H” che manda il bordo in sé.
Supponiamo per assurdo che esistano dei vertici wp, ..., w, di un simplesso ideale
regolare (avente quindi volume massimo v,,) le cui immagini f(wq), ..., f(wy,) de-
terminano un simplesso ideale non regolare, avente quindi volume pit piccolo di
vy, — 2¢ per qualche € > 0. Per continuita esiste per ogni ¢ un intorno U; di w; in
H~ tale che il volume del simplesso con vertici f(uo), R f(un) ¢ minore di v, — &
per qualsiasi scelta dei vertici u; € U;.

Nella Sezione 1.7 abbiamo definito per ogni ¢ < 0 un ciclo efficiente

at) = Z Aw(t) - 0.
weN

Ricordiamo come & definito a(t). Abbiamo M = H"/r e prendiamo un punto
xo € M, che induce un insieme discreto p~1(zg) di punti ed una tassellazione di
H" in domini di Dirichlet D(z) al variare di z € p~!(zo). Fissiamo anche una
preimmagine z € p~!(xg). Definiamo quindi Q = I'"*"/T = {(y0,...,)} € 0u
¢ il simplesso singolare con vertici yo(z), . .., vn(x) proiettato in M. Il coefficiente
A (t) € la “quantitd” (con segno) di t-simplessi aventi vertici rispettivamente nei
domini di Dirichlet vo(D(x)), ...,y (D(z)).

Abbiamo visto nella Proposizione 1.34 che la successione di cicli «(t) ¢ efficiente:
sappiamo quindi che esiste un t5 < 0 tale che per ogni t < ¢y ciascun simplesso
singolare o, ha volume maggiore di v, — . Diciamo che o, ¢ cattivo se il suo

Motivare continuita.
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i-esimo vertice e contenuto in U;, per ogni i. Mostriamo adesso che «(t) deve
contenere una “percentuale” minima di simplessi cattivi.

Innanzitutto mostriamo che la norma

la()l = 3~ (o)
weR
di «(t) e per |t| sufficientemente grande un numero reale che non dipende da t.
Sappiamo dalla dimostrazione della Proposizione 1.33 che per [t| abbastanza grande
Ao ¢ uguale a A} oppure —\_ per ogni w € Q. Rappresentiamo ogni v € 2 come
(id,~1,---,7n) € quindi ogni simplesso singolare o, come il simplesso di vertici
,71(x), ...,y () composto con la proiezione p: H* — M. Il numero |a(t)| &
quindi semplicemente la “quantita” di ¢-simplessi in H™ aventi il primo vertice
nel dominio D(z) e gli altri vertici ovunque. Questi simplessi sono in naturale
corrispondenza biunivoca con le isometrie che mandano x in un punto qualsiasi di
D(x), la cui misura non dipende da ¢ (ed & pari proprio a Vol(D(z)) = Vol(M) per
I’Osservazione 1.25).
Stimiamo adesso il contributo dei simplessi cattivi, cioe il numero reale

1B =" Pu(?)l

dove la somma & presa solo sui simplessi singolari cattivi w. Scegliamo x € p~!(x)
tale che D(z) sia interamente contenuto nell’aperto Uy. Ragionando come sopra,
vediamo che ||(t)] ¢ la “quantitd” di t-simplessi con vertici wy € D(z) e w; € U;
per ogni ¢ > 0. E facile vedere che per ¢ abbastanza grande questa quantita e
maggiore di una costante che non dipende da t.

Abbiamo quindi mostrato che la “percentuale” ||5(t)||/||c(t)| di simplessi cat-
tivi &€ maggiore di una costante C' che non dipende da t. Da questo giungiamo facil-
mente ad un assurdo. Dato un simplesso singolare raddrizzato ¢ in M, definiamo
f« (o) come il simplesso ottenuto raddrizzando foo. Ricordiamo che [M] = k(t)a(t)
per un numero reale «a(t) > 0 dipendente da t. La mappa f.: H,(M,R) —
H,(N,R) ha grado uno e manda il ciclo k(t) - a(t) nel ciclo

k(t) - fulalt) = k(1) Y Au(t) - fulow)

weN

che rappresenta [N]. Poiché f & una equivalenza omotopica vale Vol(M) = Vol(N)
per il Corollario 1.38. Quindi se ns € 7 sono le forme volume di M e N otteniamo
J*nn =nu e quindi
Vol(M) = Ny = nn = Vol(N).
k(t)-ou(t) k(t)- fr (a(t))
Sappiamo pero che una percentuale > C' > 0 di simplessi g, € cattiva, e 'immagine
f«(0,,) di un simplesso cattivo ha volume < v, — . Quindi

/ <IN ({1 = CYon + Clvn — £)) = Vol(N) — C|[N|le
k(t): f«(a(t))

e quindi giungiamo finalmente ad un assurdo. (I
Nei risultati seguenti usiamo per la prima volta l'ipotesi n > 3.

PrOPOSIZIONE 2.21. Sia A C H"™ un simplesso ideale regolare e F' una sua
(n — 1)-faccia. Se n > 3 gli unici simplessi ideali regolari in H" aventi F come
faccia sono A e r(A), dove r ¢é la riflessione lungo Uiperpiano contenente F'.
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DIMOSTRAZIONE. Sia A’ un simplesso ideale regolare con faccia F. La faccia
F' & un simplesso ideale di dimensione n—1 > 2 e quindi ha un ben definito “centro”
O ottenuto (ad esempio) intersecando gli “assi” di F', ottenuti prendendo per ogni
vertice v 'unica retta passante per v ortogonale alla faccia opposta. Il vertice di A’
opposto a F deve giacere sulla retta ortogonale ad F' nel punto O, quindi ci sono
solo due possibilita A’ = A oppure A’ = r(A). O

Dato un n-simplesso non degenere A C H" definiamo 'insieme R(A) di n-
simplessi come l'insieme di tutti i simplessi ottenuti iterativamente da A specchian-
do lungo le facce.! Se A & un simplesso regolare di dimensione 2 I'insieme R(A) &
la tassellazione di Farey gia considerata nella Fig. 5 del Capitolo 3. Anche se A &
un simplesso regolare di dimensione 3 otteniamo una tassellazione di H3. Se perd
A & un simplesso regolare di dimensione > 4 non otteniamo pit una tassellazione
perché i simplessi di R(A) si sovrappongono. In ogni caso otteniamo facilmente il
fatto seguente.

PROPOSIZIONE 2.22. Sia A un simplesso ideale regolare in H™. L’unione dei
vertici di tutti i simplessi in R(A) é un sottoinsieme denso di OH™.

Possiamo finalmente dimostrare il cuore del Teorema di Mostow.

COROLLARIO 2.23. Sia f: M — N una equivalenza omotopica liscia fra varieta
iperboliche chiuse orientabili di dimensione n > 3. L’estensione flogn: OH" —
OH™ ¢ la traccia di una isometria ¢: H™ — H".

DIMOSTRAZIONE. Siano vp,...,v, vertici di un simplesso ideale regolare A:
sappiamo che anche f (vo) o f (vn) sono vertici di un simplesso ideale regolare.
Sia ¢ I'unica isometria di H" tale che ¥ (v;) = f(v;) per ogni i.

Sia v che fsono iniettive e mandano i vertici di un simplesso ideale regolare nei
vertici di un simplesso ideale regolare. Sia r la riflessione lungo la faccia opposta
al vertice vo: dalla Proposizione 2.21 segue che i punti 1(p(vo)) e f(p(vo)) sono
entrambi forzati ad essere l'unico vertice diverso da 1/)(110) =f f(vo) che determina
un simplesso ideale regolare con gli altri vertici f (vl) W f (vn) Quindi 9 e f
coincidono su p(vo).

Iterando questo argomento troviamo che i e f coincidono su tutti i vertici di
tutti i simplessi in R(A). Poiché questi vertici formano un denso, le due funzioni
coincidono su tutto OH"™. O

Possiamo finalmente dimostrare il Teorema di rigidita di Mostow.

TEOREMA 2.24. Sia f: M — N una equivalenza omotopica fra varieta iperboli-
che orientabili chiuse. La mappa f é omotopicamente equivalente ad una isometria.

DIMOSTRAZIONE. A meno di omotopia supponiamo che f sia liscia. Poniamo
M =H"/r e N =H"/A. La scelta di un punto base fornisce una identificazione
dei gruppi I' e A con i gruppi fondamentali di M e N e quindi_un isomorfismo

fo: T — A. Scegliamo il sollevamento f: H" — H" in modo che f oy = fe(y) o of

per ogni y € T

lFormalmente, poniamo Ry = {A} e definiamo R;41 come l'insieme di tutti i simplessi
ottenuti specchiando i simplessi i R; lungo gli iperpiani che contengono le loro (n — 1)-facce.
Definiamo infine R(A) = U2 R;.

Da dimostrare
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Sappiamo che esiste una isometria ¢: H® — H" che coincide con fsul bordo.
Quindi sul bordo vale 'uguaglianza ¢ oy = f.(7y) o per ogni v € I'. Due isometrie
che coincidono al bordo sono identiche su tutto H": quindi la stessa uguaglianza
vale su tutto H"” per ogni v € I'. Quindi 'isometria 1 scende ad una isometria

¥: M — N.

Una omotopia fra f e 1) si costruisce semplicemente proiettando su M la combina-

zione convessa di f e ¢ in H".
O

2.5. Conseguenze del teorema. La conseguenza piu importante del teore-
ma di rigidita di Mostow ¢ il fatto che I'intera geometria di una varieta iperbolica M
di dimensione n > 3 & un invariante topologico. In questo modo si estende (in modo
piu forte) ad alcune varieta di dimensione n > 3 la nozione di geometrizzazione che
per le superfici e fornita dal teorema di uniformizzazione di Riemann.

Oltre a questo fatto fondamentale il teorema di Mostow ha altre conseguenze
importanti. Dati due gruppi H < G ricordiamo la differenza fra normalizzatore
e normalizzato di H in G: il normalizzatore e il piu grande sottogruppo N < G
contenente H tale che H < N, mentre il normalizzato ¢ il piu piccolo sottogruppo
K < G contenente H tale che K <«G. Indichiamo con N(H) il normalizzatore di H
in G. Il risultato seguente e un fatto molto generale che non dipende dal teorema
di Mostow.

PROPOSIZIONE 2.25. Sia M = H" /1 una varietd iperbolica completa. Esiste
un isomorfismo naturale

Isom(M) =2 N(I)/r.

DIMOSTRAZIONE. Ogni isometria ¢: M — M si solleva ad una mappa ¢ che
faccia commutare il diagramma

M T> M

tale che per ogni v € I' le isometrie ¢ o v e ¢ differiscano per un automorfismo
del rivestimento, cio¢ per un elemento 7/ € I'. In altre parole poyo g~ € I per
ogni v € T', cioe ¢ € N(T'). 1l sollevamento @ ¢ unico a meno di moltiplicazione (a
sinistra o a destra) per elementi di I'. Il sollevamento da ¢ a ¢ definisce quindi un
omomorfismo
Isom(M) — N(T')/r.

E immediato verificare la suriettivita (un elemento di N(I') determina una isome-
tria) e l'iniettivita (se @ & un elemento di I allora ¢ & I'identita). O

Dato un gruppo G indichiamo con Aut(G) il gruppo dei suoi automorfismi e
con Int(G) < Aut(G) il sottogruppo normale formato dagli automorfismi interni.
Definiamo quindi il quoziente

Out(G) = Aut(G) /()

degli automorfismi esterni. Sia X uno spazio topologico connesso per archi. Sappia-
mo bene che 71(X) dipende dalla scelta di un punto base, e che punti base diversi
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danno gruppi isomorfi ma in modo non canonico: lisomorfismo fra (X, zg) e
m1(X, z1) dipende dalla scelta di un arco che collega z( e 21 e quindi & determinato
solo a meno di un automorfismo interno. Nel gruppo Out(m1(X)) gli automorfismi
interni perd non hanno piu nessun effetto e quindi esiste un isomorfismo canonico
tra Out(mi (X, x0)) e Out(my (X, x1)).

Sia Omeo(X) il gruppo degli omeomorfismi di X in sé. Un omeomorfismo
sposta il punto base e quindi non & ben definita una mappa da Omeo(X) in 71 (X).
Per quanto abbiamo appena detto & perd ben definito un omomorfismo di gruppi

Omeo(X) — Out(m (X)).

In generale questo omomorfismo non € né iniettivo né suriettivo. E facile vedere
che due omeomorfismi omotopi inducono lo stesso automorfismo esterno. Useremo
il seguente facile esercizio.

ESERCIZIO 2.26. Sia M = H"/r una varieta iperbolica chiusa. L’unica isome-
tria di H™ che commuta con tutti gli elementi di I" ¢ I'identita.

PROPOSIZIONE 2.27. Se M ¢ una varieta iperbolica chiusa la mappa
Isom(M) — Out(my(M))
e iniettiva.
DIMOSTRAZIONE. Poniamo M = H"/r e identifichiamo Isom(M) con N(T')/r
e I' con m (M). Con queste identificazioni la mappa

& semplicemente I’azione di coniugio, che manda un elemento v € N(T') nell’auto-
morfismo x — vy~ txy di I'. L’automorfismo ¢ banale (cio¢ & interno) se e solo se
esiste n € T tale che v~ lzy = n~'xn per ogni x € T, cioe tale che yn~! commuta
con tutti gli elementi di I'. Dall’esercizio precedente segue che v = n € I' e quindi
v & banale in N(T')/r. La mappa & quindi iniettiva. O

COROLLARIO 2.28. Sia M una varieta iperbolica chiusa. Il gruppo Isom(M) ¢
finito. Due isometrie distinte non sono omotopicamente equivalenti.

DIMOSTRAZIONE. Due isometrie distinte hanno immagini in Out(m (M)) di-
stinte e quindi non sono omotopicamente equivalenti. Il gruppo Isom(M) & un
gruppo di Lie compatto perché M e una varieta riemanniana compatta. Mostria-
mo che Isom(M) & discreto: per fare cio & sufficiente mostrare che l'identita &
isolata.

Per assurdo, sia ¢; una successione di isometrie che converge all’identita. Per
ogni € > 0 esiste ¢ tale che I'isometria ¢; sposta i punti meno di €. Prendiamo ¢
minore del raggio di iniettivita di M: ogni coppia di punti = e ¢;(z) & collegata da
un’unica geodetica v, di lunghezza d(z, p;(x)). Le geodetiche v, al variare di x € M
possono essere usate per definire una combinazione convessa fra ¢; e l'identita e
quindi mostrare che ¢; € omotopa all’identita. Le isometrie sono pero uniche a
meno di omotopia: assurdo. ([

Usiamo finalmente il Teorema di Mostow per dimostrare il risultato seguente.

TEOREMA 2.29. Sia M wuna varieta iperbolica chiusa di dimensione n > 3. La
mappa
Isom(M) — Out(my(M))
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e un’isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di Mostow la mappa e suriettiva. Piu preci-
samente, ogni elemento di Out(m;(M)) & realizzato da una equivalenza omotopica
f: M — M perché M & asferica (per la Proposizione 2.4) e la mappa f & a sua
volta omotopa ad una isometria per il Teorema di Mostow. O

Notiamo che quest’ultimo risultato ¢ falso in dimensione n = 2. Per una su-
perficie iperbolica chiusa S il gruppo Out(71(S)) ¢ infinito, mentre il gruppo di
isometrie Isom(S) & sempre finito per quanto abbiamo appena visto.



