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Varietà pseudo - Riemann ione : (Mig) M varietà

g. è un TENSORE METRICO ,
cioè GENTI (M) 10,2)

cioè Xp glp) : Tptlxtptl → IR tre
.

prodotto 1) è simmetrico gcplcviw ) = gcpdcw.ir)
scalare {2) è non degenere Xp

. =D Ha una SEGNATURA

Base ortonormale per Vion (Pim) (p ,
m ) tre

.

BEH , -
-
- .vn) t.ci <vi. vj > = t.fi; ptm - n

Riemanniana . (Rm) a- (no)
con <vi ivis = -1 per lei sin

-71 i ' MH Si E n

Lorentziana : (Pim) = (n - 1
,
1)

Spazio Euclideo : (IR" , GE) g. (p ) : IPIXIR
"
-DIR

( × , y )i-sjxiyi-txyw.%79ij-sijgcplkid-gijxiyi.tx.sn
,



Spazio di Minkowski : ( IR"
, 7 ) si;

- Ri ;

9- [ " "
. ) 7- (

"
ti

:*) Yoo - -1 9 . . > n-1

Ci interessa a- 4 IR
"
- ( IR "

, M ) you - -1
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Vettori tangenti di tipo tempo
,

luce e spazio :

pe M Lorentziana

TPM sylp) segnature (n - li ')
i-c.se

vetpm HO



✓ è di tipo TEMPO se tu
,
v ) LO

SPAZIO se LV
,
✓7 20

LUCE se LV ,
↳ < O

No io

¥ :

.

i-xo.tt/Xei--iXn-i
- xftxft.it/nI--0



Curve e loro lunghezza :
(M' 9 ) PR 8 : I →M come

I GIR
LCN - {N'A) Il d' lttdttlatetpm

t.fi#mdtitftI-dTpM/RP--tCt)veTpM
1141 =

<YWJ = gcp) (Yw )
J è di tipo spazio se t' Lt ) è di tipo spazio

LUCE LUCE

TEMPO TEMPO

8 è di tipo luce SED LCTIEO



T : INN y : J -71 diffeo
Riparametrizzazione :

y . . . . Joey : JMM

Supporto di tè ott)

Supponiamo sempre : J' ( tifo tttcreoocare )
e luce spazio o temo

Rep : LCT) non dipende dalla parametri reazione

Parametrizzazione per lunghezza d'arco ¢ .

L
. A ) :

Se X è tempo o spazio ( no luce ! ) 7 paremetizrizione
canonica t.ci IT'Hill -1 ft EI

dia : I = (a. b) T : I → M 8ham tela , b)

set) = {Ìlsilttlldt tls ) E- ott)
J: J -am



Linea di universo : (M , g) Lorentzianaftiiiitintininte )
T : I- M tipo tempo orientate positivamente nel

tempo

DI : (M , g) Loentziana :

1) M come varietà può essere orientabile oppure no

( ori su TPM f-per loc .
coerente)

2) M è TIME-ORIENTED se tfpttl
e- fissata una TIME ORIENTATI ON su TPM
loc

. coerente

Tpm Al 2 {tempo} ha 2 c.c .
Ne scelgo una e la chiamo

FUTURO



Es : 1121 ' > è orientato e time - orientato

È
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Isometrie : (M
, g) (N

,
h ) 9 : M-on diffeom è

una ISOMETRIA se

V-pemdlpitpm-otqg.lv isometrica cioè

V-ywetpmcv.ws = < dlpcviidlplw))

Trasformazioni di Lorentz : Isometrie vettoriali euclidee :

( IR
"

, grigi; ) ( IR
"

, gessi ; )

A : tata = T A matrice ortogonale : ta -A - I

F- (
"

I

,
,
) 9kt - A - × è una isometrie

dqpitplrmtp.IR
'

11 Iltvjw = tlahtltwlw.ae Irrealtà
a- tvtataw



Oln -1,1 ) = fa : tata .- J) dy
-

Trasformazioni di Lorentz
q;)

•

p

e :[
" ¥

è un' isometrie

nei a.LI?a-:Id--roto
"È ;) anziani ⇒
Esempi :

¥! : %ea.is#f:::E .

.
)

Lorentz boot



[ 'AJA et Ex )

Gruppo di Poincaré : Isometrie affini euclidee :

A E 0 (n -1,1 ) A ortogonale

{ G) = A. × + b
" ""

"

l'⇒ = A- xtb BEIR
"

a { qlx) = Axtb / a c-0 (3,1 )
,
BEIR

" }
te : Poincaré - Iron

" )

/ !!!:}!
PR

{ irom . affini ) = Iron CIR ")

{ limiti inmetnn)
è un gruppo



No simultaneità

y : IR
? "
→ IR
"

IR
" ' 1123N



Quadrino nei llvll =L

<v.v> = -1

po = mm

•
I'Chen

i. lee' / i.÷
ENERGIA

HAN = m = È- p
?

p=VÉÈ

E- ftp.T.mf.mtlzmit . . .
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)vorremmo ortonormale con suo
,
v. ti -1



Elettromagnetismo

Tenore elettromagnetico Fe SE ( IM ) 1M
.

- fr " , y )
Minkowski

÷
,
÷
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÷: ÷::
.

£ = Xo
,
X

, i Xe , × >

Legge di Lorentz : difficile) = 9 Fii vi

µ pensi
Fi
; = ftp.qki -

p = mare ✓ = tilt )



Fi
;
= Fa; q
" 7- [ '

i

, ) gi; gii e- l' iman
di
gi;

= Fij sei > o cioè

- fi; se i.o
gijgik = Si

'

tifo: ÷: ÷.me :

IÌ _-qfojvi-qE.umdjft-mqffvi.mg/E.EetB3v2-Bzv3)



Era : È equivalente a : Ifa = Internet • +13 )

pp .
- ( e , ma ) = qr.co

✓ = (Enio )
[qunzionidiMaxv

d. F = O

È : È equivalente a : {
rot E = - Ife
dir B = O



E = - E
,
dtndx

,
- Ezdtndxz - E, dtndx ,

+ 133 dx
,

rdx
, tbzdxsndx, + B , dxzndxg

DF =
- II;D xzndtndx ,

_ IÌ dx , ndtndx ,

- SE dx
, ndtndxz _ SEI dxgndtndxz

2 × , 2×3

- IÌ
,

dx
,
ndtndxs - III dxandtndxs

+ If dtndx ,
ndr t are dx, ndx , idee

Jxs

+ III d t.nl , ndx , tfffdxrndxsndx ,



+ affiltndxrndx, tfffdxindxandtg.co

[ ' +5¥ +2¥ ) dtndxindxat
Ha

-
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- dtntx.nl, +

-

-

-

dtndxrndrs +

-

- dx
, strada



tese
prodotto scrive con

✓ spazio vett din n gitynatvn (p , m ) ptm =D

• Induce prodotto scolare su Tf (v)
% . .

. . -→ agii / ÷ :[ Y .
T :
vari §
✓→ (wi-sgcv.ws) via . ..org#vFo.-oxinpeTfiv)vFweEVgCvTwa)=gCv,w)v=T'

Cit )
In generale , Tabe Uijk Watt (wa)

g. (TN) = The viii. gaigbig
"

: gii è inventi gii
cltouogogoà )



EI : X vero . .
. Un QÙQ - -

- QVK
, Wz . -

- -0Wh @ N'e . . WI

= Ieri ,wis vi. wi >

⇐ i { viso -
- -

vino
vino

. -
- eviti } bara ortonormale

se va , - , Vn
lo è

cosi tv 's . .

nvk
,
v' n . . - nw

"
) = K ! datevi , vi )

Det : rapine:# sa
,

ok Ninetta)

Car : { vita . .
nv
"} ortonormale e va , -Nn lo è

↳c- . < it

Ef : IR
"
Eud

. oppure 1121? - {dxisi . . - ndx :o) bucatonormale



✓
, g , orientazione

→ cieli
"
(v) EIR

W (va , _ , un 1=1 : È ben definite .

ortonormale

di : positiva

⇒ cu ( vii. . . .vn
'
orton

. 1=1
pattina .

Ce : (M
, g) PR .

Moientnte ⇒ nel
"

Cn )
forme volume

IR
"
euclidei *(der n . . ndxik) = C-*'

n - idem

IR
' "

*dt = - de ' iliade



* : ÀCV) → nn
-"
(v) w generatore canonico

P-*f d- 1
"

(v)
uff ) = sa , ci fa #NTV)

: v} - - ev
"

ortonormale positiva
te : È ben definite

⑨ * (v'n . . - nvk ) = C- 1)I'vieni .
. .

~
"

(
# d. negativi in v?- vir

① ** f .- fi)
"" -⇒

tmp



M varietà pseudo - Riemann iona :

* l'TM) → si
- '

Tn)
Hodge - * in

Minkowski space :

Codifferenriale :

S : SEMI → SÉ
"

(M)
K

Se C- 1) * d *

Ee :S :O
*¥4 *

* [ = (%,

B
'
% %

= *" " " °

÷:*: ÷!



Quadri corrente : d- = ( g , Tx , Ty , Tz ) campo vettoriale
> - in IR

"'

| DENSITA
"

DENSITÀ DI CORRENTE
DI carica

Ji = Tipi
;
→ D= -gdtttdx + Jydy +Tzdz

* J = gdxndyndz - dtndyndz - Jydtndzndx
- Jzdtndxndy

Maxwell : DEF ) = AJsai
,

:
È equivalente a: {

rotto = di take
at ddl #f) = des)

f- (g , di ) dire - g ④



paesi ( m) (M
, g) hoentriana ③ i )

Invarianti di F esempio : l' CM )

+ F. F) = te; e, gikgil2

con Minkowski : gii _

- qii TE
, FJÈ,È E ,?

"

E- ( OÈÈÌÌÈ;) ⇒ = Bibita -F-È.EE

=B
: Ef

,
# f) = 2E.BE E - (Ee ,

Ea
, Es)

cenerete :



• Eq .
continuità

* J = gdxndyndz - dtndyndz - Jydtndzndx
- Jzdtndxndy

0=4*8) = I 2J(at t +È dtndxndyndz

÷
I
+disco

Stoke : DE M Lòrentriana

dominio compatto

§ *T = { dette o



EI : D= C × [t.it) MEIR
? '

.IM
Minkowski

CEIR
?

%:::* :
got

A B C

÷: =L: iii.
+ È

*t.gdxandxends-tdtndx.nu, - itdtndxitg
- Jrsdtndxendxe
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DI : M
"

varietà westen)
ci è chiusa se dai =D e SLKHCM)

w è esatta se 7 E#
"

CN )

t.c.w-dqdod.no
⇒ se ci e-

'

coatta , allora è chiusa

Cady ⇒ dai =D ( d.y ) = 0
n

Esempi : M varietà cpt senza bordo orientate

① iii. I ÷
"

wcp) (va, _ un ) > 0

ttpem , fa, -un Etr beat



Tee : Qualsiasi M ha varie metriche Riemanniane

¥

forma volume (aem orientate)
• Se ci forma volume :

dw e di
"

(M) nn > n ⇒ duro
{ {o ) ¥

• cu non è MAI eretta :

cu è chiusa

p - assurdo ci - dsp ed ftp.fsp-0
M 2M¥

⇒ § -0

però {w = Voler > o

In generale ¥ SEM Valls) :< fw
Ex : Se s' domina Valls) >o M



Eri Molti - to)

401 credo al' CIR? Io)) .④F "
è 1oz .

erette
•

0

Ho
chiuse dai = DCDO) --0

Altro modo : g) da = xdy-ydx-a.ci/2ty2
2) [ è chiusa fritta )

w = da -È
dw - ¥ dandy - ? dante

(es .)



Wren è eretta . Cioè Zfe E' CIR
'
- lol )

t.c.ci - df

÷:*:; :p. .
=p

fino ~
.

Assurdo : {w = {da 2T



lemmadipoi.no# : In IR
"

ogni f- forma chiare con KYL

e- anche esatta

Vale per ogni M CONTRATTILE

DI : X g. top . è contrattile se

7 una omotopia fu il :X → X

f)
× :

ft:X→X

←



CotantaM

M
"

varietà

DI : l'TM) e ÉCM) = {K -forme chiare}
din LO

µ ,
din •

BKCM) = { f-forme erette }
spero Lina

El : sono molto pari vettoriale

HTTM) = È WEV
^ BKCM) spazio qua . µ
I W

Il K- esimo gruppo
di cosmologia di De Rhum

b. KM) = din HTM ) numeri di belli
"

numero di buchi K -dimensionali in M
"



Errani : ① ¥

HTM) = Zo = {0-forme chine)
BIM ) /

{o-forme

{ feltri) : df»)
erette )

= % = { feltri) idfeo )
c.c. (M)

= { fattoCM) loc . costanti ) = IR
DI : f .

- M → IR è loc
.
costante oe

KPEM ZUCP) t.at/ugp, è catnnte
E : HTM) = IR

" " "
5cm) e c. c. CM)



① Lemma di Poincaré : bifir" ) , {
1 e io

① biga) = {
1 io

° riso

da 1 i _-1

① bi (Mn) eo se i > n

① M
"

ori
,
senza2

, cpt =D b
"

(M) 71

1 i. o
(fornendone )

① bi ( s ") = { o sei In -1
1 ieri

i.O

① bi ( s' xs' ) = { ha i-1

1 i.2



① da dar

{ Andrea
ceri E e- SECIR'" ) SECD)

DF -0 =D Retta

A- Erica)
potenziale


