Pisa, 15 Settembre 2014
Corsi di Laurea in Ingegneria Elettronica e Telecomunicazion:.

UNIVERSITA DI PIsA.

Ottava prova scritta di Analisi Matematica I.

(1) Esporre lo svolgimento degli esercizi in maniera chiara e leggibile.
(2) E proibito comunicare con gli altri candidati in qualunque forma.
(3) E proibito I'utilizzo di telefoni cellulari.

Esercizio 1. Si consideri f : (0,400) — R, definita per ogni x > 0 come
f(SU) _ x(l—sina:).

(1) Provare che f ¢ ben definita nel suo dominio di definizione.

(2) Stabilire se f & monotona in (0, 4+00).

(3) Stabilire l'esistenza ed in tal caso determinare i limiti di f sia per
x — +00, che per x — 07.

(4) Stabilire se f € limitata in (0, +00).

Soluzione. (1) Poiche la base x & positiva, la potenza 2° & ben definita per ogni b > 0.
Essendo 1 — sinz > 0 per ogni x reale, ne viene che x!75"% & ben definita per ogni x > 0.
(2) Definendo z = § + 2k7m e yp = 7 + km per ogni k € N abbiamo

flzr) =1 e flye) =y = (14 k)7
In particolare, abbiamo 1 = f(%) < f(2m) > f(gw) = 1, poiche f(2mr) = 2m. Ne segue che
f non puo essere monotona. Un altro metodo consiste nel calcolare

1 —si )
f,<l') = | —COST logx —+ % l,ﬂ—sma:) 7

osservando che ad esempio f'(7) = (1 + wlogm) > 0 e f'(2m) = (1 — 2w log(27)) < 0.
(3) Dalle precedenti definizioni di z e y, abbiamo i limiti
li =1 li =
Jm Jle) =1 el fy) = too,
dove z), — +00 e yp — 400, quindi f non ha limite per x — 4o00. Abbiamo inoltre dal
teorema di cambiamento di variabile nei limiti
1; — 1 (1-sinz)logz _ li Y=
o Sle) = e LN
in quanto y = (1 — sinx)logz — —oc per z — 07.
(4) 11 limite limy_, » f(yx) = +00 prova che f non & limitata superiormente.
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Esercizio 2. Studiare la convergenza dell’integrale improprio

o] 1
— sin | — |dz
1 i i
ed in caso di convergenza se ne calcoli il valore.

Soluzione. Poniamo il cambiamento di variabile x = i, quindi per ogni b > 1 abbiamo

b 1 1 1/b 1 1
/ — sin (—)dm:—/ ysinydy:/ ysinydy—>/ ysiny dy
1 X T 1 1/b 0

per b — 4o00. Tale limite ¢ l'integrale di una funzione continua su un intervallo chiuso e
limitato, quindi 'integrale dato e convergente. Inoltre integrando per parti si ha

y=1

1 1
/ ysinydy = [— Y CoS y} + / cosydy = —cos(1) + sin(1).
0 0

Ne segue che

y=0

/+OO ! si ! dx = sin(1) — cos(1)
- in{ | dv=sin :

Esercizio 3. Dato « > 0 si consideri la serie numerica

00 sin(%+k7r+k%)
ko '
k=1

Si studi la convergenza semplice e assoluta di tale serie al variare di a > 0.

Soluzione. Osserviamo che
sin (% + kT + k%)
ko
pertanto la serie converge assolutamente per ogni o > 1 in virtu del teorema del confronto
per serie. Dalla formula trigonometrica di addizione abbiamo
sin (3 + km + 25) ~ (=1)*cos (=)
ko - ke ’

Poiche cos (k%) — 1 per k — 400, abbiamo in particolare che

€
ka

] <

‘sin(g + kT + %) ‘ B ‘Cos(k%) S 1

ke N ke — 2k~
per ogni k > kg, con ky sufficientemente grande. Dal teorema del confronto per serie segue
che la serie data non converge assolutamente per 0 < o < 1. Poiche la derivata della
funzione x — x cosx nell’origine e 1, tale funzione e crescente in un intorno dell’origine.
Cio prova che la successione




decresce a zero per k sufficientemente grande e quindi dal criterio di Leibniz la serie

00 1 jus 1 00
sin (2 + km + k;a)

ra =Y (D

k=1 k=1

converge semplicemente per ogni o > 0. Pertanto la serie data converge semplicemente,
ma non assolutamente, per 0 < o < 1.



