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Introduction

Soit k£ un corps de caractéristique p > 0. La premicre méthode systématique
permettant de définir une bonne cohomologie p-adique pour certaines classes
de variétés algébriques sur k£ remonte a une trentaine d’années, et est die a
Monsky et Washnitzer [22]. Inspirée par les travaux de Dwork sur les fonc-
tions { des variétés algébriques sur les corps finis, elle s’applique uniquement
aux variétés affines et lisses, et repose sur des théorémes d’invariance et de
fonctorialité pour la cohomologie de de Rham d’un relévement adéquat de la
variété donnée. Grace aux techniques de Dwork, cette théorie permet de prou-
ver le théoréme de rationalité des fonctions zéta [24], mais les propriétés des
espaces de cohomologie ainsi obtenus sont restées jusqu’ici assez mystéricuses.
En particulier, la finitude de ces espaces n’avait pas été démontrée, sauf en
degré < 1 par Monsky lui-méme [25], et en tous degrés pour les variétés
possédant une bonne compactification, grace a la cohomologie rigide [6]. Un
des principaux résultats du présent article est de prouver cette propriété de
finitude pour toute variété lisse.

Le théoréme d’invariance de Monsky—Washnitzer a ¢té I'une des motiva-
tions qui ont amené a cette époque Grothendieck a introduire la cohomologie



330 P. Berthelot

cristalline, congue elle aussi comme une généralisation de la cohomologie de
de Rham [15], mais construite par des méthodes tres différentes de celles de
Monsky et Washnitzer. Un progrés essentiel apporté par les méthodes cristal-
lines a été de pouvoir travailler modulo p”, et en particulier de fournir dans le
cas lisse un théoréme de comparaison entre la réduction modulo p de la coho-
mologie cristalline, et la cohomologie de de Rham relativement a k. Dans le
cas des variétés propres et lisses, un argument simple permet alors de déduire
le théoréme de finitude pour la cohomologie cristalline du théoréme de fini-
tude usuel pour la cohomologie des faisceaux algébriques cohérents en ca-
ractéristique p [5, VII 1.1].

Dans le cas des variétés non propres, la cohomologie cristalline n’est plus
de type fini, et, comme I’avait souligné Grothendieck dés le départ [15, 7.5],
il y a lieu de la remplacer par une théorie qui généralise a la fois la coho-
mologie cristalline dans le cas propre et lisse, et la cohomologie de Monsky—
Washnitzer dans le cas affine et lisse. C’est ce qui a motivé I’introduction
par la suite de la cohomologie rigide [3], qui fournit une telle généralisation.
Dans ce cadre, on peut également construire une cohomologie & supports pro-
pres, ce qui faisait défaut dans la théorie cristalline comme dans celle de
Monsky—Washnitzer. Pour les variétés qui sont complémentaires d’un diviseur
a croisements normaux stricts dans une variété projective et lisse, et en se
limitant aux coefficients constants, les propriétés déja connues de ces coho-
mologies sont suffisantes pour en déduire la finitude de la cohomologie a sup-
ports propres, et, par dualité, de la cohomologie sans supports [6]. Par contre,
en I’absence du théoréme de résolution des singularités en caractéristique p,
la question de la finitude était restée ouverte pour des variétés lisses arbi-
traires. Nous expliquons ici comment, grice au magnifique théoréme prouvé
récemment par de Jong sur I’existence d’altérations projectives et lisses pour
une variété quelconque ([19, Th.4.1], cf. Théoréme 3.4), il est maintenant
possible de démontrer ces résultats sans avoir recours a la résolution des
singularités.

Dans la premiére section, nous commencons par rappeler la construction
de la cohomologie rigide. Celle-ci repose sur des choix auxiliaires (compact-
ification de la variété donnée, plongement dans un schéma formel lisse), et,
pour fournir une démonstration compléte, nous donnons brievement la preuve
des théoremes d’indépendance annoncés dans [3]. Nous nous limitons ici au
cas des coefficients constants, qui sera le seul considéré dans cet article, en
renvoyant le cas de la cohomologie a coefficients dans un isocristal surconver-
gent a un exposé plus systématique [6]. Nous n’avons pas non plus inclus de
rappels sur la démonstration des théorémes de fibration qui sont au cceur de ces
résultats, leur rédaction étant déja en circulation depuis quelques années [5], et
destinée a étre incorporée dans [6]. Enfin, nous renvoyons encore a [6] pour
le cas de la cohomologie a supports propres, car la démonstration du théoréme
de finitude est alors analogue, en plus simple, a celle que nous donnons dans
le cas de la cohomologie sans supports (cf. 3.9 (i)). Par contre, nous don-
nons la preuve des théorémes de comparaison, d’une part avec la cohomologie
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cristalline dans le cas propre et lisse, d’autre part avec la cohomologie de
Monsky—Washnitzer dans le cas affine et lisse, car ils jouent un role essentiel
dans la démonstration du théoréme de finitude. Dans la seconde section, nous
introduisons la cohomologie rigide & supports dans un sous-schéma ferme, et
nous en montrons quelques propriétés élémentaires, notamment la suite exacte
d’excision, fondamentale pour les récurrences qui suivront.

La troisiéme section est consacrée a la démonstration du théoreme de
finitude pour la cohomologie rigide des variétés lisses, avec des coefficients
constants (ou dans certains cas qui s’y raménent aisément, comme ceux
qui interviennent dans la théorie des sommes exponentielles). Dans son es-
prit, cette démonstration est du méme type que celle que donne Hartshorne
pour la cohomologie de de Rham en caractéristique nulle [17, II (6.1)]. Elle
procede par une double récurrence, portant d’une part sur la cohomologie
sans supports d’une variété lisse de dimension =< n, d’autre part sur la co-
homologie d’une variété lisse de dimension arbitraire a supports dans une
sous-variété quelconque de dimension = n. Outre le théoreme d’altération de
de Jong, grace auquel on peut utiliser le théoreme de finitude pour la co-
homologie cristalline, un ingrédient essential de cette récurrence est fourni
par un cas particulier de 1’isomorphisme de Gysin entre cohomologie rigide
d’une sous-vari¢té lisse et cohomologie rigide a supports dans cette sous-
variéte.

La démonstration de ce dernier énoncé, qui constitue techniquement le ceeur
du présent article, occupe les Sects. 4 et 5. Rappelons que, dans le cas d’une
variété affine et d’un diviseur principal lisse, I’isomorphisme de Gysin avait
déja été construit par Monsky et Washnitzer [23] (voir aussi [13, 7.1]). Faute
de savoir pour I’instant le construire en toute généralité en cohomologie rigide,
nous nous limitons dans la Sect. 5 a en donner une construction dans le cas
de variétés relevables, ce qui suffit pour la démonstration du théoréme de fini-
tude. Dans ce cas, on peut partir de I’isomorphisme de Gysin algébrique au
niveau des complexes de de Rham des variétés relevées, et en déduire, en
passant aux faisceaux analytiques rigides associés, un isomorphisme de Gysin
analytique ayant pour but la cohomologie locale “méromorphe” a supports
dans la sous-variété relevée. Pour obtenir 1’isomorphisme voulu au niveau de
la cohomologie rigide, on est alors amené a comparer des complexes de de
Rham “a singularités méromorphes” et “a singularités surconvergentes” le long
d’un diviseur lisse. Ce théoréme de comparaison, établi dans la Sect. 4, est du
méme type que le théoréme de comparaison de Grothendieck en analytique
complexe; on peut le voir comme une généralisation du théoreme de com-
paraison de Baldassarri—Chiarellotto [1] (mais ici seulement dans le cas des
coefficients constants), lorsqu’on se trouve dans une situation avec singularités
surconvergentes le long d’un diviseur arbitraire a ’infini. La méthode que
nous employons fait appel a la théorie des anneaux d’opérateurs différentiels
complétés développée dans [8], grace a une généralisation des théoremes de
présentation de [7].
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Comme corollaires de ces constructions, nous obtenons une variante locale
de I’isomorphisme de Gysin, analogue du théoréme de pureté cohomologique
en cohomologie étale, et nous prouvons pour la cohomologie rigide le classique
théoreme d’annulation en degrés < 2d de la cohomologie a supports dans une
sous-variété de codimension d.

Enfin, de Jong montre en appendice comment, par des réductions géométri-
ques supplémentaires, on peut donner une variante de la démonstration du
théoreme de finitude exposée dans la Sect.3 qui ne fasse pas appel a I’iso-
morphisme de Gysin.

Mentionnons pour finir qu’il existe une autre approche du théoréme de
finitude, reposant sur un théoréme de 1’indice pour les équations différentielles
p-adiques. Cette approche, mentionnée par Monsky en parallele avec sa
démonstration de la finitude de la cohomologie de de Rham en caractéristique
0 [26], a été développée par Mebkhout. Depuis la rédaction de cet article,
Christol m’a signalé avoir obtenu récemment, en collaboration avec Mebkhout,
une forme du théoréme de I’indice qui généralise suffisamment leurs résultats
antérieurs pour pouvoir utiliser cette méthode [11]. Cela fournirait donc une
autre démonstration de la finitude de la cohomologie de Monsky—Washnitzer,
reposant sur des techniques enticrement différentes de celle que nous exposons
ici.

Conventions générales. Nous supposerons dans cet article que tous les schémas
ou schémas formels considérés sont séparés.

Pour tout faisceau de groupes abéliens E, nous noterons Eq := £ ® Q.

1. Rappels sur la cohomologie rigide

On fixe un corps k de caractéristique p > 0, et un anneau de valuation discrete
complet ¥~ d’inégales caractéristiques, de corps résiduel &, dont 1’idéal maximal
sera noté m, et le corps des fractions K. La valuation est supposée normalisée
par v(p) = 1, et on lui associe la valeur absolue telle que | p| = p~!. On note
Iy € R* le sous-groupe multiplicatif des valeurs absolues d’éléments de K*,
et I'" =I5 ® @, qui est un sous-groupe multiplicatif dense de IR*.

Nous rappelons d’abord ici sans démonstration les constructions géo-
métriques de base permettant de définir la cohomologie rigide relativement
a K d’un k-schéma de type fini X, en renvoyant a [5] pour les justifications
nécessaires. Nous donnons ensuite rapidement la démonstration des théorémes
d’indépendance annoncés dans [3], qui assurent I’existence et la fonctorialité
de la cohomologie rigide. L’idée est en gros la suivante: on compactifie X
en un schéma X propre sur k, puis on plonge X dans un ¥ -schéma formel
p-adique P lisse au voisinage de X; au schéma formel P, on associe par la
théorie de Raynaud [29] un espace analytique rigide Px sur K; la donnée du
sous-schéma X de P définit un ouvert 1.X[ de Py, le tube de X dans Pk, qui
joue le méme rdle qu’un voisinage infinitésimal de X dans P; on construit sur
1X[ un faisceau de fonctions “a singularités surconvergentes le long de X\ X,
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et, grace a un théoreme de fibration pour le morphisme induit entre les tubes
par un morphisme lisse de schémas formels, on prouve que la cohomologie
de de Rham de ] X a coefficients dans ce faisceau est indépendante des choix
faits pour X et P, et fonctorielle en X. Nous montrerons enfin la commuta-
tion de cette cohomologie aux extensions finies du corps K, et les théorémes
de comparaison avec la cohomologie cristalline et avec la cohomologie de
Monsky—Washnitzer.

1.1. Soit P un ¥ -schéma formel p-adique, localement de type fini. Suivant
Raynaud [29], on peut associer a P un espace analytique rigide Py, qu’on
appelle fibre générique de X. Lorsque P est affine, égal a Spfd, Py est
I’espace affinoide Spm (4 ® K). Lorsque P est le complété formel d’un 7 -
schéma propre P, de fibre générique Px, Py s’identifie a 1’espace analytique
P associé a Py [5, (0.3.5)]. L’espace Px est muni d’un morphisme canon-
ique d’espaces annelés sp : Py — P, appelé morphisme de spécialisation [5,
(0.2.2)]. Si P = Spf 4, le morphisme sp associe & un point x € Spm(4 ® K),
de corps résiduel K(x), le point de Spf A correspondant a 1’idéal maximal im-
age inverse par I’homomorphisme 4 — 4 ® K — K(x) de I’idéal maximal de
I’anneau des entiers de K (x); le cas général s’en déduit par recollement. La
construction de 1’ espace Px et du morphisme sp : Py — P est fonctorielle en
P; nous noterons ux : PK — Py le morphlsme d’espaces analytiques défini par
un morphisme de schémas formels u : P’ — P.

Pour toute partie localement fermée X de la fibre spéciale Py de P, on
appelle tube de X dans P le sous-ensemble

X[ =sp'(X) C P

C’est un ouvert de Pk, fonctoriel par_rapport au couple X, P) [5, (1.1.1)].
S’il existe  fi,..., frs01,....9s €T (P,0p) tels que X = (ﬂf:] Vifi)) N
(U;ZI,D(gj)), le tube ]X[s est 'ouvert de Px défini par les conditions

(1.1.1) X[ ={x el |V [fitx) < L; 3, |g;(x)|=1}.

Par construction, le morphisme de spécialisation induit un morphisme d’espaces
topologiques sp : ] X[ — X.

Soient X un sous-schéma fermé de R, et j : X — X une immersion ouverte,
de complémentaire Z. Le tube JX[; est la réunion disjointe des tubes ]X[; et
1Z[ 5, mais le recouvrement ainsi obtenu n’est pas admissible en général. On dit
qu’un ouvert ¥ C ]X[p est un voisinage strict de ]X[s dans ]X[p si les deux
ouverts V' et ]Z[s forment un recouvrement admissible de ]X[s. Par exemple,
si P est le complété formel d’un 7 -schéma séparé P, et si X’ est un ouvert
de P de fibre spéciale X, ’espace analytique X, ,’gm associ¢ a la fibre générique
X/ de X' est un voisinage strict de JX[5 dans Py [5, (1.2.4)(ii)].

Un autre cas particulier important est celui qu’on obtient en considérant un
¥ -schéma affine X', de fibre spéciale X, et une immersion fermée X’ «—
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A Si X' est I'adhérence schématique de X' dans IP%., et X’ son complété
formel, le tube ]X[;/ est I’intersection de X*" avec la boule unité fermée de

A", et un systéme fondamental de voisinages stricts de |X [;, dans X}, = X"
est fourni par les intersections de X*" avec les boules de rayon A > 1 dans
AP [5, (1.2.4)({i1)].
1.2. Soient P un ¥ -schéma formel de fibre spéciale Py, X C Py un sous-schéma
fermé, X un ouvert de X,j : X — X I’'immersion ouverte correspondante. On
définit un foncteur ;T de la catégorie des faisceaux abéliens sur ]X[s dans
elle-méme en associant a un faisceau abélien E le faisceau

A —lim v, io E

J M jy«jy £,

Vv

ou V' parcourt I’ensemble des voisinages stricts de ]X[p dans ]X[p, et j est
I’inclusion de ¥ dans ]X[. On vérifie que le foncteur ;T est exact, et que le
morphisme canonique £ — jTE est un épimorphisme [5, (2.1.3)]. Si Z = X\ X,
on définit de plus un foncteur I ]TZ[ par la suite exacte

(1.2.1) 0TI E—E—E—0;

le foncteur I’ ]TZ[ est également exact.

Les foncteurs jT et I' ]TZ[ vérifient les propriétés suivantes [5, 2.1]:

(i) La restriction de jTE (resp. F]TZ[E) a ]X[p est égale a celle de E (resp.
est nulle), et sa restriction a ]Z[ est nulle (resp. est égale a celle de E).

(i) Si (X;)i=1..r est un recouvrement ouvert de X, si, pour toute suite
ip <.+ <, on note X; .., =X, N---NX,, et si ji.. 1 Xj..., — X est
I’immersion ouverte correspondante, il existe pour tout faisceau abélien E des
suites exactes de faisceaux sur ]X[p

(1.2.2) 0= JE-TI/E— T] jLE—~ - —jl E—0,
i 1< iy
(1.2.3) 0= TyE—~E—T[jE— - —j] LE—0.

(iii) Soient X; et X, deux ouverts de X, X = X; N X3, j1,/» et j les im-
mersions ouvertes correspondantes, Z; le complémentaire de X; (i = 1,2),Z =
Z) N Z,. 11 existe des isomorphismes canoniques de foncteurs

I i t ot Aot
(1.2.4) g0y ~jyo Tl Iiyo g =Ty, Jjio _jT.

(iv) Soit jy : V<—]X[s Dlinclusion d’un voisinage strict de ]X[s. Si E
est un faisceau abélien sur ¥, on note encore jTE le faisceau sur ¥ défini
par jTE = li_n?V/ JvvisJy, IV,E, ou V' parcourt I’ensemble des voisinages stricts

de ]1X[p contenus dans V, et jy, - est I'inclusion de ¥’ dans V. On notera
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également jE le faisceau sur ]1X[; défini par jTE = li_r>nV,jV,*j;’},,E. Cet abus

de notation est justifié par les relations

(1.2.5) limjyrajy B = jra(G'E),  RUn(j'E)=0, Vk =1,
V,

qu’on vérifie immédiatement par restriction a ¥ d’une part, et a ]Z[ d’autre
part. Le foncteur ;T ainsi obtenu de la catégorie des faisceaux abéliens sur ¥
dans celle des faisceaux abéliens sur ] X[z est encore exact.

(v) Soient i : X < X’ une immersion fermée, ;' =i o j. On suppose que
J' est une immersion ouverte de X dans X’. Alors ].X[s est un voisinage strict
de X[ dans ]X'[, et, si I’on note ix :]X[p — ]X'[s, on a d’apres (iv)

(1.2.6) JTE =i jE, Rhig jTE=0, Vk=1.

(vi) Le foncteur ;T commute aux limites inductives filtrantes: cela résulte
de ce qu’il existe toujours un systéme fondamental de voisinages stricts
dont I’intersection avec tout ouvert affinoide de ]1.X'[ est quasi-compacte [5,
(1.2.9)].

1.3. Soient X un k-schéma séparé, j : X — X une compactification de X sur
k : il en existe d’apreés un théoréme de Nagata [27]. On suppose qu’il existe un
¥ -schéma formel P lisse aux points de X, et une immersion fermée X — P.
On définit la cohomologie rigide de X (relativement a K) en posant

(13.1) Hyi(X/K) = H*(1X[p,/720 ) -

Le fait que ces espaces de cohomologie soient indépendants des choix faits
pour X et P, et soient fonctoriels en X, résultera des théorémes qui suivent.

Remarque. On peut définir les groupes H;{g(X/K ) sans supposer qu’il existe

globalement sur X une immersion fermée X — P, par I'intermédiaire d’un
complexe de Cech construit au moyen d’immersions locales. Dans le cadre
de cet article, nous nous limiterons néanmoins au cas ou 1’on dispose d’une
immersion globale. Cette hypothése est en particulier satisfaite lorsque X est
quasi-projectif sur &, et que I’on prend pour X une compactification projective
de X.

Montrons d’abord 1’indépendance des groupes de cohomologie (1.3.1) par
rapport au plongement de X dans P.

1.4. Théoréme. Soient j: X — X une immersion ouverte entre k-schémas de
type fini, i:X — P, i X — P deux immersions fermées dans des
v schémas formels lisses aux points de X, u : P' — P un morphisme lisse aux
points de X, tel que i = uoi'. Notons respectivement jt et j'T les foncteurs
sur 1X[p et 1X[p, définis par I'immersion j, ux:1X[p—1X[p le morphisme
induit par u. Alors le morphisme canonique

(14.1) jTQiX[p — Rug, T Qy

[p/

est un isomorphisme.
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Nous indiquons sommairement les grandes lignes de la démonstration, en ren-
voyant le lecteur a [6, III] pour plus de détails. L’énoncé est local sur ].X[ 5, et
on peut se ramener au cas ou P et P’ sont affines en prenant des recouvrements
ouverts affines (B,) et (P/) de P et P’ tels que u(B/) C B, et B NX =B NX.
On localise ensuite sur X grace aux suites exactes (1.2.2) pour se ramener
au cas ou Z = X\X est défini par une équation dans X, et ou le faisceau
conormal a X dans Py := X X ,313’ est libre, de rang d. En prolongeant une
suite réguliere de générateurs de 1’idéal de X dans P; en une suite de sections
de I'idéal de X dans X x P, et en relevant celles-ci dans P, on définit un
morphisme ¢ de P’ dans I’espace affine formel P = A x P au-dessus de P,
envoyant X dans la section nulle de P”. Il résulte alors du théoréme de fibra-
tion fort [5, (1.3.7)] que ¢k induit un isomorphisme entre un voisinage strict
de ]X[p dans ]X[p et un voisinage strict de ]X[s, dans ]X[s,. On peut ainsi
ramener 1’énoncé au cas ou P’ = A x P, et ou i est le compos¢ de i et de la
section nulle.

Par récurrence, il suffit de traiter le cas d = 1. On montre alors les asser-
tions suivantes, qui entrainent le théoréme:

(i) Le morphisme canonique jTQiX[A Hqu(j/TQiX[» est un quasi-isomor-
P P!
phisme;

(ii) Le complexe R'ug. 't Q:
1X(pr

(iii) Les faisceaux R'uk.;’ TQTX[ sont nuls pour tout k et tout i > 2.

P’

est acyclique;

Soit ¢ la coordonnée canonique sur A'. Pour montrer (i), on se place
au-dessus d’un affinoide W C ]X|[5, et on utilise le recouvrement admissible de
1X[p, fourni par les tubes fermés [X]z, ,, pour # — 17, n € I'*: rappelons que,
si X est défini dans la fibre spéciale Py de P par les réductions d’équations
fiaee fr € T(P, Op), on definit [X]p , par

(X1, = {x € Px |Yi, |fi0)] <},

et de méme pour [X]z, . Pour tout faisceau E' sur [X[z, et toute suite crois-
sante 77, € I'* de limite 1, on a alors

(1.4.2) T(W,ug,E) = lim I'ug (W) N [X]pr ,  E) -

n

Soit d’autre part i€ I'(P, () relevant une équation de Z dans X. Pour tout
A <1, on note U; I'ouvert de ]X[p défini par la condition |h(x)| = 4, et
U, = u;l(U;,) C]X[p.. Fixons une suite strictement croissante n = (1,) de
limite 1, telle que n, € I'*. D’apres [5, (1.2.4)(1)], un systeme fondamental
de voisinages stricts de ]X[s dans X[ est alors donné par les ouverts V ;
associés aux suites croissantes A = (4,) de limite 1, avec 4, € I'*, et définis
par
Voo=U; U (X1, -
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Comme u,?l(W) N [X] pry, ©St quasi-compact, le foncteur I (ugl(W) N
[X] B —) commute aux limites inductives filtrantes. D’autre part, on a

[X]P’,nn = [X]ﬁ,n,, X D(Os ’7:{) 5

ou, pour tout réel u, on note D(0,n%) le disque fermé de centre 0 et de
rayon . Comme W C]X[p, il résulte du principe du maximum [10, 6.2.1,
Prop. 4] que W C [X]p, y, POUT 11 assez grand. En posant 4 = I'(W, (9] X0 ), B, =
r(wnu, (Q]X[};) et B=T(WN1X[p, (E]X[ﬁ ), on obtient alors les descriptions
suivantes:
F(VVsz@]X[P) =~ li_r)n B, ,
n

(W, uk.j' O )

~ { S artt € B[[1]]
k

Vn, 32, <1 tel que, Vk, Jar, € B, }

d’image a; dans B, tel que |la |7 — 0

la norme étant prise dans B;,. On en déduit sans difficulté la variante suivante
du lemme de Poincaré: si 0 est la dérivation par rapport a ¢, la suite

0 — LW, O ) = TW,ugef 1Oy ) LT (W,ug 't Oyp,) =0

est exacte. L’assertion (i) en résulte.
Pour prouver I’assertion (ii), on se raméne a montrer que, pour tout k,
I’homomorphisme

_ . a — .
(1.43) H g W), O )= H g (), 1O )

est un isomorphisme. Pour cela, on utilise encore le recouvrement de X[z,
par les [X]p, afin de faire un calcul de cohomologie de Cech, & la maniére
de [20, p. 271-272]. Un l-cocycle s’interpréte alors comme une famille
de sections g, € F(uEI(W)ﬂ[X]p,’m,j’T(Q]X[p/ ), et un tel cocycle est un
cobord si et seulement s’il existe une famille de sections f, € I (u,?l(W)ﬂ
[X ]f”,nn’ j’T@] X[ﬁ’) telles que g, = f, — fur1 pour tout n. Supposons d’abord
que (gn) soit un cocycle tel que (dg,) soit un cobord. Il existe alors une
suite croissante 4, € I'* de limite 1, et des sections f, € I (uEI(W) nu; N
[X]f",nn’@]X[p,) telles que, pour tout n, on ait dg, = f, — fn,+1 dans F(ugl(W)
NXTpry,d 1O ) Soit fi € T (W)NUS N[X]p .0y ,) une sec-
tion telle que Of, = fu+1; il en existe, car n, <n,;1. Le cocycle (g,) est
alors cohomologue au cocycle (g,+1 — f, + f,,1). Comme celui-ci est tel que
Gni1 — fr + fn/-H) =0, on a gup1— f, + n/+1 er(wn [X]ﬁaﬂn’jT(ﬁ]X[ﬁ).
Comme W C [X]p, pour n assez grand, le cocycle (gut1 — f, + f,41) est
nécessairement un cobord, ce qui entraine 1’injectivité du morphisme (1.4.3).
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D’autre part, si (g,) est un cocycle quelconque, il existe une suite crois-
sante /, E I'* de limite 1 telle que, pour tout n, g, provienne d’une section
de I'(ug 'wyn U; NIXIp “]X[p/). On peut alors trouver une famille de
sections ¢/, € F(u ‘wyn U/’ L NEXe
I'u'(Wynu i X5, O 1X [ ), d’ot un cocycle (g),) tel que d(g,) =
(gns1). Comme (g,) et (g,+1) sont des cocycles cohomologues, cela montre la
surjectivité de (1.4.3).

Enfin, pour prouver (iii), on déduit d’abord des théoremes de Kiehl que les
faisceaux de la forme jT(D‘] X[, sont cohomologiquement triviaux sur les ouverts

ﬁ/) telles que dg), = g,+1 dans

(0
s C]X[

affinoides, grace a la commutation de la cohomologie aux limites inductives et
au fait que I’intersection des U] avec un ouvert affinoide est encore affinoide. Il
résulte alors de (1.4.2) que les groupes Hi(u;l(W),j’T(ﬁ]X[ﬁ/) s’identifient aux
groupes R hm F(uK mHyn (X1p ,] O Xip ). Ils sont donc nuls pour i = 2,

d’ou (iii).
En appliquant le foncteur IR sp, a I’isomorphisme (1.4.1), on obtient:

1.5. Corollaire. Sous les hypotheses de 1.4, le morphisme u induit un iso-
morphisme

R sp*j‘LQiX['s =R sp*j'TQiX[ﬁl )

Rappelons que le morphisme de spécialisation sp : Px — P induit un mor-
phisme d’espaces topologiques ]X[s — X (resp. P"), ce qui donne un sens a
I’énoncé.

Soient alors X < P, et X — P, deux plongements de X dans des
7 -schémas formels lisses au voisinage de X. En introduisant le plongement
dlagonal X < Py x P, et en appliquant le corollaire aux projections sur P et
P, on obtient un isomorphisme canonique

+ e ~ + O

Rsp,j Q]X[p2 — Rsp,J Q]X[l51 ,

dont on vérifie facilement qu’il donne lieu a une formule de transitivité

pour trois plongements de X dans des 7 -schémas formels lisses au voisi-

nage de X. Par conséquent, le complexe IR sp, jTQiX[A, vu comme objet de
P

la catégorie dérivée des complexes de K-vectoriels sur X, est indépendant
a isomorphisme canonique prés du choix de P. Nous emploierons la
notation

. T .

Ce complexe est de plus fonctoriel en (X,X). En effet, supposons donné un
morphisme (f, f): (X,X) — (¥,Y), et choisissons des plongements X < P,
Y < P’ dans des schémas formels lisses respectivement au voisinage de X
et Y. On introduit alors le plongement naturel X «— P” := P x P', et les pro-
jections g : P — P, g’ : P — P', et on définit le morphisme de fonctorialité
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comme le composé

I _ w1 _
Rsp,j1 2, = RARspj 2y T RARS. LD,
ou 'on a noté jy: X — X, jy:Y<— Y. Il est formel de vérifier qu’il est
indépendant des choix effectués, et satisfait la formule de transitivité pour
deux morphismes composables. De méme, on vérifie que, s’il existe g : P — P’
induisant f sur X, alors le morphisme de fonctorialité ainsi défini coincide avec
le morphisme naturel induit par g*.

L’indépendance des groupes de cohomologie (1.3.1) par rapport au choix
de la compactification X résulte alors de I’énoncé suivant:

1.6. Théoréme. Soient j:X — X, j': X — X' deux immersions ouvertes
entre k-schémas de type fini, v: X' — X un k-morphisme tel que vo j' = |.
Si v est propre, le morphisme canonique

IRFrlg((/Y’X)/K) - IRU*IRan(()(aX/)/K)
est un isomorphisme.

L’énoncé étant local sur X, on peut supposer X affine. Grace au lemme
de Chow, sous la forme précise donnée par Gruson—Raynaud [16, Cor. 5.7.14],
on peut trouver un éclatement X" — X’ centré hors de X tel que X" — X
soit projectif, ce qui raméne au cas ou v est projectif. On choisit une im-
mersion fermée i : X < P dans un 7 -schéma formel affine lisse au voisinage
de X, et une P-immersion fermée i’ : X’ — P’ = PY. x P dans un espace pro-
jectif formel au-dessus de P. Soient u: P’ — P, P! := P' x5 X. En utilisant
les suites exactes (1.2.2), on voit qu’il suffit de prouver 1’énoncé pour les
ouverts d’un recouvrement de X, de sorte qu’on peut supposer qu’il existe un
entier m et une section s € I' (P)’(,(@o)/( (m)) telle que X = X’ N D(s) dans P;(.
Quitte a localiser davantage, on peut aussi supposer qu’il existe des sec-
tions fi,...,ty € I'(D(s), GQD)/() formant une suite régulicre de générateurs de

’idéal de X dans D(s). Multipliant les #; par s¢, pour un entier d convenable,
on peut supposer qu’elles se prolongent en des sections de I’ (P;(, (Up' (dm)), en-
X

core notées 7;. Soient 1, ...ty € ['(P', Up,(dm)) des relévements des 7;, TcP
le sous-schéma formel défini par I’annulation des ¢, v’ : T — P.
D’aprés (1.2.6), on ne change pas le complexe RI ((X,X")/K)=

Rsp,j’ TQi L, si I'on remplace X" par I'adhérence de X dans P/ . Cela permet
P/

de supposer que 7' contient X’. Par construction, 7" est étale sur P aux points
de X. Comme X’ est propre sur X, le morphisme «’ : 7 — P induit alors un
isomorphisme entre des voisinages stricts de ]1X[ 7 dans 1X'[ ; et de 1X[s dans
1X[p [5, (1.3.5)]. Par conséquent, le morphisme composé

rig(

T . .
J Q ]X,[f

./-’- . / ./T
X105 - IRMK*] Q]X’[F,/ - ]RuK*J Q
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est un isomorphisme. Le théoréme résulte donc de ce que, d’apres 1.4, le
second morphisme est un isomorphisme.
On en déduit aussitot:

1.7. Corollaire. Sous les hypothéses de 1.6, le morphisme canonique
!/ !
est un isomorphisme.

Soient j; : X — X1, j» : X — X, deux compactifications de X sur k, X3 I’adhé-
rence schématique de X plongé diagonalement dans X; x X,. En appliquant
le corollaire aux projections de X3 sur X; et X,, on obtient un isomorphisme
canonique

RI(X2, RI (X, X2)/K)) — RI(X 1, R, (X, X1)/K))

rig
vérifiant la condition de transitivité pour une troisieme compactification. Par
conséquent, la formule (1.3.1) définit bien, a isomorphisme canonique pres,
des groupes de cohomologie ne dépendant que de X. La fonctorialité en X se
montre comme en 1.5: si f : X — Y est un morphisme de k-schémas, et si X
et Y sont des compactifications de X et Y, notons X’ I’adhérence schématique
de X dans X x Y, et v: X' — X, v/ : X' — Y les deux projections; le mor-
phisme f* induit sur la cohomologie rigide est alors défini comme le com-
posé

(v, Y)K)) 2 RI(X',RT

RI(Y,RI (X, X")/K))

rig( rig(

S RIX, R4 (6X)/K))

dont on vérifie encore formellement qu’il satisfait la condition de transitivité
pour deux morphismes composables.

Nous aurons a utiliser un cas simple de compatibilit¢ a I’extension des
scalaires:

1.8. Proposition. Soient K’ une extension finie de K, d’anneau des entiers
v, de corps résiduel k', X un k-schéma de type fini, X' le k'-schéma qui
s’en déduit par changement de base. Il existe alors un isomorphisme cano-
nique

K' @ Hi(X/K) — Hy(X'/K") .

Si on choisit une compactification j : X < X de X, et un plongement X < P
dans un 7"-schéma formel lisse au voisinage de X, on obtient par changement
de base une compactification ;/ : X’ < X’, et un plongement X’ < P’, ou P’
est lisse au voisinage de X’. Soit u: P/ — P. Comme K’ est fini sur K, on
peut considérer Py, comme un espace analytique sur K, fini au-dessus de Px.
De plus, il résulte de la description (1.1.1) que uEl(]X[ﬁ) =]X"[5,. 1l suffit
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alors de démontrer que le morphisme canonique

K @ jiQ — Rug,j'TQ;

1X[p/K X[ /K

est un isomorphisme. C’est une propriété locale sur P, qu’on peut donc sup-
poser affine. On peut également localiser sur X grace aux suites exactes (1.2.2),
de sorte qu’on peut supposer X\X défini dans X par la réduction d’une
équation 4 € I'(P, (p). Pour 1 <1, soit U, (resp. U]) I’ouvert de 1X[5 (resp.
1X'[5,) formé des points x tels que |A(x)] = 4; on a donc U, = ug'(U,).
Fixons une suite croissante d’éléments 4, € I'* de limite 1. Si W = Spf 4 est
un ouvert affinoide de ]X[z, on a

, 4o BT / ) *
IF(W,K' @k j _Q]X[P/K)—h_r>nK Rk F(WQUA,,,Q]X[P/K).

D’autre part, W' = uy (W) est I’ouvert affinoide de 1X'[5 d’algébre K’ @ 4,
et on a

row',jte

X’[’E,//K')

T ! / 3
= 112)’1F(W N U,lnsQ]X/[,s,/K)

- lil)nK/ @k T'(W N inQ]X

n

[P/KI) N

Comme les ouverts 7/ N U; sont affinoides, on déduit des théoremes de Kiehl

que les H’A(W’,j’TQ;‘X,[h /K,) sont nuls pour tout k et tout i = 1, et I’énoncé
P!

en résulte.

Pour terminer ces généralités sur la cohomologie rigide, indiquons comment
elle est reliée a la cohomologie cristalline d’une part, et a la cohomologie de
Monsky—Washnitzer d’autre part.

1.9. Proposition. Si X est propre et lisse sur k, et si W est un anneau de
Cohen de k, il existe un isomorphisme canonique

(1.9.1) Hiy(X/K) —— Hy(X/W) @ K

identifiant la cohomologie rigide et la cohomologie cristalline de X.

Compte tenu de 1.8, on peut supposer que ¥~ = W. On construit d’abord un
homomorphisme (1.9.1) en supposant seulement que X est propre sur k. Pour
le calcul de la cohomologie rigide, on peut donc prendre X = X. Soit X — P
une immersion fermée dans un W -schéma formel lisse au voisinage de X. Par
définition, on a

H: (X/X)=H"(X,RI

rig

(XX)/K)),

rig
et, puisque X\X est vide,

RI (X, X)/K) = Rsp, Q-
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Si U = Spf 4 est un ouvert affine de P, il résulte de (1.1.1) que sp_l(U)ﬂ]X[ﬁ
est un espace quasi-Stein au sens de Kiehl [20, 2.3]. Par conséquent, les
R"sp*QfX[l3 sont nuls pour i = 1, et on a simplement

R (X,X)/K) = sp, )y, = (sp,Opx;) @ 25

Soient .# I'idéal de X dans P,2(#) I’enveloppe a puissances divisées
(compatibles a celles de I’idéal (p) = m) de .4 dans ﬁp,ﬁ(f) sa complétion
p-adique. Si Oy est le faisceau structural du topos cristallin de X, et si
wyyw : (X/W )eris — Xzar est le morphisme canonique du topos cristallin dans le
topos zariskien de X, on a d’apres [9, Th. 7.23]

Hi (X)W = H* (X, Ruyyws Oxpw) ~ H* (X, P(I) @ Q) .

Ccris
Comme X est séparé et quasi-compact, la cohomologie commute a la ten-
sorisation par @, et, pour définir ’homomorphisme (1.9.1), il suffit donc de
construire un morphisme de complexes
(1.9.2) (5P, Opx(,) @ Qy — P(I)® P
pour cela, il suffit de construire un morphisme de (-algebres sp, Oy, —
@(f ) ® @ compatible a 1’action des dérivations.

Un tel morphisme existe sans hypothése de propreté sur X. En effet, si
’on pose n = p~ "7, on dispose d’abord du morphisme naturel sp,. Oyxg, —
sp, Orxy,, - Soient U = Spf 4 un ouvert affine de P, I = I'(U,.#), B=TI'(U,
P2(S)). Si (f1,.--, fr) sont des générateurs de /, on a alors

ru, sp.Ox,,) = AT, T = pTh, o /P = pT) R Q.

On définit un homomorphisme A-linéaire
A[Tla"'aTr]/(flp - pT19"'5ﬁ'p - p]—‘l‘) *)B

en envoyant 7; sur (p — 1)! fi[p 1 dou, par passage aux complétés et tensori-
sation par @, un homomorphisme

F(U,Sp*@[X]PV,,) — (U, 2(F)2 Q).

qui est l'unique homomorphisme continu de (4 ® Q)-algébres entre ces
anneaux. Pour U variable, ces homomorphismes se recollent, et fournissent
le morphisme cherché: sp, Oyxp, — P(J)® Q, Par continuité, il est clair qu’il
commute aux dérivations. Il est clair qu’il est également fonctoriel en (X, P).

Pour achever la démonstration de 1.9, il suffit de montrer que le morphisme
(1.9.2) est un quasi-isomorphisme lorsque X est lisse sur k. Cette propriété
étant locale, on peut alors supposer P affine. Or, a quasi-isomorphisme prés,
la source et le but de (1.9.2) ne dépendent pas du choix du plongement de X
dans un schéma formel lisse P, et il est clair par construction que (1.9.2) est
fonctoriel par rapport a I’immersion X < P. Lorsque X est affine et lisse, on
peut choisir pour P un relévement de X. Dans ce cas, .f = md, de sorte que
P(I) = p, et 1X[p= Pk, de sorte que sp.U1x, = Up ® Q. Le morphisme
(1.9.2) se réduit alors a I’identité, d’ou la proposition.
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1.10. Proposition. Si X est affine et lisse sur k, il existe un isomorphisme
canonique

(1.10.1) Hio (X/K) — Hypw(X/K)

identifiant la cohomologie rigide et la cohomologie de Monsky—Washnitzer
de X.

Posons X = Spec 4y. D’apres le théoreme d’Elkik [12, Th. 6], il existe une ¥~
algebre lisse 4 de réduction Ay sur k. Si AT est la complétée faible de 4 [22,
1.1], on peut donner de 4T la description suivante (cf. [28, Par.2]). Lorsque
A="Tt,....,t,], A" est la sous-algébre de D’algebre de séries formelles
v ([t,...,t,]] formée des séries go:Zk art® dont les coefficients oy € ¥
vérifient une majoration de la forme |oy] <cn|k|, avec n < 1; il revient au
méme de demander que la série ¢ ait un rayon de convergence p > 1.
Dans le cas général, si 4 ~ ¥[t,...,t,]/I est une présentation de A4, on
a At =, .. 0,117 4, ..., t,]". Le complexe de de Rham de 4T peut
étre défini comme étant €, = A" ®, €, . Par définition, la cohomologie de
Monsky—Washnitzer de X est alors la cohomologie du complexe £}; o

Soit X’ = Spec 4, et supposons choisie une présentation 4 ~ ¥7[t,...,t,]/I,
correspondant a une immersion fermée X' — A’.. On note X’ I’adhérence
schématique de X’ dans IP%., X’ son complété formel, X sa réduction sur &,
qui est une compactification de X, et j: X < X Dinclusion. Puisque X’ est
lisse sur 7, X’ est lisse sur ¥~ aux points de X. On peut donc calculer la
cohomologie rigide de X en utilisant le plongement X < X’. On se trouve
alors dans la situation considérée en 1.1: le tube de X dans X’ est I’espace
Xi =X C PR, celui de X est Dintersection de X{™ avec la boule unité
fermée, et un systeme fondamental de voisinages stricts de |X [;(\/ dans Xy est

fourni par les intersections ¥, de X}*" avec les boules de rayon 4> 1. Soit j;
linclusion de ¥, dans Xg*. Comme X;*" est quasi-compact, on a

HI(XGE Q) = lim HIQGE, j, Q) ~ lim HY(V;, @)

A A

le dernier isomorphisme résultant de ce que j, est I’inclusion d’un ouvert
affinoide dans un espace séparé, et Q’; un faisceau cohérent sur (y,. Par suite,

Hi(XE™, jTQf(Fn) = 0 pour tout k£ et tout i = 1, ce qui fournit I’isomorphisme

Hi(X/K) =5 H ( lim [(V;, ©;,)

s

II résulte alors immédiatement de la description du complexe €2, donnée plus

haut que ’on a un isomorphisme canonique Q) , — lim, I'(V;, Qj,), d’ol

AT, Q
I’on déduit I’isomorphisme (1.10.1).
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Il reste a prouver que cet isomorphisme est bien compatible aux mor-
phismes de fonctorialité des deux théories cohomologiques, ce qui n’est pas
tout a fait clair a priori. Soit f: X = Spec By — Y = Spec 4y un morphisme de
k-schémas affines et lisses, défini par ¢¢: A9 — By. Si X’ = Spec B, Y’ = SpecA4
sont deux 7-schémas affines et lisses relevant X et Y, il existe un homo-
morphisme ¢f: A" — BT relevant ¢, [28, (2.4.4)]. L’homomorphisme fyiy :
Hyyw(Y/K) — Hypw(X/K) est alors ’homomorphisme induit par ¢f. D’autre
part, choisissons des plongements de X’ et ¥’ dans des espaces affines A7),
et A); soient X',Y’ les fermetures projectives correspondantes de X’ et
Y',Z" C X' x Y’ I’adhérence de X’ pour le plongement dans IP/- x IP7. donné
par le graphe de f, u:Z' — X', v:Z' — Y’ les deux projections, Z la réduction
de Z’' sur k. D’aprés 1.7, ’homomorphisme g - r]g(Y/K) — HrTg(X/K) est le
composé

HA (Y™, jh 0 Y,an>—>H ZL 2, ) s B (X 20,

Z/an X/ an

ou jI, (resp. jj(, j)/;r) est le foncteur défini sur Yy (resp. Xi™,Z;*™) par
I’immersion ouverte Y — Y (resp. X — X, X< Z). Pour tout 4 € R, no-
tons U, (resp. V) Dintersection de X;*" (resp. Y k") avec la boule fermee de
rayon A de A (resp. A.). L’ homomorphlsme ¢:A4 — B induit par ¢’ entre
les complétés deﬁmt un morphisme

g:1X[~ = Spm (BoK)— 1Y[5,= Spm A®K).

Fixons u > 1. D’apres [5, (2.5.3)], il existe A > 1 tel que g se prolonge en un
morphisme U; — V,,, que nous noterons encore g. Au-dessus de U;, g définit
donc une section s: U; — Zg*™ de la projection u. Compte tenu de 1.2 (iv),
1ig Peut s’¢erire comme le compose
H*(V,u,]y Y/m)—>H (U) N’]X Z/m)—>H (U):]X X/an)’

Comme u os = Id, et que u* est un isomorphisme d’aprés 1.4, on a u*~! = s*.
On en déduit donc f} =s*ov* =g*, ce qui entraine que g correspond
a fuw Vvia ’isomorphisme (1.10.1).

2. Cohomologie rigide a supports dans un fermé

Nous allons maintenant étendre la construction de la cohomologie rigide d’un
k-schéma de type fini X de maniére a obtenir une notion de cohomologie
a supports dans un fermé Z C X. Nous montrerons ensuite que les espaces
obtenus possédent bien les propriétés formelles d’une cohomologie a supports
dans un fermé.

2.1. Soient X un k-schéma de type fini, Z C X un sous-schéma fermé,
Jx:X — X une compactification de X au-dessus de k&, Z C X un sous-schéma
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fermé tel que ZNX = Z, X — P une immersion fermée dans un #“schéma
formel lisse au voisinage de X. On pose U = X\Z, et, pour tout ouvert V de
X, on note jy I'immersion ouverte de V' dans X. Pour tout faisceau abélien
E sur ]X[p, on dispose d’une suite exacte canonique

(2.1.1) OHF}Z[j}EHj}EHjLEHO.

En effet, si ¥ = X\Z, la définition du foncteur I ]TZ[ montre qu’il suffit de

vérifier qu’on a un isomorphisme canonique jIT, jj(E ~ jLE, et cela résulte de
(1.2.4).

2.2. Proposition. Soient X un k-schéma de type fini, Z C X un sous-schéma
fermé, jx:X — X une compactification de X au-dessus de k, Z C X un sous-
schéma fermé tel que ZNX =Z, X < P une immersion fermée dans un
v =schéma formel lisse au voisinage de X. Alors les espaces de cohomologie
H*(1X[p, I ]TZ[ ])T(Q] X[p) ne dépendent pas, a isomorphisme canonique pres, des

choix effectués pour Z,X et P. De plus, pour T C Y fermé, ils sont fonctoriels
par rapport aux morphismes f:X — Y tels que f~Y(T) C Z.

Si X et P sont fixés, il résulte de la suite exacte (2.1.1) que, pour tout faisceau
abélien £ sur ]X[p, le faisceau I’ ]T . j)T(E est indépendant du choix du fermé

Z tel que ZNX =Z. 1l en est donc de méme des espaces de cohomologie
considéres.

Soient f:X — Y un k-morphisme, T C Y un fermé tel que f~'(T) C Z.
On peut alors trouver des compactifications X — X,Y < Y telles qu’il existe
un k-morphisme g:X — Y prolongeant f, et des immersions fermées X —
P,Y < P’ dans des schémas formels lisses au voisinage de X (resp. Y), telles
qu’il existe un #“morphisme %: P — P’ prolongeant g. Posons U = X \Z,V =
Y\T. Par hypothése, on a f(U) C V. Grace aux suites exactes (2.1.1), les
morphismes de fonctorialité (cf. [5, (2.1.4)])

—1. . gd =1 . .
hl( ];Q]y[ﬁ H]j(hl( ‘Q]y[p, *)J/J{’Q]X[ﬁ 5

1.4 4 =1 4 e
hK jV'Q]Y[p, _)]UhK Q]Y[};, _>JU'Q]X[;, .
induisent un morphisme canonique

10t e T

hK F]T[]Y‘Q]Y[ﬁ, - F]Z[]XQ]X[,; 5

d’ou I’on déduit par adjonction un morphisme

TR Qg P 4o
(2.2.1) F]T[]YQ]Y[,;/ — ]Rh*F]Z[]XQ]X[p .
Supposons d’abord que f et g soient I’identité de X et X, que Z =T, et

que & soit lisse au voisinage de X. Grace au théoréme 1.4, et aux triangles
distingués déduits des suites exactes (2.1.1), le morphisme (2.2.1) est alors
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un isomorphisme, ce qui entraine que les espaces H*(]X[p, I’ ]T Z j;r(Q] X[p) ne

dépendent pas de P. Si maintenant on suppose que / est I’identité de X, que
T =Z, et que g est propre, il résulte de 1.6 que le morphisme
4o TR S
IRSp*F]T[jYQ]Y[P, — ]RSP*IR}’*F]Z[JXQ]X[P

déduit de (2.2.1) est un isomorphisme, de sorte que les espaces H*(]X[p,
r ]T Z ])T(Q] X[A) ne dépendent pas non plus de X.

Grace a (2.2.1), on procede alors comme en 1.5 et 1.7 pour faire de ces
espaces des foncteurs en (X,Z), en prenant pour morphismes (X,Z) — (¥, T)
les morphismes f:X — Y tels que f~'(T) C Z.

2.3. Définition. Avec les notations de 1’énoncé précédent, on définit la coho-
mologie rigide de X a supports dans Z par

* _opyx -t o
HZ,rig(X/K) =H (]X[P’ F]Z[]XQ]X[}S) .

On observera que, pour X fixé, ces espaces ne dépendent que de I’espace
topologique sous-jacent a Z, et non de sa structure de schéma, car, par
définition, il en est ainsi des tubes et des voisinages stricts. Si Z = X, on peut
prendre Z = X, et on a alors F]TZ[ = Id, de sorte que Hy ;,(X/K) = H},(X/K).

D’autre part, la suite exacte (2.1.1) fournit la suite exacte longue de co-
homologie habituelle

(2.3.1) + = Hy i (X/K) — Hyy(X/K) — Hyo(U/K) — -+

Compte tenu de 1.8, on en déduit que les espaces H
a toute extension finie K — K’ du corps de base.

rig(X) /K') commutent

2.4. Proposition. Soient X un k-schéma de type fini, Z C X un sous-schéma
fermé.

(1) Si X’ est un ouvert de X contenant Z, I'homomorphisme canonique
(24.1) H i (X/K) — Hy (X' /K)

est un isomorphisme.
(i) Si Z = Z, U Z,, avec Z1 N Zy = B, P homomorphisme canonique

(2.4.2) Hz, ig X/K) & H, 1(X/K) — Hy ,(X/K)
est un isomorphisme.

Fixons comme précédemment une compactification X de X, qui est donc
aussi une compactification de X’, et une immersion fermée X < P dans un
#-schéma formel lisse au voisinage de X. Soient Z 1’adhérence de Z dans X,
Jx: X=X, T=X\X, jx: X' — X, T"=X\X'. Pour tout faisceau abélien
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E sur ]X[, la suite exacte (1.2.1) relative a 7’ fournit une suite exacte

0 — Il jVE — jIE — jLE—0.
En appliquant le foncteur exact I’ ]TZ[, on en déduit la suite exacte

T T Tt Tt
0—>F]ZOT,[]XE—>F]Z[]XE—>F]Z[]X,E—>0,

compe tenu de (1.2.4). Comme Z C X', ona ZNT'NX = (), d’ou F]szT'[j)T(E
C F}T[j}E =0, et I’assertion (i) en résulte.
Sous les hypothéses de (ii), soit Z; 1’adhérence de Z;, i = 1,2. Posons

X; = X\Z;. Pour tout faisceau abélien E, on dispose alors d’un diagramme
commutatif

! ! !

- - t .t
O — 0 — F]Zl[]XE@F]ZZ[]XE — T []XE — 0

]Z]UZQ
0 — JjtE iVE® jLE iLE 0
Jx I Jxt ®Jjyx I Jx —
0 — JjlE T E® L E — i E 0
Jxt — Ixt ©Jx, Jx nx —
0 0 0

dans lequel les deux lignes inférieures sont exactes d’apres (1.2.2), et les
deux colonnes de droite aussi d’apres (2.1.1). Il en résulte que le mor-
phisme de la ligne supérieure est un isomorphisme, ce qui entralne 1’assertion

(ii).

2.5. Proposition. Soient X un k-schéma séparé de type fini, T C Z C X deux
sous-schémas fermés, X' = X\T, Z' = Z\T. Il existe alors une suite exacte
d’excision

(2.5.1) = Hy g (X/K) — Hy o (X/K) — Hyr g (X'/K) — -
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Soient encore X une compactification de X, et X < P une immersion fermée
dans un #-schéma formel lisse au voisinage de X. On note Z, T les adhérences
de Z et T dans X, et jy, jx/, jX\T les immersions ouvertes de X, X’

et X\T dans X. Pour tout faisceau abélien F sur ]X[p, on a une suite
exacte
t )
O—)F]T[F—>F—>]X\TF—>O'

Si E est un faisceau abélien sur ]X[p, cette suite exacte, appliquée a F =
r 120 JyE, fournit une suite exacte

ot o ) o
O—>F]T[]XE—>F]Z[]XE—>1X\TF]Z[]XE—>0.

D’apres (1.2.4), on a les isomorphismes

VET

T~ ot ot
2t/ XE—>F]Z[1X,E.

i o
F] 121730\1/

1)

Ix\r
Comme X est une compactification de X’, et que Z est un fermé de X tel que
ZNX' =27, on a par construction

i / _ i rt o
HZ’,rig(X /K) *H(]X[P>F]Z[JX"Q]X[IS):

et I’énoncé en résulte.

3. Le théoréme de finitude

Dans cette section, nous montrons comment, grace a un argument de récurrence
sur la dimension basé sur le théoréeme de de Jong, on peut déduire le théoreme
de finitude de la cohomologie rigide de I’existence d’un isomorphisme de Gysin
dans le cas relevable. Les notations sont les mémes que dans les sections
précédentes.

3.1. Théoréme. Soient X un k-schéma lisse, et Z C X un sous-schéma fermé.
Alors les espaces de cohomologie Hy ;. (X/K) sont de dimension finie sur K.
Lorsque Z = X et que X est affine, le théoréme de comparaison 1.10 permet
d’en déduire aussitot:

3.2. Corollaire. Soit X un k-schéma affine et lisse. Alors les espaces de co-
homologie de Monsky—Washnitzer Hyyw (X/K) sont de dimension finie sur K.

3.3. Comme la cohomologie rigide commute aux extensions finies du corps
K, il suffit de montrer le Théoréme 3.1 lorsque ¥~ est un anneau de Co-
hen de k, ce que nous supposerons dorénavant. De plus, si k' est une exten-
sion finie de k, et K’ = Frac¥”, ou ¥ est un anneau de Cohen de k’, il
existe un homomorphisme de 7~ dans ¥ relevant k — k’, et ¥ est alors
fini sur ¥7; si X', Z’' sont les k’-schémas déduits de X, Z par extension des
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X'/K") entraine celle de

scalaires, on voit de méme que la finitude de Hy, ;. (

Z r1g (X/K)
La démonstration du Théoreme 3.1 procéde alors par récurrence sur n, en
montrant alternativement les deux assertions suivantes:

(a), Pour tout corps k de caractéristique p et tout k-schéma lisse X de
dimension <n, H;,(X) est de dimension finie sur K

(b), Pour tout corps k de caractéristique p, tout k-schéma de type fini Z de
dimension Zn, et toute k-immersion fermée Z — X dans un k-schéma lisse,

Hj ;. (X) est de dimension finie sur K.

L’assertion (a), est claire. Pour pouver (b)y, une extension finie du corps
de base permet de se ramener au cas ou Z est la réunion d’un nombre fini
de points rationnels sur &, donc a celui ou Z est un point rationnel sur k. On
peut conclure en utilisant I’isomorphisme de Gysin énoncé en 3.8, et établi
dans les sections suivantes, ou bien procéder par un calcul direct. Il résulte
de la proposition A.10 de I’appendice que les espaces Hj ;,(X') ne dépendent
que de la dimension de X. Si I’on prend pour X un espace projectif, il suffit
donc de montrer que, si U = X\Z, les espaces H,(U) sont de dimension finie
sur K. En utilisant le recouvrement standard de U par des espaces affines, et
la suite exacte (1.2.2), on est ramené a montrer que la cohomologie rigide du
produit d’un tore et d’un espace affine est de dimension finie, ce qui résulte
d’un calcul sans difficulté.

La récurrence utilise ensuite de maniére essentielle le théoréme suivant, di
a A.J. de Jong:

3.4. Théoréme [19, Th.4.1]. Soient k un corps parfait, et X un k-schéma
séparé de type fini, supposé intégre. Il existe alors un k-schéma projectif,
lisse et connexe X', un ouvert U C X', et un morphisme propre, surjectif, et
génériquement étale ¢ U — X.

3.5. Montrons d’abord que (b),_; entraine (a),. Soit X un k-schéma lisse de
dimension n. Quitte a faire une extension finie de k£, on peut supposer X con-
nexe, donc irréductible. En appliquant 3.4 au schéma déduit de X par extension
des scalaires a la cloture algébrique de &, on voit que, quitte a faire a nouveau
une extension finie de &, on peut trouver X', U et ¢ définis sur k et vérifiant
les conclusions de 3.4. D’aprés 1.9, rlg(X’) s’identifie a H (X')® K, et
est donc de dimension finie sur K. Puisque ¢ est génériquement étale, on
a dim (X’) = n. Grace a la suite exacte (2.3.1), I’hypothése (b),_; implique
que H3,(Uy) est de dimension finie pour tout ouvert U; C X’. D’autre part,
I’'image par ¢ de I’ensemble des points ou ¢ n’est pas étale est un fermé de
X qui ne contient pas le point générique. Il existe donc un ouvert affine non
vide X; C X tel que le morphisme U; = ¢~!(X;) — X; soit étale. Comme
c’est un morphisme propre, il est fini. Or I’hypothése (b),—; montre en-
core que H,(X) est de dimension finie si et seulement s’il en est ainsi de

H,(X,). Comme, d’aprés la proposition qui suit, I'homomorphisme canonique

(Xl) — HZ (U)) est injectif, 1’assertion (a), en résulte.

rlg rig
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3.6. Proposition. Soit f:Y — X un morphisme fini et plat entre deux k-
schémas affines et lisses. L’ homomorphisme canonique f™*: H Hi (X) — HE,(Y)

posséde alors une rétraction HZ,(Y) — Hi (X))

Soient 49y = I'(X,0x), By =1(Y,0), et ¢:Ay — By ’homomorphisme cor-
respondant a f. Il existe alors des ¥-algébres faiblement complétes At, Bf
et un homomorphisme ¢f:4" — BY relevant ¢ [28, (2.4.4)]. D’aprés [22,
Th. 6.2], Bt est finie sur AT. Si 4 et B sont les complétées de AT et Bf,
I’homomorphisme canonique 4 ®,: Bf — B est donc un isomorphisme. Mon-
trons que BT cot également plate sur AT. Comme A est ncethérienne, et mATest
contenu dans le radical de A% [22 Th 1.6], 4 est fidélement plate sur A, de
sorte qu’il suffit de prouver que B est plate sur A. Cela résulte alors de ce
que, pour tout i, B/m'B est plate sur A/m‘A d’apres le critére de platitude par
fibres.
11 résulte alors de [22, Th. 8.3] qu’il existe un morphisme trace

Trw . QBT — QAT 5

tel que le composé avec le morphisme canonique €'; — Q%; soit la multipli-
cation par le rang n de Bf sur A%, On obtient alors une rétraction

Tryt/n 2 Hyw(Y/K) — Hyw(X/K)

de I’homomorphisme de fonctorialité f™*. Via le théoréme de comparaison 1.10,
I’énoncé en découle.

3.7. Montrons maintenant que les assertions (b),_; et (a), entrainent (b),.
Soit Z < X une k-immersion fermée, ou X est lisse, et dim(Z) < n. Soit
Z le schéma déduit de Z par passage a la cloture algébrique de k. Il existe
une extension finie de & sur laquelle le sous-schéma réduit Z.4 est défini,
et possede un ouvert de lissité contenant les points génériques de toutes les
composantes irréductibles. Comme les espaces H rig(X ) ne dépendent que de
Zwed, ON peut passer a cette extension finie, et remplacer ensuite Z par Zq.
Par hypothése, il existe alors un fermé 7 C Z tel que dim(7) < n, et que
Z\T soit lisse. Si X' = X\T, Z' =Z\T, la suite exacte d’excision (2.5.1)
et ’hypothése (b),—; raménent a montrer la finitude de H. 7 1ig(X "), de sorte
que I’on peut supposer que Z est lisse. La démonstration serait alors terminée
(grace a ’hypothése (a),) si I’on disposait dans ce cas d’un isomorphisme de
Gysin

ng(Z) —)HZ*-r’_lzl (X) ’

ou r est la codimension de Z dans X. Faute de savoir pour l’instant cons-
truire un tel isomorphisme en toute généralité, nous allons localiser davan-
tage pour nous ramener a une situation relevable, ou il est possible de le
faire.

La décomposition (2.4.2) permet en effet de supposer de plus Z connexe.
Utilisant encore la suite exacte d’excision, et I’isomorphisme de restriction
(2.4.1), on voit alors que, si U est un ouvert de X tel que Z N U =+, on peut
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remplacer X par U et Z par ZN U. On peut ainsi supposer X affine, et Z
défini dans X par une suite de sections f,...,t faisant partie d’un systéme
de coordonnées locales. Posons X = Spec 4, S = Spec ¥. D’aprées le théoréme
d’Elkik [12, Th. 6], il existe un S-schéma affine et lisse X’ = Spec A’ rele-
vant X. Soient #],...,t. € A" relevant ¢,,...,t,, et Z' le sous-schéma fermé de
X' défini par #{,...,#.. Comme Z’ est lisse sur S aux points de Z, on peut trou-
ver dans X’ un ouvert affine U’ tel que Z N U’ soit non vide, et Z' N U’ lisse
sur S. Par excision, on est alors ramené au cas ou il existe une immersion
fermée Z' — X’ entre deux S-schémas affines et lisses relevant I’immersion
Z—X.

Pour achever la démonstration de 3.1, il suffit alors de montrer qu’il
existe sous ces hypothéses un isomorphisme de Gysin. Cela résulte du théoréme
suivant (avec Y = Z):

3.8. Théoréme. Soient ¥~ un anneau de valuation discrete complet d’inégales
caractéristiques, de corps résiduel k, de corps des fractions K,Y' — X' une
immersion fermée de codimension r entre deux schémas quasi-projectifs et
lisses sur v Si X, Y sont les réductions de X',Y' sur k, et Z un sous-schéma
fermé de Y, il existe un isomorphisme naturel

(3.8.1) RT7ig(Y/K) =5 R, (X/K)[2r] .

La démonstration de ce résultat sera I’objet des deux sections suivantes.

3.9. Remarques. (i) Grace au théoréme de de Jong, la méthode utilisée dans
la démonstration de 3.1 permet également de démontrer la finitude de la coho-
mologie rigide a supports compacts ;' ;,(X) définie dans [3]. La démonstration
est plus simple que pour la cohomologie sans supports, car on dispose dans
ce cas des suites exactes longues
T Hé,rig(z) - Hcl,rig(X) - Hcl,rig(U) —

pour Z fermé dans X, U = X\Z. 11 suffit alors de procéder par récurrence sur
la dimension de X, ce qu’on fait comme dans la démonstration de (a),. Le
lecteur pourra se reporter a [6] pour plus de détails.

(i) Pour définir la cohomologie rigide, il n’est pas réellement nécessaire
de supposer que la valuation de K soit discrete (cf. [5,6]). Rappelons que le
cas d’une valuation non discréte permet de comparer les espaces de cohomolo-
gie rigide avec ceux que fournit la théorie de Dwork, qui sont généralement
construits sur €, (voir [4]). La plupart des résultats de cet article peuvent étre
prouvés sans hypothése sur la valuation de K, mais 1’argument de compati-
bilité aux extensions finies du corps de base donné en 1.8 ne s’étend pas tel
quel au cas d’une extension infinie. Bien qu’il ne fasse pas de doute que le
théoréme de comparaison avec la cohomologie cristalline doive s’étendre au
cas d’une valuation quelconque, la démonstration donnée en 1.9 n’est donc
pas suffisante pour le prouver. Par suite, le Théoréme 3.1 ne s’applique dans
I’¢tat actuel des choses qu’a la cohomologie rigide relative a un corps muni
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d’une valuation discréte. Cela devrait suffire pour la plupart des applications
géométriques, mais nous espérons néanmoins revenir ultérieurement sur cette
question.

(ii1) L’hypotheése de quasi-projectivité faite dans 1’énoncé de 3.8 peut étre
affaiblie, et sert simplement a assurer qu’il existe une immersion X' < P, ou
P est lisse sur 7, et ou I’adhérence de X' dans P est propre sur 77

(iv) 1l ne fait pas de doute que I’isomorphisme (3.8.1) ne dépende pas
du choix des relévements X’ et ¥’ de X et ¥, mais je ne I’ai pas vérifié en
général.

3.10. Bien que la démonstration de 3.1 soit spécifique au cas de la cohomologie
rigide a coefficients constants, on peut déduire facilement de cet énoncé des
théoremes de finitude pour certains espaces de cohomologie rigide a coefficients
dans des isocristaux surconvergents qui s’interprétent comme facteurs directs
d’espaces de cohomologie rigide a coefficients constants. Un exemple type
de cette situation est fourni par les espaces qui interviennent dans la théorie
des somme exponentielles. Soient ¢ = p* une puissance de p, et k = IF;; on
suppose ici que K contient une racine de 1’équation X”~! = —p. On note ¢ la
coordonnée canonique sur le groupe additif G, (resp. le groupe multiplicatif
G,,). Pour tout ce qui concerne les isocristaux surconvergents et la construction
de la cohomologie rigide a coefficients dans ceux-ci, qui généralise celle que
nous avons donnée dans la premiere section, nous renvoyons le lecteur a [5]
et [6].

Soit ¥ un caractére additif de IF, a valeurs dans K. On sait associer de
maniére naturelle a ¥ un élément my, € ¥~ [4, (1.3)]. Il définit un F-isocristal
surconvergent ., sur la droite affine G, 4, correspondant au fibré trivial sur
AL™ muni de la connexion V, telle que V(1) = —m,dr [4, (1.5)].

Soit d’autre part p,_; C k* le groupe des racines (¢ — 1)-iemes de 1'unité.
Un caractére multiplicatif y : p,—; — K* de IF, s’écrit sous la forme y = ', ou
w est le caractere de Teichmiiller, et i/ un entier uniquement déterminé modulo
g — 1. On pose a, =i/g — 1, et on associe a y le F*-isocristal surconvergent
Ay sur Gy, correspondant au fibré trivial sur Gy muni de la connexion V/,
telle que V(1) = a,dt/t.

Si X est un k-schéma lisse, muni de morphismes f;: X — Ggy,
i=1,...,a,ethi: X = Guy, j=1,....b,etsiyy, i=1,...,a (resp. y;, j =
1,...,b) sont des caractéres additifs (resp. multiplicatifs) de IF,, on définit un
F*-isocristal surconvergent & sur X en posant

a b
i= Jj=

ou f;* et hj deésignent les foncteurs image inverse au sens des isocristaux
surconvergents [5, (2.3.2) (iv)]. Rappelons que la formule des traces d’Etesse-
Le Stum permet d’interpréter les sommes exponentielles S,.(X, fi,g;, x//fl, ;(/71)
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au moyen de l’action de Frobenius sur les espaces de cohomologie rigide
Hriig(X, &) [13, 6.5].

Pour i =1,...,a, soit Y; I'image inverse par le morphisme f;: X —
G, du revétement d’Artin-Schreier de G, d’équation z¢ —z =1¢, et, pour
j=1,...,b, soit Z; I'image inverse par le morphisme g;: X — G, du

revétement de Kummer de G, ; défini par 1’élévation a la puissance (¢ — 1)-
ieme. Notons X' =Y} Xy --- Xy ¥; Xx Zy Xy --- Xx Z;, et u : X' — X la pro-
jection; X' est un revétement galoisien de X, de groupe G = (IF,)* x (IF; ).
Considérons le caractere ¢ = Y ... Y1 -+ yp» de G. 1l résulte de [4, (1.6)] et
de ’énoncé analogue dans le cas multiplicatif que, si X < P est un plongement
d’une compactification de X dans un ¥ -schéma formel lisse au voisinage de
X, la réalisation sur P de I’isocristal & s’identifie au facteur direct de ’image
directe uig. (X’ /P) sur lequel G agit par le caractére ¢. Par suite, 1’espace
Hfig()(', &) s’identifie au sous-espace de Hr"ig(X '/K) sur lequel G agit par ¢. 11
résulte donc de 3.1 que les Hr"ig(X, &) sont de dimension finie sur K.

4. Un théoréeme de comparaison

La construction de 1’isomorphisme de Gysin (3.8.1) utilisera un théoréme
de comparaison entre complexes de de Rham a singularités méromorphes et
surconvergentes le long d’un diviseur lisse (Théoréme 4.2 ci-dessous), que nous
démontrons dans cette section. On peut rapprocher cet énoncé du théoréme de
comparaison de Grothendieck [14] entre complexes de de Rham a singularités
méromorphes et essentielles dans le cas complexe, et du théoreme analogue
de Kiehl [21] dans le cas rigide. On notera aussi que, lorsque le diviseur H
introduit plus bas est vide, le Théoréme 4.2 redonne, dans le cas particulier
ou le fibré a connexion est trivial, le théoréme de Baldassarri—Chiarellotto
comparant cohomologie algébrique et cohomologie rigide [1]. La méthode em-
ployée ici est différente de celle de Baldassarri—Chiarellotto, et repose sur
I’identification du complexe de de Rham a un foncteur IR #om calculé sur
un faisceau d’opérateurs différentiels convenable.

4.1. On fixe un anneau de valuation discréte complet 7, d’inégales ca-
ractéristiques, de corps résiduel k, et de corps des fractions K. Soient P
un ¥ -schéma formel lisse, de fibre spéciale Py, H un diviseur de Py, U le
complémentaire de H dans P, U sa fibre spéciale, j : U < P (resp. Uy — Pp)
I’immersion canonique.

Soit m € N. On note Z; le faisceau usuel des opérateurs différentiels sur
P, @[gm) le faisceau des opérateurs différentiels de niveau < m [8, (2.2.1)], et

QZS"Z le sous-faisceau des opérateurs d’ordre < n. Si p™ > e¢/(p — 1), ou e est
I’indice de ramification absolu de #; on peut associer canoniquement a P et

H un faisceau de (s-algebres f@g")(H ), muni d’une action naturelle de Qfﬁm),
compatible a sa structure de (js-algebre. Sur un ouvert ou H est défini par la
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réduction sur & d’une section s de (s, on pose éfl(sm)(H )= @p(h, "), en
notant pour tout entier r

(4.1.1) HBp(h,r) = O{TY(H'T — p),

ou T est une indéterminée, et ({7} est 1’algebre des séries formelles res-
treintes a coefficients dans (Js. Grace a I’action de ng), I’algebre @p(h, ph
est indépendante a isomorphisme canonique prés du choix de la section 4,
ce qui permet le recollement sur des ouverts variables [8, (4.2.4)]; de plus,
I’homomorphisme ,@ﬁ(h, p") — j.0p qui envoie T sur p/h"m+1 est injectif
[8, (4.3.3)]. Pour m variable, ces algebres forment un systéme inductif, et on
définit I’algébre des fonctions a singularités surconvergentes le long de Z en
posant
Op(TH) = lim 25" (H) — j. 0 .
m

Rappelons enfin que si I'on pose (s qo("H) = 0s(TH)® Q (plutdt que
Os(TH)q), et si ’on note j' le foncteur “germes de sections surconvergentes”
au voisinage du tube JUp[p tel qu’il a été défini en 1.2, on dispose d’apres
[8, (4.3.2)] d’un isomorphisme canonique

Opo("H) = sp, jT05, .

Soit d’autre part D < P un diviseur plat sur #; défini par un idéal
localement principal .# C (s. Pour tout ()s-module &, on pose

E(xD) = lim Home,(I",6)

n

soit encore, au voisinage d’un point ou D est défini par une section ¢ de Op,
E(*D) = Gs[1/1] ® &.

4.2. Théoréme. Sour les hypothéses de 4.1, on note Dy la fibre spéciale de D,
H' le diviseur H + Dy C Py, et on suppose que D est lisse sur ¥~ aux points
de Dy N Uy. Le morphisme canonique

(4.2.1) O("H)(*D) ®q, Qo — O("H') ®q, s o

est alors un quasi-isomorphisme.

L’assertion étant locale sur P, on peut supposer que P est affine et possede
un systeme de coordonnées locales x,...,x; relativement a 7. D’autre part,
supposons donnée une famille (U;);—;._, d’ouverts principaux de Py recou-
vrant Up, et posons U; = D(h;), avec h; € I'(Py,Up,). Pour toute suite i)
< .-+ <, notons Uj...,, = U, N---NU, ji.. Dinclusion de Uj,.., dans

Py, et Hy..., = H+ V(h; ---h;,). Pour tout faisceau abélien E sur la fibre
générique Py de P, on dispose d’apres (1.2.2) d’une suite exacte de faisceaux
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abéliens sur Pg:

0= E-TIJE— T IE—-—jl E—0.

i1 <ip

Or, pour g = 1, les faisceaux R7sp. j}: ...;,E sont nuls pour toute suite ij <
- < i, et tout Op,-module cohérent E. En effet, si V' est un ouvert affine de

P,etsi,pour L < 1, A €I'* onnote j, : U, — Vg I’inclusion de I’ouvert affi-
. - , 4 s ..

noide U; = {x € Vk||hh;, ---h;| = 2}, onaj ,E= lﬂ?i—»l—f)-*]i*E’ comme

Vk est quasi-compact et séparé, et que les ¥, sont affinoides, on a pour tout

gzl

HI(Vi.j} . E) = lim HY(Vi,jujiE) ~ lim HY(V,,j3E) =0.

A=l A—1—

En appliquant sp. a la suite exacte obtenue pour £ = (/p,, on obtient donc
une suite exacte

0= Cpo('H) = T1 o H) = = Cp o("H1) = 0.

On voit ainsi que, pour prouver le théoréme, il suffit de le prouver lorsqu’on
remplace H par 'un des H;,...;,k = 1.

On peut alors choisir le recouvrement (U;) tel que, sur chacun des U, il
existe des coordonnées locales #1,...,t; pour lesquelles Dy N U; est défini par
I’équation ¢;. Comme U; est un ouvert principal de Py, on peut supposer que
t; se prolonge en une section de ’idéal de Dy dans Py, et les ¢; en des sections
de COp,. 11 est alors possible de relever #; en une section de 1’idéal de D et les
t; en des sections de (. Sur U, =Pn U, les sections ainsi obtenues, qu’on
notera encore fi,...,%;, sont des coordonnées locales, et #; est un générateur
de I’idéal de D N U; dans U;. Dans cette situation, le théoréme résultera d’une
présentation explicite des algebres Os(TH )(*D) et Os(TH') sur des anneaux
d’opérateurs différentiels convenables.

4.3. Soient m < m’ deux entiers. Rappelons que, si P est un #“schéma formel
lisse, et H un diviseur de sa fibre spéciale, ’action du faisceau d’opérateurs
différentiels QZ;’") sur Q;m/)(H ) permet de munir H?;m/)(H ) Q0 @g") d’une
structure canonique de faisceau d’anneaux [8, (2.3.5)]. Pour m, m’ variables, on
obtient ainsi un systeme inductif de faisceaux d’anneaux. Comme lian @g”) =

9 p, on obtient par passage a la limite une structure de faisceau d’anneaux sur
Zp("H) := Gp('H) @0, D .

Par complétion, on obtient également une structure de faisceau d’anneaux sur

le produit tensoriel complété é?fﬁm )(H ) ® a@ﬁsm). Par passage a la limite induc-

tive, on obtient ainsi le faisceau d’anneaux

; . A (m) A A(m
ILH) =1im B (H)S I

m
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Si on note j : U — P I’inclusion du complémentaire de H, on dispose d’apre$
[8, (4.3.3) et (4.3.10)] des injections

B H) @7 ——s 7,(H) —s T

(43.1) [ [ [

& (m)

S(m PP T T . T
BHVRTY s F(H) — J1 Ty

Soient xp,...,x; des coordonnées locales sur P, et 0y,...,0, les dérivations

correspondantes. Rappelons (cf. [8]) que Z;, le faisceau usuel des opérateurs
différentiels, a une base sur (5 formée des opérateurs o) := d"/k! € Dp g
(m)
P

pour k = (ky,...,k;) € N?. De méme, le faisceau 2" a une base formée des

opérateurs 0 = qi’”)!ak/k! € D q» OU, pour tout entier k, on note g\ le
quotient de la division euclidienne de £ par p™. Lorsqu’aucune confusion n’en
résulte, on utilise la notation %) au lieu de 0%

Lorsqu’on est sous les hypothéses de la fin de la section précédente, on
peut donner une description locale des sections de EZ;(TH ) au moyen des

coordonnées sur U (voir aussi la démonstration de [18, 1.6.4]):

4.4. Lemme. Soient P un ¥ -schéma formel affine, connexe, lisse et possédant
un systeme de coordonnées locales x,,...,xq, H un diviseur de sa fibre spéciale,
U=P\H, j:U < P. On suppose qu’il existe des sections ti,...,t3€ T'(P, )
dont la restriction a U soit un second systéme de coordonnées locales
sur U. On note 0y,...,04 les dérivations par rapport aux x;, et 0i,...,0,
les dérivations par rapport aux t;, qu’on consideére comme des sections de
j*@g") > @;m), pour un entier m > log (e/(p — 1)) fixé. Alors:

(i) Pour tout k, il existe des sections aﬁfmk), e (P, (), uniques, telles que

(4.4.1) o — $ ag{r’nk)ﬁ/(k’)(m)
K<k

dans I'(U, @;m)).
(ii) Il existe un entier m' = m + 1 et, pour tout k', des sections bfc',")k €
P, g?fﬁm )(H )), uniques, telles que

(4.4.2) P m = 3 b )iy
k<k’

dans T'(U, Ql(smﬂ)).

Les assertions d’unicité de (i) et (ii) résultent de ce que, pour tout m, I'(U,
;@](5'")) est un module libre sur I'(U, (), ayant pour base les 6<k><m>, ou les

" pour k € N9,
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Considérons le morphisme de schémas formels u: P — #A\Zf défini par les
sections #;. Comme les #; sont des coordonnées locales sur U, le morphisme
canonique QZI(;") — u*@gj) est un isomorphisme sur U. L’assertion (i) résulte
alors du diagramme commutatif

ru,a") — F(U,u*@;\",?)

J J

r,.a"y < I, u*@;\"ﬁ) .

D’autre part, soient € = Coker(@(”m) *@("’H) ), J = Ann(%). Comme

m+1
% est un (s-module cohérent, .¥ est un idéal coherent de 0. Puisque % est
a support dans H, il en est de méme de (5/5. Si h € O reléve une équation
locale de H sur un ouvert ¥ de P, il existe donc un entier n et une section
ael(V, (p) tels que h?" + pa € 7. A fortiori, g = (hp" —|— pa)? est dans #,

de sorte que, pour tout i et tout k&’ < p”*! on a q& Joi) ¢ SZ(”’“) En

reprenant les notations de (4.1.1), il existe dans 1’algebre ﬂp(hp + pa, p) une
section T telle que g7 = p. Comme h”" + pa et h”" sont deux relévements
de la méme section modulo p, il existe sur V' des isomorphismes canoniques

L s . il A
By(h?" + pa, p) = By(h?", p) = By(h, p"™) = Bp (H)|p .

ce qui montre qu’il existe dans I’ v, g?ﬁ?)(H )) une section T} telle gT n= D
o r0, 43 (H) @

Pour tout i et tout K/ < p™*!

(m)
7).

, on obtient alors pd,

Par quasi-compacité, on peut choisir n indépendant de V. Soit m’ =
max(n,m + 1). Pour k' quelconque, on écrit k' = p"+lg+r, avec 0 < r; <

m+1 /(i >(m+l)

pour tout i; ’opérateur 0, se met alors sous la forme

’
a{<k,)(m_1) _ u ’<r1 (m+1)(a >(m+1))q,

l

avec u € Zp (voir [8, (1.1.3) et (2.2.5)]), et on en déduit que, quel que soit
k', ona

(44.3) |‘1\+d6 Y1) c QP (H) ® 9(m+1)

puisque gg’ﬁsm )(H )® Qi(smﬂ) est un faisceau d’anneaux.
Rappelons maintenant que, si n =Y, a; p' est I’écriture de n en base p, et
a(n) = a;, la valuation p-adique de n! est donnée par

p(nt) = (n—a(n))/(p—1).

Pour tout k&', on peut encore écrire k' = p"q’ + ', avec 0 < 7/ < p™ pour

tout . L’homomorphisme canonique J(m) 9;;”” envoie ' sur (q"'/q"
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&*)win. On déduit facilement de la formule précédente que v,(q'!/q!) = |q|,
si bien que, d’aprés (4.4.3), on obtient

~(m")

da/<k/>(m) c '@15 (H) ® gl(sm"rl) ,

p

d’ou I’assertion (ii).
4.5. Lemme. Sous les hypothéses de 4.4, soit V un ouvert affine de P. On
munit I’espace F(V,j*@U Q) CI(VNU,%pg) de la topologie induite par
la topologie p-adique. Si Q € I'(V, j*\@g Q), les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) L’ opérateur Q appartient a I'( v, @;,Q(TH)).

(ii) 11 existe un entier m, et des sections by € I'(V, @Es%(H )) telles que

(4.5.1) 0= b oMo,
k

avec by — 0 pour |k| — oc.

(iii) I/ existe un entier m, et des sections b; € I'( v, @%&(H)) telles que
(4.52) 0 =S b,
k

avec ||b|| < en® pour certaines constantes ¢, n < 1, la norme étant une

norme de Banach quelconque sur I'algébre affinoide I'(V, Q;%(H ).

Si ces conditions sont satisfaites, les sections by et b} sont alors uniques.

Si Q€ I'(V, 7', o (1H)), il existe un entier m tel que QEI'(7, a5 (H) & 55,

On peut donc écrire Q sous la forme ), ai6<i><"'>, ou a;eI(V, 9?;'”0)2 (H))
tend vers 0 pour |i| — co. Appliquant (4.4.1), on en déduit (4.5.1), avec
bk = Zigk a,-ag’"]i).

Inversement, supposons que Q vérifie (4.5.1). Grace a la relation (4.4.2),
on peut trouver m’ = m+ 1 tel que I’on puisse écrire Q =, a;:0"0n, on
a; e I'(V, QQQ)(H)) tend vers 0, en posant a; = p~¢ Zkgibkb%)- Par suite,
Qe I(V, 7} o(TH)).

Comme &'/ = g™, (ii) entraine (iii) d’aprés [8, (2.4.3)]. De méme,
sous les hypothéses de (iii), il existe m’ tel que b} = ql(c’"/)!bk, avec by — 0
dans I'(V, Q?S%(H )). Quitte a augmenter m si nécessaire, la condition (ii) est

donc vérifiée.
Enfin, I'unicité des sections by et b} est conséquence de ce que, sur V' N U,

5 est le complété du @s-module libre de base les 0'*), et de I’injectivité des

homomorphismes @;m)(H ) — J«Up.
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4.6. Lemme. Sous les hypothéses de 4.4, posons t = t,, &' = &, et soient D —
P le diviseur déquation t, Dy sa fibre spéciale, H' = H + Dy. On note 9't
@g,Q(TH) (resp. 9" = 9" N g o(TH)) le sous-faisceau d’ anneaux formé des
opérateurs différentiels de la forme (4.5.2) tels que b;, =0 si k; >0 pour un
i>1 (resp. et dordre fini).

(i) L’homomorphisme %' -linéaire (resp. 9'-linéaire) ¢ : 7't — (GP’Q(TH)
(resp. ¢: 9" — (Qp,Q(TH)) tel que (1) =1 définit des résolutions

.o
0 — o1 5 gt L Go(H) — 0

0
(resp. 0 — @ S o L G (H) — 0).

(ii) L’ homomorphisme 9'1-linéaire (resp. &'-linéaire) Y : 9" — Op o(*H")
resp. Y: 9" — O3 xD)) tel que = 1/t définit des résolutions
( V:9' — Op o(TH)(xD)) tel Y(1) = 1/t définit d I
0 — ot “Logr L g, ofH)  — 0

cor v .
(resp. 0 — @' = @ s G o(tH)D) — 0).

La démonstration des assertions relatives a &’ étant identique a celle du cas
classique, nous donnons seulement celle des assertions relatives a 2'f. On
notera qu’elles sont une variante avec singularités surconvergentes des propo-
sitions (3.2.1) et (4.2.2) de [7].

Pour vérifier que les multiplications par ¢’ et ¢ sont injectives sur 2’1, il

suffit, grace aux inclusions (4.3.1), de montrer qu’il en est ainsi sur 9:/ o

donc sur chacun des @Zniu Comme 52((}”) est plat sur Q(Lf]") [8, (3.2.3)], et que
ce dernier est un sous-faisceau du faisceau des opérateurs différentiels usuels
Yy, qui est intégre, 1’assertion est claire.

Soient ¥ un ouvert affine de P, et P = 3, a0 € I'(V,2'"). D aprés 4.5,
il existe un entier m tel que, pour tout k, a; appartienne a I'(V, 93’55’,”3)(H ),
et satisfasse une majoration de la forme ||a;|| < cn¥. Pour que P € Ker(op),
il faut et suffit que ap=0. Si I’on pose O =), - o(ar+1/(k + 1))0'™1, les
coefficients by = ay,1/(k + 1) sont dans I'(V, '@?gfl;)(H )) et vérifient une majo-
ration analogue. Par suite, Q est dans I'(V,2'") et est tel que Q&' = P, ce qui
prouve (i).

Prouvons la surjectivité de . Si 4 reléve une équation locale de H sur V,
toute section [ de Op o(TH') sur ¥ s’écrit sous la forme Y, ax/(ht)*!, ou
ap € I(V, Op q) vérifie une majoration de la forme [[a;|| < cnf, avec n < 1.
Posons by = a;/h**!, et fixons m tel que np" P < 1. 0n peut considérer by
comme une section de I'(V, %A’g%(H)), et, en posant k + 1 = p"*lg — s, avec

0 < s < p"!, on peut écrire by = (hsak/pq)(p/hf’m+I )?. En prenant la norme
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m+1

dans F(V,@g%(H)), on obtient alors ||b;|| < |lax|||p|79 < '(np"?" ¥, ou
¢ est une constante. D’aprés (4.5.2), I'opérateur Q = >, (—1)*b,0'¥] appar-
tient a 2T, et il est tel que Q- (1/t) = f.

Soit maintenant P = >_, ;'] € I'(V, 2'T) un opérateur tel que y(P) = 0.
Soit m tel que, pour tout k, a; appartienne a I’ (17, e%?'g'%(H )), et satisfasse
une majoration de la forme ||ax|| < cn*. Notons B = F(I},gg’;m)(H)). Par hy-
pothese, > (—1)fay/t*™' =0 dans I'(V, 05 o(TH')). 1l existe donc m’ = m
tel que > (—1)far/f*! =0 dans rw, ng’;;(H’)), donc aussi dans B{1/t}q.
Pour tout j = 0, posons

-l .
b = (—1)/"! kz_:o(—l)kakt/_k_l € Bg

Comme P est lisse, B est réduit d’apreés [10, 7.3.2, Cor. 10]. Par suite, il
résulte du lemme (4.2.1) de [7] que les b; satisfont une majoration de la forme
6]l < ¢'n’, avec ' < 1. On peut donc définir un opérateur Q € I'(V,2'")
en posant Q = Z/. b;0'U), et on obtient

O =3 (bt + b))V =P
J

Comme by = 0, on peut comme plus haut écrire Q = Q'¢’ dans I'(V,2'1),
d’ou (ii).

4.7. Achevons maintenant la démonstration du théoréme 4.2. Grace au dévissage
fait précédemment, on peut donc supposer qu’on est sous les hypotheses de
4.6. On dispose ainsi des sections dfy,...,dt; € F(f’, Q}S), et celles-ci for-
ment une base de (s o(TH)® Q}: c’est en effet le cas sur U, et, d’aprés
[8,(4.3.10)], j.Cp ¢ est fidélement plat sur @p’Q(TH ). Soient respectivement
Q' et Q" les sous-Op o('H)-modules libres de (s o(TH) © Q} ayant pour base
dty et dty,...,dt;. Les complexes source et but de (4.2.1) peuvent alors étre
vus comme les complexes simples associés aux deux bicomplexes de termes
généraux

K = O (YD) NQ @ NQ", K™ = (s o (H )Y@ NQ @ NQ",
dont les différentielles sont respectivement données par d’ = ¢’ @ dty, et d’ =

> i=» 0; @ dt;. Grace aux suites spectrales correspondantes, on se raméne ainsi
a montrer que le morphisme de complexes

Y]

O oUH)+D) ———  Cp o(TH)(D)

(4.7.1) l !
@IS,Q(TH,) — @IS,Q(TH/)
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est un quasi-isomorphisme du complexe de la ligne du haut vers celui de la
ligne du bas. Notons .7 = (s o({H), # = s o(\H)(xD), #" = s o(TH).
Les résolutions de .o/ obtenues en 4.6 (i) montrent que ce morphisme s’écrit
sous la forme

(4.7.2) R Homg:(A,B) — R Homyi (A, B") .

Si & est un complexe borné de Z’-modules (resp. Z'f-modules) a gauche,
notons ID(&) = R #Homg:(&,2") (resp. DI (&) = R Homyi(6,2'1)) le com-
plexe de %’-modules (resp. Z'f-modules) & droite dual. D’aprés 4.6, .o/ et

2 sont de dimension projective locale finie sur &’ (resp. .o/ et A sur '),
de sorte qu’on dispose par bidualité locale d’isomorphismes

R Homa: (<4, B) = R Homq (D(B),D(7))

R Homoi (A, BT)—> R Homy+(IDT(#1),DI(2)).

De plus, les résolutions de 4.6 montrent que les morphismes canoniques

L L
DRt — oA, DR, B — B

sont des isomorphismes. Il s’ensuit que ID(.«7) se déduit de IDf(.«/) par res-

L
triction des scalaires, tandis que le morphisme canonique ]D(f@)(gg,@’T —
IDf(#") est un isomorphisme. Les isomorphismes précédents identifient alors
le morphisme (4.7.2) a I’isomorphisme d’adjonction

R Homa (ID(B),D(#)) — R Homy,+(IDI (%), DI(A)),
ce qui achéve la démonstration.

Remarque. L’énoncé 4.2 est valable plus généralement si 1’on suppose seule-
ment que DN U, est un diviseur & croisements normaux relatifs sur ¥ : il
suffit pour s’en convaincre de vérifier comme dans 4.6 que la présentation de
Op(TDy) donnée en [7, (4.3.2)] lorsque H = {) reste valable sur le faisceau 't

Lo .

4.8. Corollaire. Sous les hypothéses de 4.6, soit 1 < i, < --- < iy < d une
suite d’indices. Alors le morphisme canonique

GCHYD) b, - 1,1 @6, X o — GTHD 1, -+ 13,1 @0, 2

est un quasi-isomorphisme.
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Comme en 4.7, on se ramene a montrer que le morphisme de complexes

(4.8.1)

Cp(TH)GD)[1/t, -+ 3] - Op(H)(+D)1/ti, - 1; o

l |

(9 (TH,)[I/tlz o lk Q E— mﬁ(TH/)[l/tlz e tik]Q

est un quasi-isomorphisme. Or la multlphcanon par t;, ---t;, est injective sur
O, Q(*H ), car c’est le cas en restriction a U puisque U est lisse et connexe,

et j.Upq est fidelement plat sur @PQ(TH ); par platitude, elle est encore in-

jective sur O Q(‘LH )(*D). De méme, elle est injective sur @PQ(TH ). Comme
o' (l/tlz~ -t;,) =0, le diagramme (4.8.1) est limite inductive de diagrammes
égaux a (4.7.1), avec pour fleches de transition la multiplication par ¢, - - - t;,,
d’ou le corollaire.

5. Application a I'isomorphisme de Gysin

Nous donnons ici la démonstration du Théoréme 3.8. Supposons X’ compac-
tifié¢ en X', et Z en ZCX'. Le principe de la construction consiste a par-
tir de 1’isomorphisme de Gysin ‘Q.Y[é S RI ’%(Q.,é )[2r] sur Xy, a passer aux
faisceaux analytiques associés, a appliquer le foncteur ;T des germes de sec-
tions surconvergentes au voisinage de ]X[, ce qui donne un isomorphisme
sur X/, puis a appliquer les foncteurs I’ ]TZ[ et RI'(X{*™, —). La source de
I’isomorphisme obtenu calcule la cohomologie rigide de Y. Pour identifier son

but a RI7Z,(X/K), il faut alors montrer qu’aprés avoir pris le foncteur F 120

le foncteur RI y, ne joue plus de role. Pour cela, nous utiliserons un plonge-
ment de X’ dans un ¥ -schéma propre et lisse P, grice auquel nous pourrons
déduire cette propriété¢ du théoréme de comparaison 4.2.

Comme corollaire, nous obtiendrons aussi un analogue en cohomologie
rigide du théoréme de pureté cohomologique de [SGA 4, exposé XIX].

5.1. Si $*" est un espace analytique rigide sur K, si 7% C.S*" est un sous-espace
analytique fermé, défini par un idéal cohérent .# C (sm, et si & € DT(Ugm),
nous noterons

(Csn] 5", 6)

gan

n

la cohomologie locale de & “a supports méromorphes” dans 7" (nous nous
ecartons ici de la notation RI" 7. utilisée en analytique complexe pour éviter
tout risque de confusion avec la cohomologie a support dans un tube). Si
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S T sont les espaces analytiques associés a des variétés algébriques S, T
sur K, et si ¢ est I’idéal de T dans S, il résulte de la platitude de (sm sur (s
et de la cohérence de ()s/ #" qu’il existe un isomorphisme canonique

~

RIp(6)" — ]RF(Tan)(@@an)

pour tout (s-module &, en notant " le faisceau analytique associé a un
(g-module Z.

Lorsque S* est lisse, et que & € D™(Zgm), le complexe RI 7m) (&) est
de maniére naturelle dans D*(Zgw). Par abus de notation, nous noterons
RT (7a)(6) ® Qg le complexe de de Rham correspondant, obtenu en
appliquant le foncteur R #om 4(Osan, —).

5.2. Soit Y’ — X’ une immersion fermée de codimension r entre deux
7 -schémas lisses, de fibres génériques Y/, Xy, de fibres spéciales Y, X, et
soit Z un sous-schéma fermé de Y. Montrons d’abord comment la donnée de
X' et Y’ permet de construire le morphisme

RI'71ig(Y/K) — RI7:ig(X/K)[2r]

considéré en (3.8.1).
Pour cela, considérons le morphisme de Gysin algébrique [2, VI (3.1.1)]

Gyoyr + Qyr — H(Op) @ Qo [r] ~ RT (. )[2r] -

Comme K est de caractéristique nulle, c’est un quasi-isomorphisme au-dessus
de X¢. On introduit alors les espaces analytiques X" et Y/* associés a Xy
et ¥/. En passant aux faisceaux analytiques associés sur X{*" (foncteur qui
s’¢tend de maniére naturelle aux opérateurs différentiels entre (y,-modules au
sens de [EGA 1V, 16]), on obtient un morphisme de complexes

(5.2.1) Bt Qm — A (O )™ © Lilr]

5.3. Lemme. Le morphisme Gy, ., est un quasi-isomorphisme.

On reprend la démonstration du cas algébrique. L’assertion étant locale pour
la topologie de Zariski de X}, qui induit des recouvrements admissibles de

X", on peut supposer qu’il existe sur X’ des coordonnées locales ¢4, ...,%,
définissant des dérivations 0y,..., 04, telles que Y’ = V(¢,...,t.). On dispose

alors de I’identification
HE(C) = Celln --m/zc“ AUt tiatigr -]
i=1

Elle permet de décrire Gyx» comme le morphisme de complexes qui as-
socie a une section w de €}, la section (&/t;---t,)ANdty N---Adt, de
H(Ox) @ Q" ol @& est une section quelconque de Q) relevant . Pour
montrer que c’est un quasi-isomorphisme, on introduit les sous-modules Q' et
Q" de Q}(/ ayant respectivement pour bases dti,...,dt, et dt,.q,...,dt,;. Le
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complexe #7,(Ux ) ® €, s’identifie alors au complexe simple associé¢ au bi-

complexe de terme général A7, (Oy/) @ QY = A(Ox ) @ N Q' @ N Q", dont

les deux différentielles seront notées d’ =3 | d; @ dt; et d” = Zfﬂ 0; ® dt;.

De plus, le morphisme Gy /xs peut €tre vu comme associé a un morphisme de

bicomplexes Q) — H#7,(Oy') ® Q" [r,0], en plagant Q{}, en bidegré (0, j).
On filtre 57, (Ox) en posant

Fil, A5, (Oxr) = {a/ti - - - 15

ac @X/azki é k} 5
puis 7, (Ox) ® " en posant
Fily (A5 (Oyr) @ Q) = Fily; (A7 (O)) @ Q.

On obtient ainsi une filtration croissante par des sous-bicomplexes, telle que
Fily =0 pour k& < 0. La différentielle induite par d’ sur le gradué associé
est alors (y/-linéaire. On vérifie que, sur la fibre générique, le complexe
gr (A (Oy) @ Q) est acyclique pour tout j et tout k& = 1, tandis que le mor-
phisme fl{;, — gro(A (O ) @ Q7)[r] est un isomorphisme. Par suite, Gy /x/
est un quasi-isomorphisme au-dessus de X}. Ces propriétés passent aux fais-
ceaux analytiques associés, et le lemme en résulte.

5.4. Pour achever la construction du morphisme (3.8.1), on considére ensuite
le morphisme canonique RI Kéw ) — Ux;, qu’on peut voir comme un mor-
phisme de la catégorie dérivée Db(QXIé). Comme le foncteur “faisceau analy-
tique associé” s’étend en un foncteur de DP(Z x;) dans D2 xn), on en déduit
un morphisme canonique Y;/(@(é )™ — Oy[r] dans D2 xzn ). On peut pren-
dre le morphisme induit entre les complexes de de Rham correspondants, ce
qui donne un morphisme de la catégorie dérivée des complexes de K-vectoriels
sur X"
%Zr(’(@fé ' ® Q)‘(’éan — )}K,a,. [].

Par composition avec le morphisme Gy’ y/, on en déduit donc un morphisme
n. an .
(5.4.1) QYK,an = %Y/(C ) ® QX,an[ r] = Qym[2r] .

Soient X" une compactification de X" sur 77,Y" I’adhérence schématique
de Y/ dans X', X et Y les fibres spec1a1es de X’ et Y. Si X' et Y/ _sont
les complétés formels de X’ et Y', on a X —X}<, Yen = Y}O puisque X' et

Y ’ sont propres sur ¥". Notons j I’immersion donnée de X dans X, et ;T le
foncteur correspondant sur X ?n. Comme X" est un voisinage strict de ]X [)A(/

/an . -1 . e .
dans X, on peut aussi considérer j© comme un foncteur de la catégorie
des faisceaux de K vectoriels sur X" dans la catégorie des faisceaux de K-

vectoriels sur X' K . De plus, j est un foncteur exact, de sorte qu’il s’étend
aux catégories dérivées. Il est clair qu’on a alors les égalités

J Qy/.m —] Qy/an) JTQ.XIé’m :] QX”“ ’
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JTAL (™) :J'T(ffy’é(@)(;, ™) < JTRT y, (Ggr J*™)[r]
~ jt 0
~j (IRF(Yé)(CXéan))[r] .
On déduit donc de (5.4.1) un morphisme
T 0° ~ et r an . O
j QY[?" —J (%Y,;(@XL) ® QX;.n [ —J QX;.n [27] .
Si Z est I’adhérence de Z dans Y, on peut ensuite appliquer sur X2 le
foncteur exact I’ ]TZ[, puis le foncteur image directe par spécialisation, si bien

que l’on obtient un morphisme de la catégorie dérivée des faisceaux de
K-vectoriels sur X':

T o s Nan .
(542)  Rsp.IT j'Qm = lep* (%Yé(@XL) ® Qymlr])
— JRsp*rT i o} o l2r].

Par définition, on a IR (X/K) = Rr()?/,msp*ﬂ s

I’'immersion ouverte de Y dans Y, ]; le foncteur correspondant sur Y,

). Notons jy

/an

i limmersion fermée de ¥’ dans X’. Pour tout faisceau abélien E sur Yee,

on a un isomorphisme canonique zK*]YE ~ jlig E :en effet, si WCXK est un
ouvert affinoide, et si V' (resp. V') parcourt I’ensemble des voisinages stricts
de ]X[;, dans X" (resp. de ]Y[;, dans Y#"), on a

(W, jligE) = lim F(W N V,ig.E) = lim (W N YE" N V,E)

Vv Vv
~ im I(W N Y OV, E) = T(Wiig.j}E) .
V/

grace a la quasi-compacité de W et a [5, (1.2.2)]. On vérifie de méme que
iK*F t E o~ F f iK*E le foncteur F J étant pris respectivement sur Y;*" et sur

Xpn, Il en resulte qu’on a aussi un 1som0rph1sme canonlque RIZ(Y/K) ~
]RF(X’ R sp, FT ] Qy,an) En appliquant le foncteur ]RF(X’,—) a(54.2), on
K

obtient alors le morphlsme (3.8.1) cherché.

Remarquons que ce morphisme ne dépend pas du choix de la compactifica-
tion X" choisie pour X’. En effet, la méthode du plongement diagonal permet de
se ramener a comparer les morphismes (3.8.1) obtenus pour deux compactifica-
tions X| et X7 telles qu’il existe un morphisme X{ — Xj prolongeant I’identité
de X’. Leurs fibres spéciales fournissent alors deux compactifications X; et X
de X. Comme les deux morphismes proviennent d’un méme morphisme sur
X4 par image directe via X" — X[*2, spécialisation et passage aux sections
globales, il est alors clair qu’ils se correspondent via les identifications de 1.7.

Le morphisme ainsi obtenu sera noté Gryl,g/x,, 4. 11 satisfait la propriété de
transitivité suivante: si X’ < U’ est une immersion fermée de X’ dans un
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+ -schéma lisse U’, alors
rig rig _ g
(5.4.3) Gz ©Oyixrz = Gy z -

Celle-ci se déduit en effet facilement de la formule de transitivité usuelle [2, VI,
Prop. 4.2.1] en passant aux faisceaux analytiques associés, puis en appliquant
les foncteurs jT, I ]TZ[ et RI(UP, —), ou U’ est une compactification de U’
sur /.

“Montrons maintenant que, sous les hypotheses de 3.8, le morphisme
G;%/X,’ , est un isomorphisme. L’hypothése de quasi-projectivité faite sur X’
permet de trouver une immersion X’ < P dans un espace projectif sur #". On
peut alors prendre pour X’ et ¥’ les adhérences schématiques de X’ et Y’ dans
P, et la formule de transitivité précédente raméne a prouver 1’assertion pour
les couples (Y',P) et (X’,P). Celle-ci résulte alors de la Proposition 5.5 qui
suit, en I’appliquant au complété formel P de P et aux sous-schémas formels

T=X'etT=Y".

5.5. Proposition. Soient P un ¥ -schéma formel lisse, de fibre spéciale P,
H C Py un sous-schéma fermé, j:Uy = Po\H — Py I'immersion ouverte corres-
pondante, T C P un sous-schéma formel fermé, lisse aux points de Uy, de fibre
spéciale Ty, Z C Ty un sous-schéma fermé. Alors le morphisme canonique

R sp*r]TZ[ JIRT 5,(0) ® Q5 ) — R sp*F]TZ[ Ve
est un isomorphisme.

L’énoncé est local sur P, qu’on suppose donc affine. Si on écrit H comme
intersection de diviseurs principaux H;, le recouvrement de U, par les ouverts
Up\H; fournit une suite exacte (1.2.2) reliant les foncteurs ;T correspondants,
grace a laquelle on est ramené a prouver la proposition lorsque H est un
diviseur principal. Le méme argument montre aussi qu’on peut supposer que
To N Uy est défini dans Uy par une suite de sections 7,...,% de Oy, faisant
partie d’un systéme de coordonnées locales 7i,...,%; sur Up.

Observons alors que, si 7’ est un autre sous-schéma formel fermé de P
dont la restriction a U, coincide avec celle de 7', on dispose d’un isomorphisme
canonique

JRT (G ) @ Q)= T (R 5,(05,) @ @5, -

En effet, on se raméne aussitdt au cas ot 77 C 7. Soient alors .# C .#” les idéaux
de T et 7" dans P. Comme, d’aprés 1.2 (vi), j commute aux limites inductives
filtrantes, il suffit de vérifier que, pour tout n et tout i, I’homomorphisme
canonique

JTExt (s )57, Cp ) © Q — jlext' (G 97, Cp) ® Q.



Finitude et puret¢ cohomologique en cohomologie rigide 367

est un isomorphisme. Or le noyau et le conoyau de 1’homomorphisme
o?xti((ﬁ‘,sk/f'”, Op.) — @@xli(@pk/,f”, s.)

sont des (5 -modules cohérents, dont les supports sont contenus dans ]JH[. Le
complémentaire de ces supports est alors un voisinage strict de ]Up[5, d’ou
I’assertion.

Comme H est principal, on peut prolonger les coordonnées locales 7,...,
qui définissent 7y N Uy dans Uy en des sections de 1’idéal de Ty dans Py, et
les coordonnées locales f#1,...,7; en des sections de (Up,. On reléve alors
fi,...,1; en des sections fq,...,t; de &, et £, 1,...,1; en des sections f,y1,...,1;
de 5. Sur U= IS\H, f,...,t; sont des coordonnées locales, et 71,...,% sont
des générateurs de ’idéal .# de T de plus, la remarque précédente permet de
supposer que f1,...,% sont en fait des générateurs de .# sur P tout entier.

Pour tout £ < s, et toute suite d’indices i} < --- < i, soient f’,-l...,-k =
V(t, ~~t,-k)C13, Fiyeeiy =ty - - 13, ) C Up,, et notons

6}5K(*Til"'ik) = li_r)n %OMG}SK(]ZWI‘;,: (915,() = (915,([1/ti1 tik] .

n

On dispose d’une suite exacte de pro-objets (voir par exemple [17, I (4.1)])

s
0= “lim”s]  — - — [[“lim”I" — O — “lim”Cp [I" — 0,
— K «— i Pk — Pk

n i=1 n n

qui constitue une résolution de “l(iinn” Up./#" a termes acycliques pour
li_r)nn %om@pk(—,(ﬁ‘,sk). Il s’ensuit que le complexe RRI’ (fK)(C"pK)®Q;5K est

représenté par le bicomplexe
0— Qs — 1:[1 U (T ® Qs —-- o Op (xT1..) ® Q, —0,

et le morphisme canonique RI" 7 ,((p ) ® £ — € par la projection de ce
K K

bicomplexe sur le terme initial. Pour prouver 1’énoncé, il suffit par conséquent

de montrer que, pour tout £ = 1, et toute suite d’indices i; < -+ < ig, on a

(5.5.1) Rsp*F]TZ[jT(C“f;K(*]}I...,-k)® Q; )=0.

Soit gi,..., g, une suite de sections de () relevant des générateurs §,,..., g,
de I’idéal de Z dans Fy. Comme Z est contenu dans 7j, on peut supposer que
la suite des g, est choisie de telle sorte que 1’un des g, soit égal a I’un des liy,

par exemple g; = t;. Pour toute suite o < --- < o, notons U;l__,ah I’ouvert

D(gy, Gy, )> €t Juy...p * Uy, ..., = Po P'immersion correspondante. Si E est un
faisceau abélien sur Py, on dispose alors de la résolution de I’ ;Z[E fournie par
la suite exacte (1.2.3)

oﬂr}Z[EHEHHj;jEH...Hj;T__rEﬂo.
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Comme les modules (O (+T,...;;) ® Qf;K sont limites inductives filtrantes de

(p,-modules cohérents, et que les foncteurs de la forme jt commutent a
ces limites inductives, on voit comme dans la démonstration de 4.2 que,
lorsqu’on applique cette résolution a 1'un des modules £ = jT((QpK(*Y}]...,,)®
€2% ), la résolution obtenue est a termes acycliques pour Rsp,. Si on note
k

Uy, = Uy g, U, et 2 U < Py, on voit ainsi que le complexe
Rsp, I’ ]TZ[ jT(@ﬁK(*Til”'ik) ® QI;k) est représenté par le complexe simple associé
au bicomplexe

OHsp*jT(@;K(*Y}]...,-k)(@Q;;K)HHsp*]xT(@PK(*T,] ) ® Q2 )H

Ce bicomplexe peut lui-méme étre vu comme associé a un tricomplexe, en
décomposant la différentielle 6 de la résolution (1.2.3) en somme de la
différentielle ¢’ correspondant a I’indice 1 et de la différentielle 6" correspon-
dant aux indices 2,...,r. Cela permet de considérer le complexe R sp, I’ ]TZ[
jT(C@;K(*T}I..A,«k) ® Q;SK) comme le complexe simple associé au morphisme de
bicomplexes donné en bidegré (/,n) par

I spusiten(Cp (5Tipi) @ 2 )

<oy <. <oy
5!
= I spdi (G T ) @ Q8 ).

<oy < <oy

Pour prouver (5.5.1), il suffit alors de prouver que, pour toute suite 1 < o
< -+- < oy, le morphisme

(5.52) 8P, J o (Cp (¥Tipoci) @ Q) — D, i (O (RTiei) © Q)

est un quasi-isomorphisme.
Considérons les diviseurs de Py définis par

Hoqn-on;, =H+ V(goq o 'g_och)a Ho/q---ot;, = Hocl'--ah + V(g_l) .
On a alors des isomorphismes canoniques
5 /it (Op) = Qoo Hay)e P (Op) = Goo(THL L)

Posons D = V() C P. Comme I’i image inverse par spécialisation d’un ouvert
affine de P est un ouvert affinoide de PK, le foncteur sp, commute aux limites
inductives filtrantes. On peut donc écrire, avec les notations de 4.1,

Dot (Cp ¥ Tii) © @ ) = (T Hypooo g YD) 1] € Qg
SP. /. %,,(o&(*nlu.ik)@fzp,():cw Hypeoog MUt ] © Q0

en observant que #;, est inversible dans COE;(TH;I,,,%) puisque #;, = g;. Comme
t;, fait partie d’un systéme de coordonnées locales sur U, D est lisse sur 7~ aux
points de U, et le fait que (5.5.2) soit un isomorphisme résulte du corollaire 4.8
du théoréme de comparaison 4.2.

Cet énoncé fournit aussi une variante locale de I’isomorphisme de
Gysin (3.8.1):
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5.6. Corollaire. Sous les hypothéses du Théoréme 3.8, soient X' — P une
immersion dans un ¥-schéma propre et lisse, X "Y' des sous-schémas fermés
de P dans lesquels X' et Y' soient ouverts, X, Y leurs fibres spéciales, jy : X —
X, jy:Y— Y, Z CY un sous-schéma fermé tel que ZNY = Z. On note X' le
complété formel de X1, sp : X = X — X' le morphisme de spécialisation.
Alors le morphisme (5.4.2)

Rsp, r]*z[ j;Q'YI?n — Rsp, r}z[ j;g;(]?n [2r]

est un isomorphisme dans D*(X’,K).

Soient U un ouvert de P tel que X’ soit fermé dans U, j: Uy — Py I’immersion
ouverte correspondante entre les fibres spéciales, i : X " < P I’immersion fermée
donnée. Rappelons que, comme on ’a vu en 5.4, le foncteur ix, commute aux
foncteurs jt et I’ IZ[ sur X/ et P2"; cela permet de calculer sur P2" et P. Soit

s la codimension de X’ dans P. La transitivité du morphisme de Gysin entre
complexes de de Rham algébriques fournit un diagramme commutatif sur P2"

10 — JRL, (0)"®Qiul2r]) — j(RL,, (€, )" ® Qju[2r+25))
JQial2r] > SR Iy (0)" ®Qipl2r+25)

Q) ml2r+25].

Dans la premiere ligne, la fleche de droite se déduit du morphisme de Gysin
algébrique Qy, = RI XK/(G’UK) ® Qy,[2s] en appliquant le foncteur RI” y/» en
K

passant aux faisceaux analytiques associés, et en appliquant le foncteur ;T,
vu comme associant un faisceau sur P¢" a un faisceau sur Ug"; qu’on obti-
enne encore un quasi-isomorphisme aprés passage aux faisceaux analytiques
se voit comme en 5.3. Comme en 5.4, on peut dans ce diagramme remplacer
respectivement U, X’ et Y’ par P, X "et Y. Sion applique ensuite le foncteur
Rsp, ol ]TZ[, la lissité de P sur ¥~ entraine d’aprés 5.5 que, dans la colonne de
droite, la fleche du bas et la fleche composée deviennent des isomorphismes.

Par suite, toutes les fleches du diagramme obtenu sont des isomorphismes, d’ou
le corollaire.

Remarque. Si I’on prend Z = Y, le corollaire fournit un isomorphisme

1 0O° ~ T 1 0O°
Rsp, j leéan — Rsp, F]Y[] QX[gan[Zr]
dans D°(X,K). On peut voir cet isomorphisme comme 1’analogue en coho-

mologie rigide du théoréme de pureté cohomologique en cohomologie étale
[SGA 4, XIX, Th. 3.2].
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5.7. Corollaire. Soient X un k-schéma lisse, et Z C X un sous-schéma fermeé,
dont toutes les composantes irréductibles sont de codimension >d dans X.
Alors:

(1) Pour tout i <2d, on a Hy ;. (X/K) = 0.
(i1) La dimension sur K de l'espace H%ig(X/K ) est égale au nombre de

composantes irréductibles géométriques de codimension d de Z.

Grace a 1.8, il suffit de prouver les deux assertions lorsque K est le corps
des fractions d’un anneau de Cohen de £, et on peut pour cela faire une
extension finie de k. On procéde par récurrence sur dim(Z). Si dim(Z) =0,
on peut grace a 2.4 supposer que Z est a support ponctuel et X affine. Quitte
a faire une extension finie de %, on peut de plus supposer que Z est égal
a Spec(k), et I’énoncé résulte alors de 3.8.

Dans le cas général, on peut d’abord faire une extension finie de & as-
surant que Zyq est absolument réduit, et remplacer Z par Z.q. De méme, on
peut supposer que toutes les composantes irréductibles de Z sont absolument
irréductibles. Comme la suite exacte d’excision (2.5.1) permet de retirer de
X un sous-ensemble fermé de codimension > d, on peut ensuite se ramener au
cas ou Z est lisse, puis, grace a 2.4, au cas ou X est affine. Enfin, comme en
3.7, on se réduit au cas ou I’immersion fermée Z <— X se reléve en une immer-
sion fermée Z' — X’ entre deux ¥-schémas affines et lisses. L’isomorphisme
de Gysin (3.8.1) entralne alors 1’assertion (i), et ramene la seconde a 1’assertion
analogue pour Hr(i)g(Z/K), prouvée en [6, (3.2.8)].
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Appendice par A.J. de Jong

A.1. It was remarked by the author of this appendix that a proof of the impli-
cation (b),_; and (a), = (b), in 3.7 can be given without proving the Gysin
isomorphism of Theorem 3.8. Instead, one uses a little bit more geometry to
reduce the assertion to a computation working on the tubes themselves. It is
the purpose of this appendix to explain how this can be done.

A.2. We consider pairs (X,Z), where X is smooth over &k, and Z C X is
a closed subscheme smooth of pure dimension n over k. The arguments given
in the first paragraph of Sect. 3.7 show that it suffices to prove H; ; (X/K) is
finite for such pairs (X,Z). In addition similar arguments, using (b),—, give
the following assertions:
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() If Z=2z,11Z411.--11Z,, then it suffices to prove 3.1 for the pairs
X, Z0).....(X.Z,).

(i) If X' C X is open, Z' = ZN X' and dim (Z\Z") < n, then 3.1 for (X,Z)
is equivalent to 3.1 for (X,Z’).

(iii) If ¢ : X’ — X is finite and flat and Z’ = ¢~ !(Z), then 3.1 for (X’,Z")
implies 3.1 for (X,Z).

(iv) We may replace k£ by a finite extension of k, whilst trying to prove
3.1 for a pair (X,Z). In particular, we can make geometric constructions on
the algebraic closure of &, choose a finite extension &’ of k£ on which they are
defined, and it suffices to prove 3.1 for the pair (X’,Z’) deduced from (X,Z)
by base change from k& to k'.

A remark on the proof of (iii). We may by (ii) shrink X to get it affine. We
use 3.6 and 2.4, and note that the retraction of 3.6 is compatible with taking
(affine) open subsets.

A.3. We will argue by induction on dimX. The case dimX =dimZ =n is
assertion (a),. Thus we may assume that dimX > dim Z. Further, using (i)
and (ii) above we may always assume that both X and Z are geometrically
irreducible. Finally, we may assume that dim.X = 2, since the case dimX = 1,
dim Z = 0 is known by [23].

A.4. We may assume there exists a divisor D in X, with Z C D, and such that
D is smooth over k. Indeed, we may (for the moment) assume that X is affine
and the ideal of Z in X is generated by fi,..., f., where c is the codimension
of Z in X. We take D = V' (f1) C X; it is smooth along Z. If it is not smooth,
we remove Sing(D) from X.

A.5. (Compare [SGA 4, expos¢ XI] for the arguments that follow.) We may
assume there is a normal projective variety X over k such that X C X. Enlarg-
ing X if necessary, we may assume that X\X has codimension at least 2 in
X. Remark that this may involve enlarging Z and D, but we may still assume
both Z and D to be smooth. Let us take a projective embedding X «— IP = PV,
given by a high power of a very ample line bundle on X. By a Bertini
theorem, we may choose a linear subspace Ly C IP such that C:=LyNX
is an irreducible smooth projective curve, C C X, C intersects D transversally
and C meets Z. (To do this we might have to extend k a little bit.) The curve
C has genus at least 2. Let G be the Grassmanian parametrizing linear sub-
spaces of IP of dimension equal to dimZj. Choose a general linear subspace
Ly, C Ly of dimension equal to dimZy — 1. Let W C G be the set of L € G
such that L; C L. Then Ly € W and W ~ P4mX—1 Consider the incidence
variety T = {(L,x)|L € W, x € X, x € L}. The morphism ¢ : T — X blows
up in a finite number of points of X not on D, hence it suffices to prove
3.1 for the pair (¢~'(X),¢~'(Z)). The morphism p: T — W has the fibre C
over the point Ly € W. It follows (compare [19, 2.8]) that there is an open
neighbourhood U C W of Ly such that p~'(U) C ¢~ '(X), p~"(U) = U is a
family of smooth curves, the morphism ¢~ (D) N p~'(U) — U is finite étale,
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and ¢~'(Z)N p~'(U) is not empty. Therefore we need only prove 3.1 for
pairs as described below.

A.6. Here we have X, D, Z, and a smooth projective morphism f : X — Y
of relative dimension 1 such that fjp:D — Y is finite étale. The fibres
of f have genus at least 2. Let Y/ — Y be a finite étale Galois covering
such that the covering D — Y splits over Y’'. Thus the divisor D Xy ¥’ in
X' :=X xy Y’ is a union of sections. By (iii) above it suffices to prove 3.1
for the pair (X’,Z’). Using (i), we see that we are reduced to cases where
D =o0(Y) is the image of a section o:Y — X. This means that there is
a closed subscheme Z; C Y such that Z = o(Z)).

Let £ = 3 be a prime number not equal to p. We may assume that there
is an abelian level / structure o on the family of curves X over Y. Indeed,
to find such a level structure we need only to do a finite étale base change
Y’ — 7, but this is allowed in view of (iii).

A.7. Let /M, be the fine moduli scheme over Z parametrizing 1-pointed
smooth projective curves of genus g = g(C) with level ¢ structure. Consider
the period morphism Y — ,M, | corresponding to (X,o,o) over Y. I claim
that we can find (after shrinking Y) a smooth algebraic lift of Y over W
such that this period morphism extends. We may, using (ii), take out any closed
subset of ¥ which does not contain Z;. Thus we may assume Y affine and lift
it in some way to Y’ affine and smooth over W using Elkik’s theorem. Look
at the equations of Y seen as a closed subvariety of Y x ,M, | via the graph
morphism I' : ¥ — Y x /M, ;. We can find an affine open U C Y x ,M, | such
that I'(Z,) N U is not empty and such that I'(Y) N U is given by exactly 3g — 3
equations f; = 0 with f; € I'(U, Oy ). (Use that ;M ; is smooth.) We can lift
U to an affine subvariety U’ of Y’ x M, , perhaps after shrinking U a lit-
tle. We lift the elements f; to elements f/ € I'(U’,0y/). Let Y” be the zero
set in U’ of these elements. Then Y” @y k is equal to an open subvariety of
I'(Y) having a nonempty intersection with I'(Z;). Thus we are reduced to the
case where there is an algebraic lift (Y, X', f"¢’)/W of the system
(Y.X, f,0)/k.

A.8. Take a closed point y € Z; and choose a finite morphism ¢, : X;, — ]P}C( )
which is étale at o(y) € X,. We may choose ¢, to be given by two sections
s1,y and sy, , of the line bundle Oy, (a(y))®" for some large N. We can lift s; ,
to sections s; of the line bundle Uy (a’(¥Y'))®" over X’. The common zero
locus of these sections maps to a closed subset of Y’ not containing the point
y. Thus sy,s, will define a morphism ¢ : X’ — P! x Y’, at least after shrinking
Y’ a bit (such shrinking is allowed as long as we have y € Y’ for example).
Similar arguments show that, after shrinking Y’, ¢ is a finite morphism and
étale along ¢’(Y’) C X’. In addition, after changing coordinates on IP! x Y,
we may assume that ¢ o ¢’ is equal to the section oo of P},.
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We now want to show that ¢ defines a canonical isomorphism
HZrlg(X/K) = H:ole,rig(]Pl X Y/K) .
This will result from a general invariance property proved in A.10.

A.9. We consider the following situation: X is a k-scheme of finite type,
Z C X is a closed subscheme, U = X\Z, j: U< X is the given immersion,
and X P is a closed immersion into a p-adic formal W-scheme. Let /
be a filtering ordered set, and let {V}},c; be a decreasing family of strict
neighbourhoods of JU[p in ]X[s such that, for any affinoid subspace W C
1X[p, the intersections W NV, are cofinal among the intersections W NV,
where V' runs among all strict neighbourhoods of JU[s in [X[s. An example
of such a family is the following: recall that, for 5 € \/ |K*|, with < 1, close
to 1, the closed tube [Z] P of radius # is the open subset of Py defined locally

by the conditions | f;(x)| < 5, where the f;’s are liftings on P of local equations
for Z in the special fiber Py of P; then, the open subsets V;, =]X [s\[Z]p,,
satisfy the previous conditions [5, (1.2.2)].

For any y € I, we denote by j, : V;, —]X[p the given immersion. If E is
an abelian sheaf on ]X[s, we define

Iy 4 (E) = Ker(E — jys jyE) -

Thanks to our hypothesis on the family {¥,}, we have canonical isomorphisms

(A.9.1) lim iy jyE = j'E,  lim Iy, (E) ri(E).
n n

For some n € I, let i : U’ C]X[; be the inclusion of an open subset such that
(7, U") is an admissible covering of ]1X[p. It follows from the definition that,
for any al?elian sheaf E, the canonical morphism I'y; ,(E) — ixi*I'); ,(E) is an
isomorphism. Checking separately on ¥, and U’, we also see that the sheaves
R%i,i*I'z ,(E) vanish for ¢ = 1. We thus get a canonical isomorphism

(A9.2) Ty (E) = Rii" Ty, (E) .

A.10. Proposition. Let

Xz ¢ J> )?2 ¢ )

A1

Ji v I
7 c )('l C 5 Xl C

be a commutative diagram with the following properties: j, and j, are open
immersions over k, iy and i, are closed immersions into formal W-schemes,
v is proper, Z is a closed subscheme of Xi over which v has a section, u
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is étale in a neighbourhood of Z, and u induces a quasi-compact morphism
ug :1Xalp, = 1Xi[p,. Let Zy C X1, Zo C X» be the scheme theoretic closures

of Z in Xy and X,. There exists a canonical isomorphism on 1X[p,
Rug. (I'T ol Y1t ojiar
Nz T2 Iz G

For A€ /|K*|, A <1, close to 1, let U, =1X 1[5 \ [X1\Xilp, ,» U = ug'(U;)
C]X2[p,. Thanks to (A.9.1), we may use the family {U;} of strict neighbour-
hoods of ]X; \ Xi[, to compute jlt. Note that, as shown in the proof of 2.4 (i),
we do not change the functor I’ ]T22[ o jg if we replace X, by another open subset
of X, in which Z, is closed. Therefore, we may assume that X, = (X ),
hence we may also use the family {U]} to compute j; . For n,u € \/|K*|,
nou <1, close to 1, let Wy =[Z1lp ,, Wy =1X1lp \ Wy, Wyu=1[2Z2]p, , N
u;l([Zl]Ism), Viow =1Xa[p, \ Wy, Again, (A.9.1) holds for the family {V}}
(resp. {V;..}) of strict neighbourhoods of ]X1\Zi[s (resp. X2\ Zs[p,), so
we may use it to compute F]TZI[ (resp. F]Tzz[)'

As ug is quasi-compact, R7ug, commutes with direct limits for all ¢, and
it suffices to prove that, for all n € \/|K*|, n < 1, there exists py € \/|K*|,
Lo < 1, such that for all u = pg in \/|K*|, u<1,all k and all ¢ = 1, we
have

un,{*(r]*zz

ok
L 02, =0

and compatible isomorphisms

t N + ok
(L, O ) = Iy 001 -

2lmu

Because u is ¢tale around Z, and Z, — Z; is proper, it follows from [5, (1.3.5)]
that ug induces an isomorphism between strict neighbourhoods of ]Z[s and
1Z[5, in 1Z>[p, and ]Z[5 . More precisely, if we fix n € VIK*|, n < 1, then
there exists yy € \/|K*\, Uo < 1, such that, for any u € \/|K*\, with py <
1 < 1, the morphism

Mo NU; — WyN U,

is an isomorphism for all 1€ \/|K*| close enough to 1 [5, (1.3.5.1)]. We
fix such a y, and we choose 1/, 1’ € \/|K*| such that n<n' <1, u<u' <1,
and such that W, , NU, = W, NU, for . close to 1. We observe that the
open subsets (¥, Wy, ) define an admissible covering of ]X»[s ; similarily,
(Vy Wy) is an admissible covering of X[ . Thanks to (A.9.2), it is therefore
sufficient to prove the above assertions for the restriction ug : Wy v — Wy.
For / close to 1, ugx induces isomorphisms W, ,» N U] 5 Wy NU; and W, , N
U} = W,NU,. So it finally suffices to prove that, if j; : Wy N U; — Wy is
the natural inclusion, the canonical morphism

i 4ok et F ok
Il 0Ny = Rifi(T], 0 Ji19) )
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is an isomorphism, and similarily on W, /. If we choose /' such that 1 < A’ <
1, the subsets (W;y N U, Wy N[X, \Xl]f;hi,) give an admissible covering of

W, , and our last claim follows from the fact that the restriction of j;‘Q]"X (o
1
[X1 \Xl]pl,/l’ is 0.

A.11. Let Y’ be a compactification of ¥/, and X a compactification of X’ such
that the morphism ¢ extends as a morphism ¢ : X’ — IP! x Y’. We apply the
previous proposition to the formal completions P, and P; of X’ and P! x Y/,
to their reductions X, = X and X; = P! x ¥, with open subschemes X and
P! x ¥, and to the closed subscheme oo x Z; C P! x Y. Taking sections on
ﬁl, x yields an isomorphism

Han(X/K)’:H;O (]Pl X Y/K),

><Zl,rig

so that our problem is reduced to the case X = P'xY, Z=coxZ.

We may now assume that X'=P!xY/, X' =P!' x Y/, Z=o00x Z,.
We denote by p:X’ — Y’ the projection morphism, and by p*": X" —
Y{*™ the corresponding morphism between the associated rigid spaces. For
w,peVIK, a<l, B<1, let U, =Y \Y\ Y[, U, =P x U, V3=
Y\ 1Z[p, Vi = P! x V. Thanks to (A.9.1), we may use the system of strict
neighbourhoods {U,} (resp. {U;}, {¥}, {V3}) of 1Y[ (resp. 1X[, 1Y\ Zl,
JP! x (Y \ Z;)[) to compute the functor j}L, (resp. j)T(, F]TZ [,F]TlPle [
is proper, the morphism p*" is quasi-compact, hence the]functors qupin com-
mute with direct limits. Therefore, we have IRp%" o j} = j; o IRp3" and similar

*
for I ]T]Pl [ and I ]Tz . Let x be the standard coordinate on IP'. Put
1

). Since p

XZy
Wp={veP nzlx@)|},  Wy=WxY  jy: WPy,

for n > 1, n € \/|JK*|. Note that 1Z[=]oo x Z;[=]P! x Z;[N]oo x Y[. As
Joo x Y[=]oo[x ¥¢?", this implies that

it~ t . o
F]Z[‘]XQXF" _J]PIXYF]]plle[ (QIPIXYéan - hi%]q*qu/) .
rl—)

We are done if we show that

Rp™® (Q;PIXY,Q*" — thl Jn QWJ) ~ Q'Y[éan[—Z].
11*)

Indeed, by the commutation relations between ;T and Rp, above, this would
show that
* (P' x Y/K) ~ H}*2 (Y/K),

0o X Z),1ig Zy,1ig

and we would conclude by our induction hypothesis (see A.3).

It is well known that Rp* of the de Rham complex on IP! x Y/* equals

the complex @7, & Q'Y,an[—Z]. Here the first part comes from pa“Q;P
K

/an * 1 fan T
Yy XYy
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Q'Y,an. Moreover the terms R p?j, .7, are zero for i >0, as the morphism
K n

W, — Y is Stein. Hence also the limit of these terms. Therefore, it suffices
to show that the map

. an : . .
Qy[éan - p* 1£>1‘1]17,>l<‘(‘2[/”
n—1

is an isomorphism. By considering the usual filtration on the de Rham complex
this reduces to a statement on the relative de Rham complex. This statement
amounts to the assertion that if w is a relative 1-form on some V), then w = dg
for some function g defined on ¥, with some possibly smaller #'. This can be
seen by explicitly integrating .
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