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Introduction

Soit k un corps de caract�eristique p ¿ 0. La premi�ere m�ethode syst�ematique
permettant de d�e�nir une bonne cohomologie p-adique pour certaines classes
de vari�et�es alg�ebriques sur k remonte �a une trentaine d’ann�ees, et est dûe �a
Monsky et Washnitzer [22]. Inspir�ee par les travaux de Dwork sur les fonc-
tions � des vari�et�es alg�ebriques sur les corps �nis, elle s’applique uniquement
aux vari�et�es a�nes et lisses, et repose sur des th�eor�emes d’invariance et de
fonctorialit�e pour la cohomologie de de Rham d’un rel�evement ad�equat de la
vari�et�e donn�ee. Grâce aux techniques de Dwork, cette th�eorie permet de prou-
ver le th�eor�eme de rationalit�e des fonctions zêta [24], mais les propri�et�es des
espaces de cohomologie ainsi obtenus sont rest�ees jusqu’ici assez myst�erieuses.
En particulier, la �nitude de ces espaces n’avait pas �et�e d�emontr�ee, sauf en
degr�e 5 1 par Monsky lui-même [25], et en tous degr�es pour les vari�et�es
poss�edant une bonne compacti�cation, grâce �a la cohomologie rigide [6]. Un
des principaux r�esultats du pr�esent article est de prouver cette propri�et�e de
�nitude pour toute vari�et�e lisse.
Le th�eor�eme d’invariance de Monsky–Washnitzer a �et�e l’une des motiva-

tions qui ont amen�e �a cette �epoque Grothendieck �a introduire la cohomologie
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cristalline, con�cue elle aussi comme une g�en�eralisation de la cohomologie de
de Rham [15], mais construite par des m�ethodes tr�es di��erentes de celles de
Monsky et Washnitzer. Un progr�es essentiel apport�e par les m�ethodes cristal-
lines a �et�e de pouvoir travailler modulo pn, et en particulier de fournir dans le
cas lisse un th�eor�eme de comparaison entre la r�eduction modulop de la coho-
mologie cristalline, et la cohomologie de de Rham relativement �a k. Dans le
cas des vari�et�es propres et lisses, un argument simple permet alors de d�eduire
le th�eor�eme de �nitude pour la cohomologie cristalline du th�eor�eme de �ni-
tude usuel pour la cohomologie des faisceaux alg�ebriques coh�erents en ca-
ract�eristique p [5, VII 1.1].
Dans le cas des vari�et�es non propres, la cohomologie cristalline n’est plus

de type �ni, et, comme l’avait soulign�e Grothendieck d�es le d�epart [15, 7.5],
il y a lieu de la remplacer par une th�eorie qui g�en�eralise �a la fois la coho-
mologie cristalline dans le cas propre et lisse, et la cohomologie de Monsky–
Washnitzer dans le cas a�ne et lisse. C’est ce qui a motiv�e l’introduction
par la suite de la cohomologie rigide [3], qui fournit une telle g�en�eralisation.
Dans ce cadre, on peut �egalement construire une cohomologie �a supports pro-
pres, ce qui faisait d�efaut dans la th�eorie cristalline comme dans celle de
Monsky–Washnitzer. Pour les vari�et�es qui sont compl�ementaires d’un diviseur
�a croisements normaux stricts dans une vari�et�e projective et lisse, et en se
limitant aux coe�cients constants, les propri�et�es d�ej�a connues de ces coho-
mologies sont su�santes pour en d�eduire la �nitude de la cohomologie �a sup-
ports propres, et, par dualit�e, de la cohomologie sans supports [6]. Par contre,
en l’absence du th�eor�eme de r�esolution des singularit�es en caract�eristique p,
la question de la �nitude �etait rest�ee ouverte pour des vari�et�es lisses arbi-
traires. Nous expliquons ici comment, grâce au magni�que th�eor�eme prouv�e
r�ecemment par de Jong sur l’existence d’alt�erations projectives et lisses pour
une vari�et�e quelconque ([19, Th. 4.1], cf. Th�eor�eme 3.4), il est maintenant
possible de d�emontrer ces r�esultats sans avoir recours �a la r�esolution des
singularit�es.
Dans la premi�ere section, nous commen�cons par rappeler la construction

de la cohomologie rigide. Celle-ci repose sur des choix auxiliaires (compact-
i�cation de la vari�et�e donn�ee, plongement dans un sch�ema formel lisse), et,
pour fournir une d�emonstration compl�ete, nous donnons bri�evement la preuve
des th�eor�emes d’ind�ependance annonc�es dans [3]. Nous nous limitons ici au
cas des coe�cients constants, qui sera le seul consid�er�e dans cet article, en
renvoyant le cas de la cohomologie �a coe�cients dans un isocristal surconver-
gent �a un expos�e plus syst�ematique [6]. Nous n’avons pas non plus inclus de
rappels sur la d�emonstration des th�eor�emes de �bration qui sont au c�ur de ces
r�esultats, leur r�edaction �etant d�ej�a en circulation depuis quelques ann�ees [5], et
destin�ee �a être incorpor�ee dans [6]. En�n, nous renvoyons encore �a [6] pour
le cas de la cohomologie �a supports propres, car la d�emonstration du th�eor�eme
de �nitude est alors analogue, en plus simple, �a celle que nous donnons dans
le cas de la cohomologie sans supports (cf. 3.9 (i)). Par contre, nous don-
nons la preuve des th�eor�emes de comparaison, d’une part avec la cohomologie
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cristalline dans le cas propre et lisse, d’autre part avec la cohomologie de
Monsky–Washnitzer dans le cas a�ne et lisse, car ils jouent un rôle essentiel
dans la d�emonstration du th�eor�eme de �nitude. Dans la seconde section, nous
introduisons la cohomologie rigide �a supports dans un sous-sch�ema ferm�e, et
nous en montrons quelques propri�et�es �el�ementaires, notamment la suite exacte
d’excision, fondamentale pour les r�ecurrences qui suivront.
La troisi�eme section est consacr�ee �a la d�emonstration du th�eor�eme de

�nitude pour la cohomologie rigide des vari�et�es lisses, avec des coe�cients
constants (ou dans certains cas qui s’y ram�enent ais�ement, comme ceux
qui interviennent dans la th�eorie des sommes exponentielles). Dans son es-
prit, cette d�emonstration est du même type que celle que donne Hartshorne
pour la cohomologie de de Rham en caract�eristique nulle [17, II (6.1)]. Elle
proc�ede par une double r�ecurrence, portant d’une part sur la cohomologie
sans supports d’une vari�et�e lisse de dimension 5 n, d’autre part sur la co-
homologie d’une vari�et�e lisse de dimension arbitraire �a supports dans une
sous-vari�et�e quelconque de dimension 5 n. Outre le th�eor�eme d’alt�eration de
de Jong, grâce auquel on peut utiliser le th�eor�eme de �nitude pour la co-
homologie cristalline, un ingr�edient essential de cette r�ecurrence est fourni
par un cas particulier de l’isomorphisme de Gysin entre cohomologie rigide
d’une sous-vari�et�e lisse et cohomologie rigide �a supports dans cette sous-
vari�et�e.
La d�emonstration de ce dernier �enonc�e, qui constitue techniquement le c�ur

du pr�esent article, occupe les Sects. 4 et 5. Rappelons que, dans le cas d’une
vari�et�e a�ne et d’un diviseur principal lisse, l’isomorphisme de Gysin avait
d�ej�a �et�e construit par Monsky et Washnitzer [23] (voir aussi [13, 7.1]). Faute
de savoir pour l’instant le construire en toute g�en�eralit�e en cohomologie rigide,
nous nous limitons dans la Sect. 5 �a en donner une construction dans le cas
de vari�et�es relevables, ce qui su�t pour la d�emonstration du th�eor�eme de �ni-
tude. Dans ce cas, on peut partir de l’isomorphisme de Gysin alg�ebrique au
niveau des complexes de de Rham des vari�et�es relev�ees, et en d�eduire, en
passant aux faisceaux analytiques rigides associ�es, un isomorphisme de Gysin
analytique ayant pour but la cohomologie locale “m�eromorphe” �a supports
dans la sous-vari�et�e relev�ee. Pour obtenir l’isomorphisme voulu au niveau de
la cohomologie rigide, on est alors amen�e �a comparer des complexes de de
Rham “�a singularit�es m�eromorphes” et “�a singularit�es surconvergentes” le long
d’un diviseur lisse. Ce th�eor�eme de comparaison, �etabli dans la Sect. 4, est du
même type que le th�eor�eme de comparaison de Grothendieck en analytique
complexe; on peut le voir comme une g�en�eralisation du th�eor�eme de com-
paraison de Baldassarri–Chiarellotto [1] (mais ici seulement dans le cas des
coe�cients constants), lorsqu’on se trouve dans une situation avec singularit�es
surconvergentes le long d’un diviseur arbitraire �a l’in�ni. La m�ethode que
nous employons fait appel �a la th�eorie des anneaux d’op�erateurs di��erentiels
compl�et�es d�evelopp�ee dans [8], grâce �a une g�en�eralisation des th�eor�emes de
pr�esentation de [7].
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Comme corollaires de ces constructions, nous obtenons une variante locale
de l’isomorphisme de Gysin, analogue du th�eor�eme de puret�e cohomologique
en cohomologie �etale, et nous prouvons pour la cohomologie rigide le classique
th�eor�eme d’annulation en degr�es ¡2d de la cohomologie �a supports dans une
sous-vari�et�e de codimension d.
En�n, de Jong montre en appendice comment, par des r�eductions g�eom�etri-

ques suppl�ementaires, on peut donner une variante de la d�emonstration du
th�eor�eme de �nitude expos�ee dans la Sect. 3 qui ne fasse pas appel �a l’iso-
morphisme de Gysin.
Mentionnons pour �nir qu’il existe une autre approche du th�eor�eme de

�nitude, reposant sur un th�eor�eme de l’indice pour les �equations di��erentielles
p-adiques. Cette approche, mentionn�ee par Monsky en parall�ele avec sa
d�emonstration de la �nitude de la cohomologie de de Rham en caract�eristique
0 [26], a �et�e d�evelopp�ee par Mebkhout. Depuis la r�edaction de cet article,
Christol m’a signal�e avoir obtenu r�ecemment, en collaboration avec Mebkhout,
une forme du th�eor�eme de l’indice qui g�en�eralise su�samment leurs r�esultats
ant�erieurs pour pouvoir utiliser cette m�ethode [11]. Cela fournirait donc une
autre d�emonstration de la �nitude de la cohomologie de Monsky–Washnitzer,
reposant sur des techniques enti�erement di��erentes de celle que nous exposons
ici.

Conventions g�en�erales. Nous supposerons dans cet article que tous les sch�emas
ou sch�emas formels consid�er�es sont s�epar�es.

Pour tout faisceau de groupes ab�eliens E, nous noterons EQ := E ⊗Q.

1. Rappels sur la cohomologie rigide

On �xe un corps k de caract�eristiquep ¿ 0, et un anneau de valuation discr�ete
completV d’in�egales caract�eristiques, de corps r�esiduel k, dont l’id�eal maximal
sera not�e m, et le corps des fractions K . La valuation est suppos�ee normalis�ee
par v(p) = 1, et on lui associe la valeur absolue telle que |p| = p−1. On note
�∗0 ⊂ R∗ le sous-groupe multiplicatif des valeurs absolues d’�el�ements de K∗,
et �∗ = �∗0 ⊗Q, qui est un sous-groupe multiplicatif dense de R∗.
Nous rappelons d’abord ici sans d�emonstration les constructions g�eo-

m�etriques de base permettant de d�e�nir la cohomologie rigide relativement
�a K d’un k-sch�ema de type �ni X , en renvoyant �a [5] pour les justi�cations
n�ecessaires. Nous donnons ensuite rapidement la d�emonstration des th�eor�emes
d’ind�ependance annonc�es dans [3], qui assurent l’existence et la fonctorialit�e
de la cohomologie rigide. L’id�ee est en gros la suivante: on compacti�e X
en un sch�ema X propre sur k, puis on plonge X dans un V-sch�ema formel
p-adique P̂ lisse au voisinage de X ; au sch�ema formel P̂, on associe par la
th�eorie de Raynaud [29] un espace analytique rigide P̂K sur K ; la donn�ee du
sous-sch�ema X de P̂ d�e�nit un ouvert ]X [ de P̂K , le tube de X dans P̂K , qui
joue le même rôle qu’un voisinage in�nit�esimal de X dans P̂; on construit sur
]X [ un faisceau de fonctions “�a singularit�es surconvergentes le long de X \X ”,
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et, grâce �a un th�eor�eme de �bration pour le morphisme induit entre les tubes
par un morphisme lisse de sch�emas formels, on prouve que la cohomologie
de de Rham de ]X [ �a coe�cients dans ce faisceau est ind�ependante des choix
faits pour X et P̂, et fonctorielle en X . Nous montrerons en�n la commuta-
tion de cette cohomologie aux extensions �nies du corps K , et les th�eor�emes
de comparaison avec la cohomologie cristalline et avec la cohomologie de
Monsky–Washnitzer.

1.1. Soit P̂ un V-sch�ema formel p-adique, localement de type �ni. Suivant
Raynaud [29], on peut associer �a P̂ un espace analytique rigide P̂K , qu’on
appelle �bre g�en�erique de X . Lorsque P̂ est a�ne, �egal �a SpfA; P̂K est
l’espace a�no��de Spm (A⊗ K). Lorsque P̂ est le compl�et�e formel d’un V-
sch�ema propre P, de �bre g�en�erique PK ; P̂K s’identi�e �a l’espace analytique
PanK associ�e �a PK [5, (0.3.5)]. L’espace P̂K est muni d’un morphisme canon-
ique d’espaces annel�es sp : P̂K → P̂, appel�e morphisme de sp�ecialisation [5,
(0.2.2)]. Si P̂ = Spf A, le morphisme sp associe �a un point x ∈ Spm(A⊗ K),
de corps r�esiduel K(x), le point de Spf A correspondant �a l’id�eal maximal im-
age inverse par l’homomorphisme A→ A⊗ K → K(x) de l’id�eal maximal de
l’anneau des entiers de K(x); le cas g�en�eral s’en d�eduit par recollement. La
construction de l’espace P̂K et du morphisme sp : P̂K → P̂ est fonctorielle en
P̂; nous noterons uK : P̂′K → P̂K le morphisme d’espaces analytiques d�e�ni par
un morphisme de sch�emas formels u : P̂′ → P̂.
Pour toute partie localement ferm�ee X de la �bre sp�eciale P0 de P̂, on

appelle tube de X dans P̂ le sous-ensemble

]X [P̂ = sp
−1(X ) ⊂ P̂K :

C’est un ouvert de P̂K , fonctoriel par rapport au couple (X; P̂) [5, (1.1.1)].
S’il existe f1; : : : ; fr; g1; : : : ; gs ∈ �(P̂;OP̂) tels que X = (

⋂r
i=1 V (fi)) ∩

(
⋃ s

j=1; D(gj)), le tube ]X [P̂ est l’ouvert de P̂K d�e�ni par les conditions

]X [P̂ = {x ∈ P̂K | ∀i; |fi(x)|¡ 1; ∃j; |gj(x)| = 1} :(1.1.1)

Par construction, le morphisme de sp�ecialisation induit un morphisme d’espaces
topologiques sp : ]X [P̂ → X .
Soient X un sous-sch�ema ferm�e de P0, et j : X ,→ X une immersion ouverte,

de compl�ementaire Z . Le tube ]X [P̂ est la r�eunion disjointe des tubes ]X [P̂ et
]Z[P̂ , mais le recouvrement ainsi obtenu n’est pas admissible en g�en�eral. On dit
qu’un ouvert V ⊂ ]X [P̂ est un voisinage strict de ]X [P̂ dans ]X [P̂ si les deux
ouverts V et ]Z[P̂ forment un recouvrement admissible de ]X [P̂ . Par exemple,
si P̂ est le compl�et�e formel d’un V-sch�ema s�epar�e P, et si X ′ est un ouvert
de P de �bre sp�eciale X , l’espace analytique X ′an

K associ�e �a la �bre g�en�erique
X ′
K de X ′ est un voisinage strict de ]X [P̂ dans P̂K [5, (1.2.4)(ii)].
Un autre cas particulier important est celui qu’on obtient en consid�erant un

V-sch�ema a�ne X ′, de �bre sp�eciale X , et une immersion ferm�ee X ′ ,→
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An
V. Si X

′ est l’adh�erence sch�ematique de X ′ dans Pn
V, et X̂

′ son compl�et�e
formel, le tube ]X [

X̂ ′
est l’intersection de X ′an

K avec la boule unit�e ferm�ee de

An an
K , et un syst�eme fondamental de voisinages stricts de ]X [

X̂ ′
dans X̂ ′

K = X ′an
K

est fourni par les intersections de X ′an
K avec les boules de rayon � ¿ 1 dans

An an
K [5, (1.2.4)(iii)].

1.2. Soient P̂ unV-sch�ema formel de �bre sp�eciale P0; X ⊂ P0 un sous-sch�ema
ferm�e, X un ouvert de X ; j : X ,→ X l’immersion ouverte correspondante. On
d�e�nit un foncteur j† de la cat�egorie des faisceaux ab�eliens sur ]X [P̂ dans
elle-même en associant �a un faisceau ab�elien E le faisceau

j†E = lim→
V

jV∗j−1V E ;

o�u V parcourt l’ensemble des voisinages stricts de ]X [P̂ dans ]X [P̂ , et jV est
l’inclusion de V dans ]X [P̂ . On v�eri�e que le foncteur j† est exact, et que le
morphisme canonique E → j†E est un �epimorphisme [5, (2.1.3)]. Si Z = X \X ,
on d�e�nit de plus un foncteur �†]Z[ par la suite exacte

0→�†]Z[E→E→ j†E→ 0 ;(1.2.1)

le foncteur �†]Z[ est �egalement exact.
Les foncteurs j† et �†]Z[ v�eri�ent les propri�et�es suivantes [5, 2.1]:

(i) La restriction de j†E (resp. �†]Z[E) �a ]X [P̂ est �egale �a celle de E (resp.
est nulle), et sa restriction �a ]Z[P̂ est nulle (resp. est �egale �a celle de E).

(ii) Si (Xi)i=1;:::; r est un recouvrement ouvert de X , si, pour toute suite
i1 ¡ · · ·¡ ik , on note Xi1···ik = Xi1 ∩ · · · ∩ Xik , et si ji1···ik : Xi1···ik ,→ X est
l’immersion ouverte correspondante, il existe pour tout faisceau ab�elien E des
suites exactes de faisceaux sur ]X [P̂

0→ j†E→∏
i
j†i E→

∏
i1¡ i2

j†i1i2E→ · · · → j†1···rE→ 0 ;(1.2.2)

0→�†]Z[E→E→∏
i
j†i E→ · · · → j†1···rE→ 0 :(1.2.3)

(iii) Soient X1 et X2 deux ouverts de X ; X = X1 ∩ X2; j1; j2 et j les im-
mersions ouvertes correspondantes, Zi le compl�ementaire de Xi (i = 1; 2); Z =
Z1 ∩ Z2. Il existe des isomorphismes canoniques de foncteurs

�†]Z1[ ◦ j
†
2 ' j†2 ◦ �†]Z1[; �†]Z1[ ◦ �

†
]Z2[ ' �†]Z[; j†1 ◦ j†2 ' j† :(1.2.4)

(iv) Soit jV : V ,→ ]X [P̂ l’inclusion d’un voisinage strict de ]X [P̂ . Si E
est un faisceau ab�elien sur V , on note encore j†E le faisceau sur V d�e�ni
par j†E = lim→ V ′jV;V ′∗ j−1V;V ′E, o�u V ′ parcourt l’ensemble des voisinages stricts

de ]X [P̂ contenus dans V , et jV;V ′ est l’inclusion de V ′ dans V . On notera
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�egalement j†E le faisceau sur ]X [P̂ d�e�ni par j
†E = lim→ V ′jV ′∗ j−1V;V ′E. Cet abus

de notation est justi��e par les relations

lim→
V ′

jV ′∗ j−1V;V ′E
∼−→ jV∗(j†E); RkjV∗(j†E) = 0; ∀k = 1 ;(1.2.5)

qu’on v�eri�e imm�ediatement par restriction �a V d’une part, et �a ]Z[P̂ d’autre
part. Le foncteur j† ainsi obtenu de la cat�egorie des faisceaux ab�eliens sur V
dans celle des faisceaux ab�eliens sur ]X [P̂ est encore exact.
(v) Soient i : X ,→ X ′ une immersion ferm�ee, j′ = i ◦ j. On suppose que

j′ est une immersion ouverte de X dans X ′. Alors ]X [P̂ est un voisinage strict
de ]X [P̂ dans ]X

′[P̂ , et, si l’on note iK :]X [P̂ ,→ ]X ′[P̂ , on a d’apr�es (iv)

j′†E ∼−→ iK∗j†E; RkiK∗j†E = 0; ∀k = 1 :(1.2.6)

(vi) Le foncteur j† commute aux limites inductives �ltrantes: cela r�esulte
de ce qu’il existe toujours un syst�eme fondamental de voisinages stricts
dont l’intersection avec tout ouvert a�no��de de ]X ′[P̂ est quasi-compacte [5,
(1.2.9)].

1.3. Soient X un k-sch�ema s�epar�e, j : X ,→ X une compacti�cation de X sur
k : il en existe d’apr�es un th�eor�eme de Nagata [27]. On suppose qu’il existe un
V-sch�ema formel P̂ lisse aux points de X , et une immersion ferm�ee X ,→ P̂.
On d�e�nit la cohomologie rigide de X (relativement �a K) en posant

H∗
rig(X=K) := H∗(]X [P̂ ; j

†
·
]X [
) :(1.3.1)

Le fait que ces espaces de cohomologie soient ind�ependants des choix faits
pour X et P̂, et soient fonctoriels en X , r�esultera des th�eor�emes qui suivent.

Remarque. On peut d�e�nir les groupes H∗
rig(X=K) sans supposer qu’il existe

globalement sur X une immersion ferm�ee X ,→ P̂, par l’interm�ediaire d’un
complexe de �Cech construit au moyen d’immersions locales. Dans le cadre
de cet article, nous nous limiterons n�eanmoins au cas o�u l’on dispose d’une
immersion globale. Cette hypoth�ese est en particulier satisfaite lorsque X est
quasi-projectif sur k, et que l’on prend pour X une compacti�cation projective
de X .
Montrons d’abord l’ind�ependance des groupes de cohomologie (1.3.1) par

rapport au plongement de X dans P̂.

1.4. Th�eor�eme. Soient j : X ,→ X une immersion ouverte entre k-sch�emas de
type �ni; i : X ,→ P̂; i′ : X ,→ P̂′ deux immersions ferm�ees dans des
V-sch�emas formels lisses aux points de X; u : P̂′ → P̂ un morphisme lisse aux
points de X; tel que i = u ◦ i′. Notons respectivement j† et j′† les foncteurs
sur ]X [ P̂ et ]X [ P̂′ d�e�nis par l’immersion j; uK : ]X [ P̂′→]X [ P̂ le morphisme
induit par u. Alors le morphisme canonique

j†
·
]X [P̂
→ RuK∗j′†
·

]X [P̂′
(1.4.1)

est un isomorphisme.
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Nous indiquons sommairement les grandes lignes de la d�emonstration, en ren-
voyant le lecteur �a [6, III] pour plus de d�etails. L’�enonc�e est local sur ]X [ P̂ , et
on peut se ramener au cas o�u P̂ et P̂′ sont a�nes en prenant des recouvrements
ouverts a�nes (P̂�) et (P̂

′
� ) de P̂ et P̂′ tels que u(P̂′� ) ⊂ P̂� et P̂

′
� ∩ X = P̂� ∩ X .

On localise ensuite sur X grâce aux suites exactes (1.2.2) pour se ramener
au cas o�u Z = X \X est d�e�ni par une �equation dans X , et o�u le faisceau
conormal �a X dans P′X := X ×P̂ P̂′ est libre, de rang d. En prolongeant une
suite r�eguli�ere de g�en�erateurs de l’id�eal de X dans P′X en une suite de sections
de l’id�eal de X dans X ×P̂ P̂′, et en relevant celles-ci dans P̂′, on d�e�nit un
morphisme ’ de P̂′ dans l’espace a�ne formel P̂′′ = Âd × P̂ au-dessus de P̂,
envoyant X dans la section nulle de P̂′′. Il r�esulte alors du th�eor�eme de �bra-
tion fort [5, (1.3.7)] que ’K induit un isomorphisme entre un voisinage strict
de ]X [P̂′ dans ]X [P̂′ et un voisinage strict de ]X [P̂′′ dans ]X [P̂′′ . On peut ainsi
ramener l’�enonc�e au cas o�u P̂′ = Âd× P̂, et o�u i′ est le compos�e de i et de la
section nulle.
Par r�ecurrence, il su�t de traiter le cas d = 1. On montre alors les asser-

tions suivantes, qui entra�̂nent le th�eor�eme:

(i) Le morphisme canonique j†
·
]X [P̂
→ uK∗j′†
·

]X [P̂′
est un quasi-isomor-

phisme;
(ii) Le complexe R1uK∗j′†
·

]X [P̂′
est acyclique;

(iii) Les faisceaux RiuK∗j′†
k
]X [P̂′

sont nuls pour tout k et tout i = 2.

Soit t la coordonn�ee canonique sur Â1. Pour montrer (i), on se place
au-dessus d’un a�no��de W ⊂ ]X [P̂ , et on utilise le recouvrement admissible de
]X [P̂′ fourni par les tubes ferm�es [X ]P̂′ ; �, pour �→ 1−; � ∈ �∗: rappelons que,
si X est d�e�ni dans la �bre sp�eciale P0 de P par les r�eductions d’�equations
f1; : : : ; fr ∈ �(P̂;OP̂), on d�e�nit [X ]P̂; � par

[X ]P̂; � = {x ∈ P̂K | ∀i; |fi(x)|5 �} ;

et de même pour [X ]P̂′ ; �. Pour tout faisceau E sur ]X [P̂′ , et toute suite crois-
sante �n ∈�∗ de limite 1, on a alors

�(W; uK∗E) = lim←
n

�(u−1K (W ) ∩ [X ]P̂′ ; �n ; E) :(1.4.2)

Soit d’autre part h∈�(P̂;OP̂) relevant une �equation de Z dans X . Pour tout
�¡1, on note U� l’ouvert de ]X [P̂ d�e�ni par la condition |h(x)|= �, et
U ′

� = u−1K (U�) ⊂ ]X [P̂′ . Fixons une suite strictement croissante � = (�n) de
limite 1, telle que �n ∈�∗. D’apr�es [5, (1.2.4)(i)], un syst�eme fondamental
de voisinages stricts de ]X [P̂′ dans ]X [P̂′ est alors donn�e par les ouverts V�; �
associ�es aux suites croissantes � = (�n) de limite 1, avec �n ∈�∗, et d�e�nis
par

V�; � = U ′
�n ∪ [X ]P̂′ ; �n :
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Comme u−1K (W ) ∩ [X ]P̂′ ; �n est quasi-compact, le foncteur �(u−1K (W ) ∩
[X ]P̂′ ; �n ;−) commute aux limites inductives �ltrantes. D’autre part, on a

[X ]P̂′ ; �n = [X ]P̂; �n × D(0; �+n ) ;

o�u, pour tout r�eel �, on note D(0; �+) le disque ferm�e de centre 0 et de
rayon �. Comme W ⊂ ]X [P̂ , il r�esulte du principe du maximum [10, 6.2.1,
Prop. 4] que W ⊂ [X ]P̂; �n pour n assez grand. En posant A = �(W;O]X [P̂), B� =
�(W ∩ U�;O]X [P̂) et B = �(W∩ ]X [P̂ ;O]X [P̂), on obtient alors les descriptions
suivantes:

�(W; j†O]X [P̂) ' lim→
n

B�n ;

�(W; uK∗j′†O]X [)

'
{∑

k
ak tk ∈ B[[t]]

∣∣∣∣∣ ∀n; ∃�n¡1 tel que, ∀k; ∃ak; n ∈ B�n

d’image ak dans B, tel que ‖ak; n‖�k
n → 0

}
;

la norme �etant prise dans B�n . On en d�eduit sans di�cult�e la variante suivante
du lemme de Poincar�e: si @ est la d�erivation par rapport �a t, la suite

0→ �(W; j†O]X [P̂)→ �(W; uK∗j′†O]X [P̂′ )
@→�(W; uK∗j′†O]X [P̂′ )→ 0

est exacte. L’assertion (i) en r�esulte.
Pour prouver l’assertion (ii), on se ram�ene �a montrer que, pour tout k,

l’homomorphisme

H 1(u−1K (W ); j′†O]X [P̂′ )
@→H 1(u−1K (W ); j′†O]X [P̂′ )(1.4.3)

est un isomorphisme. Pour cela, on utilise encore le recouvrement de ]X [P̂′
par les [X ]P̂′; �n a�n de faire un calcul de cohomologie de

�Cech, �a la mani�ere
de [20, p. 271–272]. Un 1-cocycle s’interpr�ete alors comme une famille
de sections gn ∈ �(u−1K (W ) ∩ [X ]P̂′ ; �n ; j′†O]X [P̂′ ), et un tel cocycle est un

cobord si et seulement s’il existe une famille de sections fn ∈ �(u−1K (W ) ∩
[X ]P̂′ ; �n ; j

′†O]X [P̂′) telles que gn = fn − fn+1 pour tout n. Supposons d’abord
que (gn) soit un cocycle tel que (@gn) soit un cobord. Il existe alors une
suite croissante �n ∈ �∗ de limite 1, et des sections fn ∈ �(u−1K (W ) ∩ U ′

�n ∩
[X ]P̂′ ; �n ;O]X [P̂′) telles que, pour tout n, on ait @gn = fn − fn+1 dans �(u−1K (W )

∩ [X ]P̂′ ; �n ; j′†O]X [P̂′). Soit f′n ∈ �(u−1K (W ) ∩ U ′
�n+1 ∩ [X ]P̂′ ; �n ;O]X [P̂′ ) une sec-

tion telle que @f′n = fn+1; il en existe, car �n¡�n+1. Le cocycle (gn) est
alors cohomologue au cocycle (gn+1 − f′n + f′n+1). Comme celui-ci est tel que
@(gn+1 − f′n + f′n+1) = 0, on a gn+1 − f′n + f′n+1 ∈ �(W ∩ [X ]P̂; �n ; j†O]X [P̂).
Comme W ⊂ [X ]P̂; �n pour n assez grand, le cocycle (gn+1 − f′n + f′n+1) est
n�ecessairement un cobord, ce qui entra�̂ne l’injectivit�e du morphisme (1.4.3).
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D’autre part, si (gn) est un cocycle quelconque, il existe une suite crois-
sante �n ∈ �∗ de limite 1 telle que, pour tout n; gn provienne d’une section
de �(u−1K (W ) ∩ U ′

�n ∩ [X ]P̂′ ; �n ;O]X [P̂′). On peut alors trouver une famille de
sections g′n ∈ �(u−1K (W ) ∩ U ′

�n+1 ∩ [X ]P̂′ ; �n ;O]X [P̂′ ) telles que @g′n = gn+1 dans

�(u−1K (W ) ∩ U ′
�n+1 ∩ [X ]P̂′ ; �n ;O]X [P̂′ ), d’o�u un cocycle (g

′
n) tel que @(g′n) =

(gn+1). Comme (gn) et (gn+1) sont des cocycles cohomologues, cela montre la
surjectivit�e de (1.4.3).
En�n, pour prouver (iii), on d�eduit d’abord des th�eor�emes de Kiehl que les

faisceaux de la forme j†O]X [P̂′ sont cohomologiquement triviaux sur les ouverts
a�no��des, grâce �a la commutation de la cohomologie aux limites inductives et
au fait que l’intersection des U ′

� avec un ouvert a�no��de est encore a�no��de. Il
r�esulte alors de (1.4.2) que les groupes Hi(u−1K (W ); j′†O]X [P̂′ ) s’identi�ent aux

groupes Ri lim← n�(u
−1
K (W ) ∩ [X ]P̂′ ; �n ; j′†O]X [P̂′ ). Ils sont donc nuls pour i = 2,

d’o�u (iii).
En appliquant le foncteur R sp∗ �a l’isomorphisme (1.4.1), on obtient:

1.5. Corollaire. Sous les hypoth�eses de 1:4; le morphisme u induit un iso-
morphisme

R sp∗j
†
·

]X [P̂

∼−→R sp∗j′†
·
]X [P̂′

:

Rappelons que le morphisme de sp�ecialisation sp : P̂K → P̂ induit un mor-
phisme d’espaces topologiques ]X [P̂→ X (resp. P̂′), ce qui donne un sens �a
l’�enonc�e.
Soient alors X ,→ P̂1 et X ,→ P̂2 deux plongements de X dans des

V-sch�emas formels lisses au voisinage de X . En introduisant le plongement
diagonal X ,→ P̂1 × P̂2, et en appliquant le corollaire aux projections sur P̂1 et
P̂2, on obtient un isomorphisme canonique

R sp∗j
†
·

]X [P̂2

∼−→R sp∗j†
·
]X [P̂1

;

dont on v�eri�e facilement qu’il donne lieu �a une formule de transitivit�e
pour trois plongements de X dans des V-sch�emas formels lisses au voisi-
nage de X . Par cons�equent, le complexe R sp∗j

†
·
]X [P̂
, vu comme objet de

la cat�egorie d�eriv�ee des complexes de K-vectoriels sur X , est ind�ependant
�a isomorphisme canonique pr�es du choix de P̂. Nous emploierons la
notation

R�rig((X; X )=K) := R sp∗j
†
·

]X [P̂
:

Ce complexe est de plus fonctoriel en (X; X ). En e�et, supposons donn�e un
morphisme (f; �f) : (X; X )→ (Y; Y ), et choisissons des plongements X ,→ P̂;
Y ,→ P̂′ dans des sch�emas formels lisses respectivement au voisinage de X
et Y . On introduit alors le plongement naturel X ,→ P̂′′ := P̂ × P̂′, et les pro-
jections g : P̂′′ → P̂; g′ : P̂′′ → P̂′, et on d�e�nit le morphisme de fonctorialit�e
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comme le compos�e

R sp∗j
†
Y


·
]Y [P̂′

q′∗−→R �f∗R sp∗j
†
X


·
]X [P̂′′

q∗−1−→∼ R �f∗R sp∗j
†
X


·
]X [P̂

;

o�u l’on a not�e jX : X ,→ X ; jY : Y ,→ Y . Il est formel de v�eri�er qu’il est
ind�ependant des choix e�ectu�es, et satisfait la formule de transitivit�e pour
deux morphismes composables. De même, on v�eri�e que, s’il existe g : P̂ → P̂′

induisant �f sur X , alors le morphisme de fonctorialit�e ainsi d�e�ni co��ncide avec
le morphisme naturel induit par g∗.
L’ind�ependance des groupes de cohomologie (1.3.1) par rapport au choix

de la compacti�cation X r�esulte alors de l’�enonc�e suivant:

1.6. Th�eor�eme. Soient j : X ,→ X ; j′ : X ,→ X ′ deux immersions ouvertes
entre k-sch�emas de type �ni; v : X ′ → X un k-morphisme tel que v ◦ j′ = j.
Si v est propre; le morphisme canonique

R�rig((X; X )=K)→ Rv∗R�rig((X; X
′)=K)

est un isomorphisme.

L’�enonc�e �etant local sur X , on peut supposer X a�ne. Grâce au lemme
de Chow, sous la forme pr�ecise donn�ee par Gruson–Raynaud [16, Cor. 5.7.14],
on peut trouver un �eclatement X ′′ → X ′ centr�e hors de X tel que X ′′ → X
soit projectif, ce qui ram�ene au cas o�u v est projectif. On choisit une im-
mersion ferm�ee i : X ,→ P̂ dans un V-sch�ema formel a�ne lisse au voisinage
de X , et une P̂-immersion ferm�ee i′ : X ′ ,→ P̂′ = P̂N

V × P̂ dans un espace pro-
jectif formel au-dessus de P̂. Soient u : P̂′ → P̂; P′

X
:= P̂′ ×P̂ X . En utilisant

les suites exactes (1.2.2), on voit qu’il su�t de prouver l’�enonc�e pour les
ouverts d’un recouvrement de X , de sorte qu’on peut supposer qu’il existe un
entier m et une section s ∈ �(P′

X
;OP′

X
(m)) telle que X = X ′ ∩ D(s) dans P′

X
.

Quitte �a localiser davantage, on peut aussi supposer qu’il existe des sec-
tions �t1; : : : ; �tN ∈ �(D(s);OP′

X
) formant une suite r�eguli�ere de g�en�erateurs de

l’id�eal de X dans D(s). Multipliant les �ti par sd, pour un entier d convenable,
on peut supposer qu’elles se prolongent en des sections de �(P′

X
;OP′

X
(dm)), en-

core not�ees �ti. Soient t1; : : : ; tN ∈ �(P̂′;OP̂′(dm)) des rel�evements des �ti; T̂ ⊂ P̂′

le sous-sch�ema formel d�e�ni par l’annulation des ti, u′ : T̂ → P̂.
D’apr�es (1.2.6), on ne change pas le complexe R�rig((X; X

′)=K) =
R sp∗j

′†
·
]X ′[P̂′

si l’on remplace X ′ par l’adh�erence de X dans P′
X
. Cela permet

de supposer que T̂ contient X ′. Par construction, T̂ est �etale sur P̂ aux points
de X . Comme X ′ est propre sur X , le morphisme u′ : T̂ → P̂ induit alors un
isomorphisme entre des voisinages stricts de ]X [ T̂ dans ]X

′[ T̂ et de ]X [P̂ dans
]X [P̂ [5, (1.3.5)]. Par cons�equent, le morphisme compos�e

j†
·
]X [P̂
→ RuK∗j′†
·

]X ′[P̂′
→ Ru′K∗j

′†
·
]X ′[ T̂
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est un isomorphisme. Le th�eor�eme r�esulte donc de ce que, d’apr�es 1.4, le
second morphisme est un isomorphisme.
On en d�eduit aussitôt :

1.7. Corollaire. Sous les hypoth�eses de 1:6; le morphisme canonique

R�(X ;R�rig((X; X )=K))→ R�(X ′;R�rig((X; X
′)=K))

est un isomorphisme.

Soient j1 : X ,→ X 1; j2 : X ,→ X 2 deux compacti�cations de X sur k, X 3 l’adh�e-
rence sch�ematique de X plong�e diagonalement dans X 1 × X 2. En appliquant
le corollaire aux projections de X 3 sur X 1 et X 2, on obtient un isomorphisme
canonique

R�(X 2;R�rig((X; X 2)=K))
∼−→R�(X 1;R�rig((X; X 1)=K)) ;

v�eri�ant la condition de transitivit�e pour une troisi�eme compacti�cation. Par
cons�equent, la formule (1.3.1) d�e�nit bien, �a isomorphisme canonique pr�es,
des groupes de cohomologie ne d�ependant que de X . La fonctorialit�e en X se
montre comme en 1.5: si f : X → Y est un morphisme de k-sch�emas, et si X
et Y sont des compacti�cations de X et Y , notons X ′ l’adh�erence sch�ematique
de X dans X × Y , et v : X ′ → X , v′ : X ′ → Y les deux projections; le mor-
phisme f∗ induit sur la cohomologie rigide est alors d�e�ni comme le com-
pos�e

R�(Y ;R�rig((Y; Y )=K))
v′∗−→ R�(X ′;R�rig((X; X

′)=K))

v∗−1−→∼ R�(X ;R�rig((X; X )=K)) ;

dont on v�eri�e encore formellement qu’il satisfait la condition de transitivit�e
pour deux morphismes composables.

Nous aurons �a utiliser un cas simple de compatibilit�e �a l’extension des
scalaires:

1.8. Proposition. Soient K ′ une extension �nie de K; d’anneau des entiers
V′; de corps r�esiduel k ′; X un k-sch�ema de type �ni; X ′ le k ′-sch�ema qui
s’en d�eduit par changement de base. Il existe alors un isomorphisme cano-
nique

K ′ ⊗K H∗
rig(X=K)

∼−→H∗
rig(X

′=K ′) :

Si on choisit une compacti�cation j : X ,→ X de X , et un plongement X ,→ P̂
dans un V-sch�ema formel lisse au voisinage de X , on obtient par changement
de base une compacti�cation j′ : X ′ ,→ X ′, et un plongement X ′ ,→ P̂′, o�u P̂′

est lisse au voisinage de X ′. Soit u : P̂′ → P̂. Comme K ′ est �ni sur K , on
peut consid�erer P̂′K′ comme un espace analytique sur K , �ni au-dessus de P̂K .
De plus, il r�esulte de la description (1.1.1) que u−1K (]X [P̂) =]X

′[P̂′ . Il su�t
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alors de d�emontrer que le morphisme canonique

K ′ ⊗K j†
·
]X [P̂ =K

→ RuK∗j′†
·
]X ′[P̂′ =K′

:

est un isomorphisme. C’est une propri�et�e locale sur P̂, qu’on peut donc sup-
poser a�ne. On peut �egalement localiser sur X grâce aux suites exactes (1.2.2),
de sorte qu’on peut supposer X \X d�e�ni dans X par la r�eduction d’une
�equation h ∈ �(P̂;OP̂). Pour �¡1, soit U� (resp. U ′

�) l’ouvert de ]X [P̂ (resp.
]X ′[P̂′) form�e des points x tels que |h(x)|= �; on a donc U ′

� = u−1K (U�).
Fixons une suite croissante d’�el�ements �n ∈ �∗ de limite 1. Si W = Spf A est
un ouvert a�no��de de ]X [P̂ , on a

�(W;K ′ ⊗K j†
·
]X [P̂ =K

) = lim→
n

K ′ ⊗K �(W ∩ U�n ; 

·
]X [P̂ =K

) :

D’autre part, W ′ = u−1K (W ) est l’ouvert a�no��de de ]X ′[P̂′ d’alg�ebre K ′ ⊗K A,
et on a

�(W ′; j′†
·
]X ′[P̂′ =K′

) = lim→
n

�(W ′ ∩ U ′
�n ; 


·
]X ′[P̂′ =K

)

= lim→
n

K ′ ⊗K �(W ∩ U�n ; 

·
]X [P̂ =K

′) :

Comme les ouverts W ′ ∩ U ′
�n sont a�no��des, on d�eduit des th�eor�emes de Kiehl

que les Hi(W ′; j′†
k
]X ′[P̂′ =K′

) sont nuls pour tout k et tout i = 1, et l’�enonc�e

en r�esulte.

Pour terminer ces g�en�eralit�es sur la cohomologie rigide, indiquons comment
elle est reli�ee �a la cohomologie cristalline d’une part, et �a la cohomologie de
Monsky–Washnitzer d’autre part.

1.9. Proposition. Si X est propre et lisse sur k; et si W est un anneau de
Cohen de k; il existe un isomorphisme canonique

H∗
rig(X=K)

∼−→H∗
cris(X=W )⊗ K(1.9.1)

identi�ant la cohomologie rigide et la cohomologie cristalline de X .

Compte tenu de 1.8, on peut supposer que V = W . On construit d’abord un
homomorphisme (1.9.1) en supposant seulement que X est propre sur k. Pour
le calcul de la cohomologie rigide, on peut donc prendre X = X . Soit X ,→ P̂
une immersion ferm�ee dans un W -sch�ema formel lisse au voisinage de X . Par
d�e�nition, on a

H∗
rig(X=X ) = H∗(X;R�rig((X; X )=K)) ;

et, puisque X \X est vide,

R�rig((X; X )=K) = R sp∗

·
]X [P̂

:
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Si Û = Spf A est un ouvert a�ne de P̂, il r�esulte de (1.1.1) que sp−1(Û )∩ ]X [P̂
est un espace quasi-Stein au sens de Kiehl [20, 2.3]. Par cons�equent, les
Risp∗


k
]X [P̂

sont nuls pour i = 1, et on a simplement

R�rig((X; X )=K) = sp∗

·
]X [P̂
' (sp∗O]X [P̂)⊗ 
·̂

P :

Soient I l’id�eal de X dans P̂;P(I) l’enveloppe �a puissances divis�ees
(compatibles �a celles de l’id�eal (p) = m) de I dans OP̂ ; P̂(I) sa compl�etion
p-adique. Si OX=W est le faisceau structural du topos cristallin de X , et si
uX=W : (X=W )cris → XZar est le morphisme canonique du topos cristallin dans le
topos zariskien de X , on a d’apr�es [9, Th. 7.23]

H∗
cris(X=W ) ' H∗(X;RuX=W∗OX=W ) ' H∗(X; P̂(I)⊗ 
·̂

P ) :

Comme X est s�epar�e et quasi-compact, la cohomologie commute �a la ten-
sorisation par Q, et, pour d�e�nir l’homomorphisme (1.9.1), il su�t donc de
construire un morphisme de complexes

(sp∗O]X [P̂)⊗ 
·̂
P → P̂(I)⊗ 
·̂

P;Q ;(1.9.2)

pour cela, il su�t de construire un morphisme de OP̂-alg�ebres sp∗O]X [P̂ →
P̂(I)⊗Q compatible �a l’action des d�erivations.

Un tel morphisme existe sans hypoth�ese de propret�e sur X . En e�et, si
l’on pose � = p−1=p, on dispose d’abord du morphisme naturel sp∗O]X [P̂ →
sp∗O[X ]P̂; � . Soient Û = Spf A un ouvert a�ne de P̂; I = �(Û ;I); B = �(Û ;
P(I)). Si (f1; : : : ; fr) sont des g�en�erateurs de I , on a alors

�(Û ; sp∗O[X ]P̂; �) = A{T1; : : : ; Tr}=(fp
1 − pT1; : : : ; fp

r − pTr)⊗Q :

On d�e�nit un homomorphisme A-lin�eaire

A[T1; : : : ; Tr]=(f
p
1 − pT1; : : : ; fp

r − pTr)→ B

en envoyant Ti sur (p− 1)!f[p]i , d’o�u, par passage aux compl�et�es et tensori-
sation par Q, un homomorphisme

�(Û ; sp∗O[X ] P̂; �)→ �(Û ; P̂(I)⊗Q) :
qui est l’unique homomorphisme continu de (A⊗Q)-alg�ebres entre ces
anneaux. Pour Û variable, ces homomorphismes se recollent, et fournissent
le morphisme cherch�e: sp∗O]X [P̂ → P̂(I)⊗Q, Par continuit�e, il est clair qu’il
commute aux d�erivations. Il est clair qu’il est �egalement fonctoriel en (X; P).
Pour achever la d�emonstration de 1.9, il su�t de montrer que le morphisme

(1.9.2) est un quasi-isomorphisme lorsque X est lisse sur k. Cette propri�et�e
�etant locale, on peut alors supposer P̂ a�ne. Or, �a quasi-isomorphisme pr�es,
la source et le but de (1.9.2) ne d�ependent pas du choix du plongement de X
dans un sch�ema formel lisse P̂, et il est clair par construction que (1.9.2) est
fonctoriel par rapport �a l’immersion X ,→ P̂. Lorsque X est a�ne et lisse, on
peut choisir pour P̂ un rel�evement de X . Dans ce cas, I = mOP̂ , de sorte que
P̂(I) = OP̂ , et ]X [ P̂= P̂K , de sorte que sp∗O]X [P̂ = OP̂ ⊗Q. Le morphisme
(1.9.2) se r�eduit alors �a l’identit�e, d’o�u la proposition.
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1.10. Proposition. Si X est a�ne et lisse sur k; il existe un isomorphisme
canonique

H∗
rig(X=K)

∼−→ H∗
MW(X=K)(1.10.1)

identi�ant la cohomologie rigide et la cohomologie de Monsky–Washnitzer
de X.

Posons X = SpecA0. D’apr�es le th�eor�eme d’Elkik [12, Th. 6], il existe une V-
alg�ebre lisse A de r�eduction A0 sur k. Si A† est la compl�et�ee faible de A [22,
1.1], on peut donner de A† la description suivante (cf. [28, Par. 2]). Lorsque
A =V[t1; : : : ; tn]; A† est la sous-alg�ebre de l’alg�ebre de s�eries formelles
V[[t1; : : : ; tn]] form�ee des s�eries ’ =

∑
k �k t k dont les coe�cients �k ∈V

v�eri�ent une majoration de la forme |�k |¡c�|k|, avec �¡1; il revient au
même de demander que la s�erie ’ ait un rayon de convergence �¿1.
Dans le cas g�en�eral, si A 'V[t1; : : : ; tn]=I est une pr�esentation de A, on
a A† =V[t1; : : : ; tn]†=IV[t1; : : : ; tn]†. Le complexe de de Rham de A† peut
être d�e�ni comme �etant 
·

A† = A† ⊗A 
·
A . Par d�e�nition, la cohomologie de

Monsky–Washnitzer de X est alors la cohomologie du complexe 
·
A† ;Q.

Soit X ′ = SpecA, et supposons choisie une pr�esentation A 'V[t1; : : : ; tn]=I ,
correspondant �a une immersion ferm�ee X ′ ,→ An

V. On note X ′ l’adh�erence

sch�ematique de X ′ dans Pn
V; X̂ ′ son compl�et�e formel, X sa r�eduction sur k,

qui est une compacti�cation de X , et j :X ,→ X l’inclusion. Puisque X ′ est
lisse sur V; X̂ ′ est lisse sur V aux points de X . On peut donc calculer la

cohomologie rigide de X en utilisant le plongement X ,→ X̂ ′. On se trouve
alors dans la situation consid�er�ee en 1.1: le tube de X dans X̂ ′ est l’espace
X̂ ′

K = X ′ an
K ⊂ Pn an

K , celui de X est l’intersection de X ′ an
K avec la boule unit�e

ferm�ee, et un syst�eme fondamental de voisinages stricts de ]X [
X̂ ′
dans X̂ ′

K est

fourni par les intersections V� de X ′ an
K avec les boules de rayon �¿1. Soit j�

l’inclusion de V� dans X ′ an
K . Comme X ′ an

K est quasi-compact, on a

Hi(X ′ an
K ; j†
k

X ′ anK
) = lim→

�

H i(X ′ an
K ; j�∗


k
V�) ' lim→

�

H i(V�; 
k
V�) ;

le dernier isomorphisme r�esultant de ce que j� est l’inclusion d’un ouvert
a�no��de dans un espace s�epar�e, et 
k

V� un faisceau coh�erent sur OV� . Par suite,
Hi(X ′ an

K ; j†
k
X ′ anK
) = 0 pour tout k et tout i = 1, ce qui fournit l’isomorphisme

H∗
rig(X=K)

∼−→ H∗

lim→
�

�(V�; 
·
V�)

 :

Il r�esulte alors imm�ediatement de la description du complexe 
·
A† donn�ee plus

haut que l’on a un isomorphisme canonique 
·
A† ;Q

∼−→ lim→ ��(V�; 
·
V�), d’o�u

l’on d�eduit l’isomorphisme (1.10.1).
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Il reste �a prouver que cet isomorphisme est bien compatible aux mor-
phismes de fonctorialit�e des deux th�eories cohomologiques, ce qui n’est pas
tout �a fait clair a priori. Soit f :X = SpecB0 → Y = SpecA0 un morphisme de
k-sch�emas a�nes et lisses, d�e�ni par ’0 :A0 → B0. Si X ′ = SpecB; Y ′ = SpecA
sont deux V-sch�emas a�nes et lisses relevant X et Y , il existe un homo-
morphisme ’† :A† → B† relevant ’0 [28, (2.4.4)]. L’homomorphisme f∗MW :
H∗
MW(Y=K)→ H∗

MW(X=K) est alors l’homomorphisme induit par ’†. D’autre
part, choisissons des plongements de X ′ et Y ′ dans des espaces a�nes An

V

et Am
V; soient X ′; Y ′ les fermetures projectives correspondantes de X ′ et

Y ′; Z ′ ⊂ X ′ × Y ′ l’adh�erence de X ′ pour le plongement dans Pn
V × Pm

V donn�e
par le graphe de f; u : Z ′ → X ′; v : Z ′ → Y ′ les deux projections, Z la r�eduction
de Z ′ sur k. D’apr�es 1.7, l’homomorphisme f∗rig :H

∗
rig(Y=K)→ H∗

rig(X=K) est le
compos�e

H∗(Y ′ anK ; j†Y

·
Y ′ anK
) v∗−→H∗(Z ′ anK ; j′†X 
·

Z′ anK
) u∗−1−→∼ H∗(X ′ an

K ; j†X

·
X ′ anK
) ;

o�u j†Y (resp. j†X ; j
′†
X ) est le foncteur d�e�ni sur Y ′ anK (resp. X ′ an

K ; Z ′ anK ) par
l’immersion ouverte Y ,→ Y (resp. X ,→ X ; X ,→ Z). Pour tout � ∈ R, no-
tons U� (resp. V�) l’intersection de X ′ an

K (resp. Y ′ anK ) avec la boule ferm�ee de
rayon � de An

V (resp. Am
V). L’homomorphisme ’̂ : Â→ B̂ induit par ’† entre

les compl�et�es d�e�nit un morphisme

g : ]X [
X̂ ′
= Spm (B̂⊗ K)→ ]Y [

Ŷ ′
= Spm (Â⊗ K) :

Fixons �¿1. D’apr�es [5, (2.5.3)], il existe �¿1 tel que g se prolonge en un
morphisme U� → V�; que nous noterons encore g. Au-dessus de U�; g d�e�nit
donc une section s :U� → Z ′ anK de la projection u. Compte tenu de 1.2 (iv),
f∗rig peut s’�ecrire comme le compos�e

H∗(V�; j
†
Y


·
Y ′ anK
) v∗−→H∗(U� × V�; j

′†
X 
·

Z′ anK
) u∗−1−→∼ H∗(U�; j

†
X


·
X ′ anK
) :

Comme u ◦ s = Id, et que u∗ est un isomorphisme d’apr�es 1.4, on a u∗−1 = s∗.
On en d�eduit donc f∗rig = s∗ ◦ v∗ = g∗, ce qui entra�̂ne que f∗rig correspond
�a f∗MW via l’isomorphisme (1.10.1).

2. Cohomologie rigide �a supports dans un ferm�e

Nous allons maintenant �etendre la construction de la cohomologie rigide d’un
k-sch�ema de type �ni X de mani�ere �a obtenir une notion de cohomologie
�a supports dans un ferm�e Z ⊂ X . Nous montrerons ensuite que les espaces
obtenus poss�edent bien les propri�et�es formelles d’une cohomologie �a supports
dans un ferm�e.

2.1. Soient X un k-sch�ema de type �ni, Z ⊂ X un sous-sch�ema ferm�e,
jX :X ,→ X une compacti�cation de X au-dessus de k; Z ⊂ X un sous-sch�ema
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ferm�e tel que Z ∩ X = Z; X ,→ P̂ une immersion ferm�ee dans un V-sch�ema
formel lisse au voisinage de X . On pose U = X \Z , et, pour tout ouvert V de
X , on note jV l’immersion ouverte de V dans X . Pour tout faisceau ab�elien
E sur ]X [P̂ , on dispose d’une suite exacte canonique

0→ �†
]Z[

j†X E → j†X E → j†UE → 0 :(2.1.1)

En e�et, si V = X \Z , la d�e�nition du foncteur �†
]Z[

montre qu’il su�t de

v�eri�er qu’on a un isomorphisme canonique j†V j
†
X E ' j†UE, et cela r�esulte de

(1.2.4).

2.2. Proposition. Soient X un k-sch�ema de type �ni; Z ⊂ X un sous-sch�ema
ferm�e; jX :X ,→ X une compacti�cation de X au-dessus de k; Z ⊂ X un sous-
sch�ema ferm�e tel que Z ∩ X = Z; X ,→ P̂ une immersion ferm�ee dans un
V-sch�ema formel lisse au voisinage de X . Alors les espaces de cohomologie
H∗(]X [P̂ ; �

†
]Z[

j†X

·
]X [P̂

) ne d�ependent pas; �a isomorphisme canonique pr�es; des

choix e�ectu�es pour Z; X et P̂. De plus; pour T ⊂ Y ferm�e; ils sont fonctoriels
par rapport aux morphismes f :X → Y tels que f−1(T ) ⊂ Z .

Si X et P̂ sont �x�es, il r�esulte de la suite exacte (2.1.1) que, pour tout faisceau
ab�elien E sur ]X [P̂ , le faisceau �†

]Z[
j†X E est ind�ependant du choix du ferm�e

Z tel que Z ∩ X = Z . Il en est donc de même des espaces de cohomologie
consid�er�es.
Soient f :X → Y un k-morphisme, T ⊂ Y un ferm�e tel que f−1(T ) ⊂ Z .

On peut alors trouver des compacti�cations X ,→ X ; Y ,→ Y telles qu’il existe
un k-morphisme g :X → Y prolongeant f, et des immersions ferm�ees X ,→
P̂; Y ,→ P̂′ dans des sch�emas formels lisses au voisinage de X (resp. Y ), telles
qu’il existe un V-morphisme h : P̂ → P̂′ prolongeant g. Posons U = X \Z; V =
Y\T . Par hypoth�ese, on a f(U ) ⊂ V . Grâce aux suites exactes (2.1.1), les
morphismes de fonctorialit�e (cf. [5, (2.1.4)])

h−1K j†Y

·
]Y [P̂′
→ j†X h

−1
K 
·

]Y [P̂′
→ j†X


·
]X [P̂

;

h−1K j†V

·
]Y [P̂′
→ j†Uh−1K 
·

]Y [P̂′
→ j†U
·

]X [P̂
;

induisent un morphisme canonique

h−1K �†
]T [

j†Y

·
]Y [P̂′
→ �†

]Z[
j†X


·
]X [P̂

;

d’o�u l’on d�eduit par adjonction un morphisme

�†
]T [

j†Y

·
]Y [P̂′
→ Rh∗�

†
]Z[

j†X

·
]X [P̂

:(2.2.1)

Supposons d’abord que f et g soient l’identit�e de X et X , que Z = T , et
que h soit lisse au voisinage de X . Grâce au th�eor�eme 1.4, et aux triangles
distingu�es d�eduits des suites exactes (2.1.1), le morphisme (2.2.1) est alors
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un isomorphisme, ce qui entra�̂ne que les espaces H∗(]X [P̂ ; �
†
]Z[

j†X

·
]X [P̂

) ne

d�ependent pas de P̂. Si maintenant on suppose que f est l’identit�e de X , que
T = Z , et que g est propre, il r�esulte de 1.6 que le morphisme

R sp∗�
†
]T [

j†Y

·
]Y [P̂′
→ R sp∗Rh∗�

†
]Z[

j†X

·
]X [P̂

d�eduit de (2.2.1) est un isomorphisme, de sorte que les espaces H∗(]X [P̂ ;
�†
]Z[

j†X

·
]X [P̂

) ne d�ependent pas non plus de X .

Grâce �a (2.2.1), on proc�ede alors comme en 1.5 et 1.7 pour faire de ces
espaces des foncteurs en (X; Z), en prenant pour morphismes (X; Z)→ (Y; T )
les morphismes f :X → Y tels que f−1(T ) ⊂ Z .

2.3. D�e�nition. Avec les notations de l’�enonc�e pr�ec�edent; on d�e�nit la coho-
mologie rigide de X �a supports dans Z par

H∗
Z; rig(X=K) = H∗(]X [P̂ ; �

†
]Z[

j†X

·
]X [P̂

) :

On observera que, pour X �x�e, ces espaces ne d�ependent que de l’espace
topologique sous-jacent �a Z , et non de sa structure de sch�ema, car, par
d�e�nition, il en est ainsi des tubes et des voisinages stricts. Si Z = X , on peut
prendre Z = X , et on a alors �†

]Z[
= Id, de sorte que H∗

X; rig(X=K) = H∗
rig(X=K).

D’autre part, la suite exacte (2.1.1) fournit la suite exacte longue de co-
homologie habituelle

· · · → Hi
Z; rig(X=K)→ Hi

rig(X=K)→ Hi
rig(U=K)→ · · ·(2.3.1)

Compte tenu de 1.8, on en d�eduit que les espaces Hi
Z; rig(X=K) commutent

�a toute extension �nie K → K ′ du corps de base.

2.4. Proposition. Soient X un k-sch�ema de type �ni; Z ⊂ X un sous-sch�ema
ferm�e.

(i) Si X ′ est un ouvert de X contenant Z; l’homomorphisme canonique

H∗
Z; rig(X=K)→ H∗

Z; rig(X
′=K)(2.4.1)

est un isomorphisme.
(ii) Si Z = Z1 ∪ Z2; avec Z1 ∩ Z2 = ∅; l’homomorphisme canonique

H∗
Z1 ; rig(X=K)⊕ H∗

Z2 ; rig(X=K)→ H∗
Z; rig(X=K)(2.4.2)

est un isomorphisme.

Fixons comme pr�ec�edemment une compacti�cation X de X , qui est donc
aussi une compacti�cation de X ′, et une immersion ferm�ee X ,→ P̂ dans un
V-sch�ema formel lisse au voisinage de X . Soient Z l’adh�erence de Z dans X ,
jX :X ,→ X ; T = X \X; jX ′ :X ′ ,→ X ; T ′ = X \X ′. Pour tout faisceau ab�elien
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E sur ]X [P̂ , la suite exacte (1.2.1) relative �a T ′ fournit une suite exacte

0→ �†]T ′[ j
†
X E → j†X E → j†X ′E → 0 :

En appliquant le foncteur exact �†
]Z[
, on en d�eduit la suite exacte

0→ �†
]Z ∩ T ′[

j†X E → �†
]Z[

j†X E → �†
]Z[

j†X ′E → 0 ;

compe tenu de (1.2.4). Comme Z ⊂ X ′, on a Z ∩ T ′ ∩ X = ∅; d’o�u �†
]Z ∩ T ′[

j†X E

⊂ �†]T [ j
†
X E = 0, et l’assertion (i) en r�esulte.

Sous les hypoth�eses de (ii), soit Zi l’adh�erence de Zi; i = 1; 2. Posons
Xi = X \Zi. Pour tout faisceau ab�elien E, on dispose alors d’un diagramme
commutatif

0 0 0y y y
0 −→ 0 −→ �†

]Z1[
j†X E ⊕ �†

]Z2[
j†X E −→ �†

]Z1 ∪ Z2[
j†X E −→ 0y y y

0 −→ j†X E −→ j†X E ⊕ j†X E −→ j†X E −→ 0∥∥∥ y y
0 −→ j†X E −→ j†X1E ⊕ j†X2E −→ j†X1 ∩ X2E −→ 0y y y

0 0 0

dans lequel les deux lignes inf�erieures sont exactes d’apr�es (1.2.2), et les
deux colonnes de droite aussi d’apr�es (2.1.1). Il en r�esulte que le mor-
phisme de la ligne sup�erieure est un isomorphisme, ce qui entra�̂ne l’assertion
(ii).

2.5. Proposition. Soient X un k-sch�ema s�epar�e de type �ni; T ⊂ Z ⊂ X deux
sous-sch�emas ferm�es; X ′ = X \T; Z ′ = Z\T . Il existe alors une suite exacte
d’excision

· · · → Hi
T; rig(X=K)→ Hi

Z; rig(X=K)→ Hi
Z′ ; rig(X

′=K)→ · · ·(2.5.1)



348 P. Berthelot

Soient encore X une compacti�cation de X , et X ,→ P̂ une immersion ferm�ee
dans un V-sch�ema formel lisse au voisinage de X . On note Z; T les adh�erences
de Z et T dans X , et jX , jX ′ , jX\T les immersions ouvertes de X , X ′

et X \T dans X . Pour tout faisceau ab�elien F sur ]X [P̂ , on a une suite
exacte

0→ �†
]T [

F → F → j†
X\T F → 0 :

Si E est un faisceau ab�elien sur ]X [P̂ , cette suite exacte, appliqu�ee �a F =
�†
]Z[

j†X E, fournit une suite exacte

0→ �†
]T [

j†X E → �†
]Z[

j†X E → j†
X\T�

†
]Z[

j†X E → 0 :

D’apr�es (1.2.4), on a les isomorphismes

j†
X\T�

†
]Z[

j†X E
∼−→�†

]Z[
j†
X\T j†X E

∼−→�†
]Z[

j†X ′E :

Comme X est une compacti�cation de X ′, et que Z est un ferm�e de X tel que
Z ∩ X ′ = Z ′, on a par construction

Hi
Z′ ; rig(X

′=K) = Hi(]X [P̂ ; �
†
]Z[

j†X ′

·
]X [P̂

) ;

et l’�enonc�e en r�esulte.

3. Le th�eor�eme de �nitude

Dans cette section, nous montrons comment, grâce �a un argument de r�ecurrence
sur la dimension bas�e sur le th�eor�eme de de Jong, on peut d�eduire le th�eor�eme
de �nitude de la cohomologie rigide de l’existence d’un isomorphisme de Gysin
dans le cas relevable. Les notations sont les mêmes que dans les sections
pr�ec�edentes.

3.1. Th�eor�eme. Soient X un k-sch�ema lisse; et Z ⊂ X un sous-sch�ema ferm�e.
Alors les espaces de cohomologie H∗

Z; rig(X=K) sont de dimension �nie sur K .

Lorsque Z = X et que X est a�ne, le th�eor�eme de comparaison 1.10 permet
d’en d�eduire aussitôt:

3.2. Corollaire. Soit X un k-sch�ema a�ne et lisse. Alors les espaces de co-
homologie de Monsky–Washnitzer H∗

MW(X=K) sont de dimension �nie sur K .

3.3. Comme la cohomologie rigide commute aux extensions �nies du corps
K , il su�t de montrer le Th�eor�eme 3.1 lorsque V est un anneau de Co-
hen de k, ce que nous supposerons dor�enavant. De plus, si k ′ est une exten-
sion �nie de k, et K ′ = FracV′, o�u V′ est un anneau de Cohen de k ′, il
existe un homomorphisme de V dans V′ relevant k → k ′, et V′ est alors
�ni sur V; si X ′, Z ′ sont les k ′-sch�emas d�eduits de X; Z par extension des
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scalaires, on voit de même que la �nitude de H∗
Z′; rig(X

′=K ′) entra�̂ne celle de
H∗

Z; rig(X=K).
La d�emonstration du Th�eor�eme 3.1 proc�ede alors par r�ecurrence sur n, en

montrant alternativement les deux assertions suivantes:

(a)n Pour tout corps k de caract�eristique p et tout k-sch�ema lisse X de
dimension 5n, H∗

rig(X ) est de dimension �nie sur K ;
(b)n Pour tout corps k de caract�eristique p, tout k-sch�ema de type �ni Z de

dimension 5n, et toute k-immersion ferm�ee Z ,→ X dans un k-sch�ema lisse,
H∗

Z; rig(X ) est de dimension �nie sur K .

L’assertion (a)0 est claire. Pour pouver (b)0, une extension �nie du corps
de base permet de se ramener au cas o�u Z est la r�eunion d’un nombre �ni
de points rationnels sur k, donc �a celui o�u Z est un point rationnel sur k. On
peut conclure en utilisant l’isomorphisme de Gysin �enonc�e en 3.8, et �etabli
dans les sections suivantes, ou bien proc�eder par un calcul direct. Il r�esulte
de la proposition A.10 de l’appendice que les espaces H∗

Z; rig(X ) ne d�ependent
que de la dimension de X . Si l’on prend pour X un espace projectif, il su�t
donc de montrer que, si U = X \Z , les espaces H∗

rig(U ) sont de dimension �nie
sur K . En utilisant le recouvrement standard de U par des espaces a�nes, et
la suite exacte (1.2.2), on est ramen�e �a montrer que la cohomologie rigide du
produit d’un tore et d’un espace a�ne est de dimension �nie, ce qui r�esulte
d’un calcul sans di�cult�e.
La r�ecurrence utilise ensuite de mani�ere essentielle le th�eor�eme suivant, dû

�a A.J. de Jong:

3.4. Th�eor�eme [19, Th. 4.1]. Soient k un corps parfait; et X un k-sch�ema
s�epar�e de type �ni; suppos�e int�egre. Il existe alors un k-sch�ema projectif;
lisse et connexe X ′; un ouvert U ⊂ X ′; et un morphisme propre; surjectif; et
g�en�eriquement �etale � :U → X .

3.5. Montrons d’abord que (b)n−1 entra�̂ne (a)n. Soit X un k-sch�ema lisse de
dimension n. Quitte �a faire une extension �nie de k, on peut supposer X con-
nexe, donc irr�eductible. En appliquant 3.4 au sch�ema d�eduit de X par extension
des scalaires �a la clôture alg�ebrique de k, on voit que, quitte �a faire �a nouveau
une extension �nie de k, on peut trouver X ′, U et � d�e�nis sur k et v�eri�ant
les conclusions de 3.4. D’apr�es 1.9, H∗

rig(X
′) s’identi�e �a H∗

cris(X
′)⊗ K , et

est donc de dimension �nie sur K . Puisque � est g�en�eriquement �etale, on
a dim (X ′) = n. Grâce �a la suite exacte (2.3.1), l’hypoth�ese (b)n−1 implique
que H∗

rig(U1) est de dimension �nie pour tout ouvert U1 ⊂ X ′. D’autre part,
l’image par � de l’ensemble des points o�u � n’est pas �etale est un ferm�e de
X qui ne contient pas le point g�en�erique. Il existe donc un ouvert a�ne non
vide X1 ⊂ X tel que le morphisme U1 = �−1(X1)→ X1 soit �etale. Comme
c’est un morphisme propre, il est �ni. Or l’hypoth�ese (b)n−1 montre en-
core que H∗

rig(X ) est de dimension �nie si et seulement s’il en est ainsi de
H∗
rig(X1). Comme, d’apr�es la proposition qui suit, l’homomorphisme canonique

H∗
rig(X1)→ H∗

rig(U1) est injectif, l’assertion (a)n en r�esulte.
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3.6. Proposition. Soit f : Y → X un morphisme �ni et plat entre deux k-
sch�emas a�nes et lisses. L’homomorphisme canonique f∗ :H∗

rig(X )→ H∗
rig(Y )

poss�ede alors une r�etraction H∗
rig(Y )→ H∗

rig(X ).

Soient A0 = �(X;OX ); B0 = �(Y;OY ), et ’ :A0 → B0 l’homomorphisme cor-
respondant �a f. Il existe alors des V-alg�ebres faiblement compl�etes A†, B†

et un homomorphisme ’† :A† → B† relevant ’ [28, (2.4.4)]. D’apr�es [22,
Th. 6.2], B† est �nie sur A†. Si Â et B̂ sont les compl�et�ees de A† et B†,
l’homomorphisme canonique Â⊗A† B† → B̂ est donc un isomorphisme. Mon-
trons que B† cot �egalement plate sur A†. Comme A† est n�th�erienne, et mA†est
contenu dans le radical de A† [22, Th. 1.6], Â est �d�element plate sur A†, de
sorte qu’il su�t de prouver que B̂ est plate sur Â. Cela r�esulte alors de ce
que, pour tout i; B̂=miB̂ est plate sur Â=mi Â d’apr�es le crit�ere de platitude par
�bres.
Il r�esulte alors de [22, Th. 8.3] qu’il existe un morphisme trace

Tr’† :

·
B† → 
·

A† ;

tel que le compos�e avec le morphisme canonique 
·
A† → 
·

B† soit la multipli-
cation par le rang n de B† sur A†. On obtient alors une r�etraction

Tr’† =n : H
∗
MW(Y=K)→ H∗

MW(X=K)

de l’homomorphisme de fonctorialit�e f∗. Via le th�eor�eme de comparaison 1.10,
l’�enonc�e en d�ecoule.

3.7. Montrons maintenant que les assertions (b)n−1 et (a)n entra�̂nent (b)n.
Soit Z ,→ X une k-immersion ferm�ee, o�u X est lisse, et dim(Z)5 n. Soit
Z le sch�ema d�eduit de Z par passage �a la clôture alg�ebrique de k. Il existe
une extension �nie de k sur laquelle le sous-sch�ema r�eduit Z red est d�e�ni,
et poss�ede un ouvert de lissit�e contenant les points g�en�eriques de toutes les
composantes irr�eductibles. Comme les espaces H∗

Z; rig(X ) ne d�ependent que de
Zred, on peut passer �a cette extension �nie, et remplacer ensuite Z par Zred.
Par hypoth�ese, il existe alors un ferm�e T ⊂ Z tel que dim(T )¡ n, et que
Z\T soit lisse. Si X ′ = X \T; Z ′ = Z\T , la suite exacte d’excision (2.5.1)
et l’hypoth�ese (b)n−1 ram�enent �a montrer la �nitude de H∗

Z′ ; rig(X
′), de sorte

que l’on peut supposer que Z est lisse. La d�emonstration serait alors termin�ee
(grâce �a l’hypoth�ese (a)n) si l’on disposait dans ce cas d’un isomorphisme de
Gysin

H∗
rig(Z)

∼−→H∗+2r
Z; rig (X ) ;

o�u r est la codimension de Z dans X . Faute de savoir pour l’instant cons-
truire un tel isomorphisme en toute g�en�eralit�e, nous allons localiser davan-
tage pour nous ramener �a une situation relevable, o�u il est possible de le
faire.
La d�ecomposition (2.4.2) permet en e�et de supposer de plus Z connexe.

Utilisant encore la suite exacte d’excision, et l’isomorphisme de restriction
(2.4.1), on voit alors que, si U est un ouvert de X tel que Z ∩ U-∅, on peut
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remplacer X par U et Z par Z ∩ U . On peut ainsi supposer X a�ne, et Z
d�e�ni dans X par une suite de sections t1; : : : ; tr faisant partie d’un syst�eme
de coordonn�ees locales. Posons X = SpecA; S = SpecV. D’apr�es le th�eor�eme
d’Elkik [12, Th. 6], il existe un S-sch�ema a�ne et lisse X ′ = SpecA′ rele-
vant X . Soient t′1; : : : ; t

′
r ∈ A′ relevant t1; : : : ; tr , et Z ′ le sous-sch�ema ferm�e de

X ′ d�e�ni par t′1; : : : ; t
′
r . Comme Z ′ est lisse sur S aux points de Z , on peut trou-

ver dans X ′ un ouvert a�ne U ′ tel que Z ∩ U ′ soit non vide, et Z ′ ∩ U ′ lisse
sur S. Par excision, on est alors ramen�e au cas o�u il existe une immersion
ferm�ee Z ′ ,→ X ′ entre deux S-sch�emas a�nes et lisses relevant l’immersion
Z ,→ X .
Pour achever la d�emonstration de 3.1, il su�t alors de montrer qu’il

existe sous ces hypoth�eses un isomorphisme de Gysin. Cela r�esulte du th�eor�eme
suivant (avec Y = Z):

3.8. Th�eor�eme. Soient V un anneau de valuation discr�ete complet d’in�egales
caract�eristiques; de corps r�esiduel k; de corps des fractions K; Y ′ ,→ X ′ une
immersion ferm�ee de codimension r entre deux sch�emas quasi-projectifs et
lisses sur V. Si X; Y sont les r�eductions de X ′; Y ′ sur k; et Z un sous-sch�ema
ferm�e de Y; il existe un isomorphisme naturel

R�Z; rig(Y=K)
∼−→R�Z; rig(X=K)[2r] :(3.8.1)

La d�emonstration de ce r�esultat sera l’objet des deux sections suivantes.

3.9. Remarques. (i) Grâce au th�eor�eme de de Jong, la m�ethode utilis�ee dans
la d�emonstration de 3.1 permet �egalement de d�emontrer la �nitude de la coho-
mologie rigide �a supports compacts H∗

c; rig(X ) d�e�nie dans [3]. La d�emonstration
est plus simple que pour la cohomologie sans supports, car on dispose dans
ce cas des suites exactes longues

· · · → Hi
c; rig(Z)→ Hi

c; rig(X )→ Hi
c; rig(U )→ · · ·

pour Z ferm�e dans X , U = X \Z . Il su�t alors de proc�eder par r�ecurrence sur
la dimension de X , ce qu’on fait comme dans la d�emonstration de (a)n. Le
lecteur pourra se reporter �a [6] pour plus de d�etails.
(ii) Pour d�e�nir la cohomologie rigide, il n’est pas r�eellement n�ecessaire

de supposer que la valuation de K soit discr�ete (cf. [5; 6]). Rappelons que le
cas d’une valuation non discr�ete permet de comparer les espaces de cohomolo-
gie rigide avec ceux que fournit la th�eorie de Dwork, qui sont g�en�eralement
construits sur Cp (voir [4]). La plupart des r�esultats de cet article peuvent être
prouv�es sans hypoth�ese sur la valuation de K , mais l’argument de compati-
bilit�e aux extensions �nies du corps de base donn�e en 1.8 ne s’�etend pas tel
quel au cas d’une extension in�nie. Bien qu’il ne fasse pas de doute que le
th�eor�eme de comparaison avec la cohomologie cristalline doive s’�etendre au
cas d’une valuation quelconque, la d�emonstration donn�ee en 1.9 n’est donc
pas su�sante pour le prouver. Par suite, le Th�eor�eme 3.1 ne s’applique dans
l’�etat actuel des choses qu’�a la cohomologie rigide relative �a un corps muni
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d’une valuation discr�ete. Cela devrait su�re pour la plupart des applications
g�eom�etriques, mais nous esp�erons n�eanmoins revenir ult�erieurement sur cette
question.
(iii) L’hypoth�ese de quasi-projectivit�e faite dans l’�enonc�e de 3.8 peut être

a�aiblie, et sert simplement �a assurer qu’il existe une immersion X ′ ,→ P, o�u
P est lisse sur V, et o�u l’adh�erence de X ′ dans P est propre sur V.

(iv) Il ne fait pas de doute que l’isomorphisme (3.8.1) ne d�epende pas
du choix des rel�evements X ′ et Y ′ de X et Y , mais je ne l’ai pas v�eri��e en
g�en�eral.

3.10. Bien que la d�emonstration de 3.1 soit sp�eci�que au cas de la cohomologie
rigide �a coe�cients constants, on peut d�eduire facilement de cet �enonc�e des
th�eor�emes de �nitude pour certains espaces de cohomologie rigide �a coe�cients
dans des isocristaux surconvergents qui s’interpr�etent comme facteurs directs
d’espaces de cohomologie rigide �a coe�cients constants. Un exemple type
de cette situation est fourni par les espaces qui interviennent dans la th�eorie
des somme exponentielles. Soient q = ps une puissance de p, et k = Fq; on
suppose ici que K contient une racine de l’�equation Xp−1 = −p. On note t la
coordonn�ee canonique sur le groupe additif Ga (resp. le groupe multiplicatif
Gm). Pour tout ce qui concerne les isocristaux surconvergents et la construction
de la cohomologie rigide �a coe�cients dans ceux-ci, qui g�en�eralise celle que
nous avons donn�ee dans la premi�ere section, nous renvoyons le lecteur �a [5]
et [6].
Soit  un caract�ere additif de Fq �a valeurs dans K . On sait associer de

mani�ere naturelle �a  un �el�ement � ∈V [4, (1.3)]. Il d�e�nit un F-isocristal
surconvergent L sur la droite a�ne Ga; k , correspondant au �br�e trivial sur
A1 anK muni de la connexion 3 telle que 3 (1) = −� dt [4, (1.5)].

Soit d’autre part �q−1 ⊂ k∗ le groupe des racines (q− 1)-i�emes de l’unit�e.
Un caract�ere multiplicatif � : �q−1 → K∗ de Fq s’�ecrit sous la forme � = !i, o�u
! est le caract�ere de Teichm�uller, et i un entier uniquement d�etermin�e modulo
q− 1. On pose a� = i=q− 1, et on associe �a � le Fs-isocristal surconvergent
K� sur Gm; k correspondant au �br�e trivial sur Gan

m;K muni de la connexion 3�

telle que 3�(1) = a�dt=t.
Si X est un k-sch�ema lisse, muni de morphismes fi : X → Ga; k ;

i = 1; : : : ; a, et hj : X → Gm; k ; j = 1; : : : ; b, et si  i; i = 1; : : : ; a (resp. �j; j =
1; : : : ; b) sont des caract�eres additifs (resp. multiplicatifs) de Fq, on d�e�nit un
Fs-isocristal surconvergent E sur X en posant

E =
(

a⊗
i=1

f∗i L i

)
⊗
(

b⊗
j=1

h∗jK� j

)
;

o�u f∗i et h∗j d�esignent les foncteurs image inverse au sens des isocristaux
surconvergents [5, (2.3.2) (iv)]. Rappelons que la formule des traces d’Etesse-
Le Stum permet d’interpr�eter les sommes exponentielles Sr(X; fi; gj;  −1i ; �−1j )
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au moyen de l’action de Frobenius sur les espaces de cohomologie rigide
Hi
rig(X;E) [13, 6.5].
Pour i = 1; : : : ; a, soit Yi l’image inverse par le morphisme fi : X →

Ga; k du revêtement d’Artin–Schreier de Ga; k d’�equation zq − z = t, et, pour
j = 1; : : : ; b, soit Zj l’image inverse par le morphisme gj : X → Gm; k du
revêtement de Kummer de Gm; k d�e�ni par l’�el�evation �a la puissance (q− 1)-
i�eme. Notons X ′ = Y1 ×X · · · ×X Yi ×X Z1 ×X · · · ×X Zj, et u : X ′ → X la pro-
jection; X ′ est un revêtement galoisien de X , de groupe G = (Fq)a × (F∗q)b.
Consid�erons le caract�ere ’ =  1 : : :  a�1 · · · �b de G. Il r�esulte de [4, (1.6)] et
de l’�enonc�e analogue dans le cas multiplicatif que, si X ,→ P̂ est un plongement
d’une compacti�cation de X dans un V-sch�ema formel lisse au voisinage de
X , la r�ealisation sur P̂ de l’isocristal E s’identi�e au facteur direct de l’image
directe urig∗(X ′=P̂) sur lequel G agit par le caract�ere ’. Par suite, l’espace
Hi
rig(X;E) s’identi�e au sous-espace de Hi

rig(X
′=K) sur lequel G agit par ’. Il

r�esulte donc de 3.1 que les Hi
rig(X;E) sont de dimension �nie sur K .

4. Un th�eor�eme de comparaison

La construction de l’isomorphisme de Gysin (3.8.1) utilisera un th�eor�eme
de comparaison entre complexes de de Rham �a singularit�es m�eromorphes et
surconvergentes le long d’un diviseur lisse (Th�eor�eme 4.2 ci-dessous), que nous
d�emontrons dans cette section. On peut rapprocher cet �enonc�e du th�eor�eme de
comparaison de Grothendieck [14] entre complexes de de Rham �a singularit�es
m�eromorphes et essentielles dans le cas complexe, et du th�eor�eme analogue
de Kiehl [21] dans le cas rigide. On notera aussi que, lorsque le diviseur H
introduit plus bas est vide, le Th�eor�eme 4.2 redonne, dans le cas particulier
o�u le �br�e �a connexion est trivial, le th�eor�eme de Baldassarri–Chiarellotto
comparant cohomologie alg�ebrique et cohomologie rigide [1]. La m�ethode em-
ploy�ee ici est di��erente de celle de Baldassarri–Chiarellotto, et repose sur
l’identi�cation du complexe de de Rham �a un foncteur RHom calcul�e sur
un faisceau d’op�erateurs di��erentiels convenable.

4.1. On �xe un anneau de valuation discr�ete complet V, d’in�egales ca-
ract�eristiques, de corps r�esiduel k, et de corps des fractions K . Soient P̂
un V-sch�ema formel lisse, de �bre sp�eciale P0, H un diviseur de P0; Û le
compl�ementaire de H dans P̂; U0 sa �bre sp�eciale, j : Û ,→ P̂ (resp. U0 ,→ P0)
l’immersion canonique.
Soit m ∈ N. On note Dp̂ le faisceau usuel des op�erateurs di��erentiels sur

P̂; D(m)p̂ le faisceau des op�erateurs di��erentiels de niveau 5 m [8, (2.2.1)], et

D
(m)
P̂; n
le sous-faisceau des op�erateurs d’ordre 5 n. Si pm ¿ e=(p− 1), o�u e est

l’indice de rami�cation absolu de V, on peut associer canoniquement �a P̂ et

H un faisceau de OP̂-alg�ebres B̂
(m)
P̂ (H), muni d’une action naturelle de D(m)

P̂
,

compatible �a sa structure de OP̂-alg�ebre. Sur un ouvert o�u H est d�e�ni par la
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r�eduction sur k d’une section h de OP̂ , on pose B̂
(m)
P̂ (H) = B̂P̂(h; p

m+1), en
notant pour tout entier r

B̂P̂(h; r) := OP̂{T}=(hrT − p) ;(4.1.1)

o�u T est une ind�etermin�ee, et OP̂{T} est l’alg�ebre des s�eries formelles res-
treintes �a coe�cients dans OP̂ . Grâce �a l’action de D

(m)
P̂
, l’alg�ebre B̂P̂(h; p

m+1)
est ind�ependante �a isomorphisme canonique pr�es du choix de la section h,
ce qui permet le recollement sur des ouverts variables [8, (4.2.4)]; de plus,
l’homomorphisme B̂P̂(h; p

m+1)→ j∗OÛ qui envoie T sur p=hpm+1
est injectif

[8, (4.3.3)]. Pour m variable, ces alg�ebres forment un syst�eme inductif, et on
d�e�nit l’alg�ebre des fonctions �a singularit�es surconvergentes le long de Z en
posant

OP̂(
†H) = lim→

m

B̂
(m)
P̂ (H) ,→ j∗OÛ :

Rappelons en�n que si l’on pose OP̂;Q(
†H) = OP̂(

†H)⊗Q (plutôt que
OP̂(

†H)Q), et si l’on note j† le foncteur “germes de sections surconvergentes”
au voisinage du tube ]U0[P̂ tel qu’il a �et�e d�e�ni en 1.2, on dispose d’apr�es
[8, (4.3.2)] d’un isomorphisme canonique

OP̂;Q(
†H) ∼−→ sp∗ j†OP̂K

:

Soit d’autre part D̂ ,→ P̂ un diviseur plat sur V, d�e�ni par un id�eal
localement principal I ⊂ OP̂ . Pour tout OP̂-module E, on pose

E(∗D̂) = lim→
n

HomOP̂ (I
n;E) ;

soit encore, au voisinage d’un point o�u D̂ est d�e�ni par une section t de OP̂ ,
E(∗D̂) = OP̂[1=t]⊗ E.
4.2. Th�eor�eme. Sour les hypoth�eses de 4:1; on note D0 la �bre sp�eciale de D̂;
H ′ le diviseur H + D0 ⊂ P0; et on suppose que D̂ est lisse sur V aux points
de D0 ∩ U0. Le morphisme canonique

OP̂(
†H)(∗D̂)⊗OP̂ 
·̂

P;Q → OP̂(†H ′)⊗OP̂

·̂

P;Q(4.2.1)

est alors un quasi-isomorphisme.

L’assertion �etant locale sur P̂, on peut supposer que P̂ est a�ne et poss�ede
un syst�eme de coordonn�ees locales x1; : : : ; xd relativement �a V. D’autre part,
supposons donn�ee une famille (Ui)i=1; :::; n d’ouverts principaux de P0 recou-
vrant U0, et posons Ui = D(hi), avec hi ∈ �(P0;OP0 ). Pour toute suite i1
¡ · · ·¡ ik , notons Ui1··· ik = Ui1 ∩ · · · ∩ Uik ; ji1 ;:::;ik l’inclusion de Ui1···ik dans
P0, et Hi1···ik = H + V (hi1 · · · hik ). Pour tout faisceau ab�elien E sur la �bre
g�en�erique P̂K de P, on dispose d’apr�es (1.2.2) d’une suite exacte de faisceaux
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ab�eliens sur P̂K :

0→ j†E →∏
i
j†i E →

∏
i1¡i2

j†i1i2E → · · · → j†1···nE → 0 :

Or, pour q= 1, les faisceaux Rqsp∗j
†
i1··· ik E sont nuls pour toute suite i1 ¡

· · ·¡ ik , et tout OPK -module coh�erent E. En e�et, si V est un ouvert a�ne de
P̂, et si, pour � ¡ 1; � ∈ �∗, on note j� : U� ,→ VK l’inclusion de l’ouvert a�-
noide U� = {x ∈ VK | |hhi1 · · · hik |= �}, on a j†i1··· ik E = lim→ �→1−

j�∗j∗�E; comme

VK est quasi-compact et s�epar�e, et que les V� sont a�no��des, on a pour tout
q= 1:

Hq(VK ; j
†
i1··· ik E) = lim→

�→1−
Hq(VK ; j�∗j∗�E) ' lim→

�→1−
Hq(V�; j∗�E) = 0 :

En appliquant sp∗ �a la suite exacte obtenue pour E = OPK , on obtient donc
une suite exacte

0→ OP̂;Q(†H)→
∏
i
OP̂;Q(

†Hi)→ · · · → OP̂;Q(†H1···n)→ 0 :

On voit ainsi que, pour prouver le th�eor�eme, il su�t de le prouver lorsqu’on
remplace H par l’un des Hi1···ik ; k = 1.
On peut alors choisir le recouvrement (Ui) tel que, sur chacun des Ui, il

existe des coordonn�ees locales t1; : : : ; td pour lesquelles D0 ∩ Ui est d�e�ni par
l’�equation t1. Comme Ui est un ouvert principal de P0, on peut supposer que
t1 se prolonge en une section de l’id�eal de D0 dans P0, et les ti en des sections
de OP0 . Il est alors possible de relever t1 en une section de l’id�eal de D̂ et les
ti en des sections de OP̂ . Sur Ûi = P̂ ∩ Ui, les sections ainsi obtenues, qu’on
notera encore t1; : : : ; td, sont des coordonn�ees locales, et t1 est un g�en�erateur
de l’id�eal de D̂ ∩ Ui dans Û i. Dans cette situation, le th�eor�eme r�esultera d’une
pr�esentation explicite des alg�ebres OP̂(

†H)(∗D̂) et OP̂(†H ′) sur des anneaux
d’op�erateurs di��erentiels convenables.

4.3. Soient m5 m′ deux entiers. Rappelons que, si P̂ est un V-sch�ema formel
lisse, et H un diviseur de sa �bre sp�eciale, l’action du faisceau d’op�erateurs
di��erentiels D(m)

P̂
sur B̂(m

′)
P̂
(H) permet de munir B̂(m

′)
P̂
(H)⊗OP̂

D
(m)
P̂

d’une
structure canonique de faisceau d’anneaux [8, (2.3.5)]. Pour m, m′ variables, on
obtient ainsi un syst�eme inductif de faisceaux d’anneaux. Comme lim→ mD

(m)
P̂
=

DP̂ , on obtient par passage �a la limite une structure de faisceau d’anneaux sur

DP̂(
†H) := OP̂(

†H)⊗OP̂
DP̂ :

Par compl�etion, on obtient �egalement une structure de faisceau d’anneaux sur

le produit tensoriel compl�et�e B̂(m
′)

P̂
(H) ⊗̂ D̂(m)P̂ . Par passage �a la limite induc-

tive, on obtient ainsi le faisceau d’anneaux

D†
P̂
(†H) := lim→

m

B̂
(m)
P̂ (H) ⊗̂ D̂(m)

P̂
:
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Si on note j : Û ,→ P̂ l’inclusion du compl�ementaire de H , on dispose d’apre�s
[8, (4.3.3) et (4.3.10)] des injections

(4.3.1)

Soient x1; : : : ; xd des coordonn�ees locales sur P̂, et @1; : : : ; @d les d�erivations
correspondantes. Rappelons (cf. [8]) que DP̂ , le faisceau usuel des op�erateurs
di��erentiels, a une base sur OP̂ form�ee des op�erateurs @[k] := @k=k! ∈ DP̂;Q,

pour k = (k1; : : : ; kd) ∈ Nd. De même, le faisceau D(m)
P̂
a une base form�ee des

op�erateurs @〈k〉(m) := q(m)
k
!@k=k! ∈ DP̂;Q, o�u, pour tout entier k, on note q(m)k le

quotient de la division euclidienne de k par pm. Lorsqu’aucune confusion n’en
r�esulte, on utilise la notation @〈k〉 au lieu de @〈k〉(m) .
Lorsqu’on est sous les hypoth�eses de la �n de la section pr�ec�edente, on

peut donner une description locale des sections de D†
P̂
(†H) au moyen des

coordonn�ees sur Û (voir aussi la d�emonstration de [18, 1.6.4]):

4.4. Lemme. Soient P̂ un V-sch�ema formel a�ne; connexe; lisse et poss�edant
un syst�eme de coordonn�ees locales x1; : : : ; xd; H un diviseur de sa �bre sp�eciale;
Û = P̂ \ H; j : Û ,→ P̂. On suppose qu’il existe des sections t1; : : : ; td∈�(P̂;OP̂)
dont la restriction �a Û soit un second syst�eme de coordonn�ees locales
sur Û . On note @1; : : : ; @d les d�erivations par rapport aux xi; et @′1; : : : ; @

′
d

les d�erivations par rapport aux ti; qu’on consid�ere comme des sections de
j∗D

(m)
Û
⊃ D(m)

P̂
; pour un entier m ¿ logp(e=(p− 1)) �x�e. Alors:

(i) Pour tout k; il existe des sections a(m)k; k′ ∈ �(P̂;OP̂); uniques; telles que

@〈k〉(m) =
∑

k′5 k
a(m)k; k′@

′〈k′〉(m)(4.4.1)

dans �(Û ;D(m)
P̂
).

(ii) Il existe un entier m′ = m+ 1 et; pour tout k ′; des sections b(m)k′ ; k ∈
�(P̂; B̂

(m′)
P̂ (H)); uniques; telles que

pd@′〈k
′〉(m) =

∑
k5k′

b(m)k′ ; k@
〈k〉(m+1)(4.4.2)

dans �(Û ;D(m+1)
P̂

).

Les assertions d’unicit�e de (i) et (ii) r�esultent de ce que, pour tout m;�(Û ;
D
(m)
P̂
) est un module libre sur �(Û ;OP̂); ayant pour base les @〈k〉(m) , ou les

@′〈k〉(m) , pour k ∈ Nd.
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Consid�erons le morphisme de sch�emas formels u : P̂ → Â
d
V d�e�ni par les

sections ti. Comme les ti sont des coordonn�ees locales sur Û , le morphisme
canonique D(m)

P̂
→ u∗D(m)

Âd est un isomorphisme sur Û . L’assertion (i) r�esulte
alors du diagramme commutatif

�(Û ;D(m)
P̂
)

∼−−→ �(Û ; u∗D(m)
Âd )

N N

�(P̂;D(m)
P̂
) ,→ �(P̂; u∗D(m)

Âd ) :

D’autre part, soient C = Coker(D(m+1)
P̂;pm+1 → u∗D(m+1)

Âd;pm+1
); I = Ann(C). Comme

C est un OP̂ -module coh�erent, I est un id�eal coh�erent de OP̂ . Puisque C est
�a support dans H , il en est de même de OP̂=I. Si h ∈ OP̂ rel�eve une �equation
locale de H sur un ouvert V̂ de P̂, il existe donc un entier n et une section
a ∈ �(V̂ ;OP̂) tels que hpn

+ pa ∈ I. A fortiori, g = (hpn
+ pa)p est dans I;

de sorte que, pour tout i et tout k ′ 5 pm+1, on a g@
′〈k′〉(m+1)
i ∈ D(m+1)

V̂
. En

reprenant les notations de (4.1.1), il existe dans l’alg�ebre B̂P̂ (h
pn
+ pa; p) une

section T telle que gT = p. Comme hpn
+ pa et hpn

sont deux rel�evements
de la même section modulo p, il existe sur V̂ des isomorphismes canoniques

B̂V̂ (h
pn
+ pa; p) ∼= B̂V̂ (h

pn
; p) = B̂V̂ (h; p

n+1) ∼= B̂(n)P̂ (H)|V̂ ;

ce qui montre qu’il existe dans �(V̂ ; B̂
(n)
P̂ (H)) une section Th telle gTh = p.

Pour tout i et tout k ′ 5 pm+1, on obtient alors p@
′〈k′〉(m+1)
i ∈ �(V̂ ; B̂

(n)
P̂ (H)⊗

D
(m)
P̂
).

Par quasi-compacit�e, on peut choisir n ind�ependant de V̂ . Soit m′ =
max(n; m+ 1). Pour k ′ quelconque, on �ecrit k ′ = pm+1q+ r, avec 05 ri ¡

pm+1 pour tout i; l’op�erateur @
′〈k′i 〉(m+1)
i se met alors sous la forme

@
′〈k′i 〉(m+1)
i = u@

′〈ri〉(m+1)
i (@

′〈pm+1〉(m+1)
i )qi

avec u ∈ Z(p) (voir [8, (1.1.3) et (2.2.5)]), et on en d�eduit que, quel que soit
k ′; on a

p|q|+d@′〈k
′〉(m+1) ∈ B̂(m

′)
P̂ (H)⊗D(m+1)

P̂
;(4.4.3)

puisque B̂
(m′)
P̂ (H)⊗D(m+1)

P̂
est un faisceau d’anneaux.

Rappelons maintenant que, si n =
∑

i aipi est l’�ecriture de n en base p, et
�(n) =

∑
ai; la valuation p-adique de n! est donn�ee par

vp(n!) = (n− �(n))=(p− 1) :
Pour tout k ′, on peut encore �ecrire k ′ = pmq′ + r′, avec 05 r′i ¡ pm pour

tout i. L’homomorphisme canonique D(m)
P̂
→ D(m+1)

P̂
envoie @′〈k

′〉(m) sur (q′!=q!)
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@′〈k
′〉(m+1) . On d�eduit facilement de la formule pr�ec�edente que vp(q′!=q!) = |q|,

si bien que, d’apr�es (4.4.3), on obtient

pd@′
〈k′〉(m) ∈ B̂(m

′)
P̂ (H)⊗D(m+1)

P̂
;

d’o�u l’assertion (ii).

4.5. Lemme. Sous les hypoth�eses de 4.4, soit V̂ un ouvert a�ne de P̂. On
munit l’espace �(V̂ ; j∗D

†
Û ;Q
) ⊂ �(V̂ ∩ Û ; D̂P̂;Q) de la topologie induite par

la topologie p-adique. Si Q ∈ �(V̂ ; j∗D
†
Û ;Q
); les conditions suivantes sont

�equivalentes:
(i) L’op�erateur Q appartient �a �(V̂ ; D̂

†
P̂;Q(

†H)).

(ii) Il existe un entier m; et des sections bk ∈ �(V̂ ; B̂
(m)
P̂;Q(H)) telles que

Q =
∑
k
bk@

′〈k〉(m) ;(4.5.1)

avec bk → 0 pour |k| → ∞.
(iii) Il existe un entier m; et des sections b′k ∈ �(V̂ ; B̂

(m)
P̂;Q(H)) telles que

Q =
∑
k
b′k@

′[ k ] ;(4.5.2)

avec ‖b′k‖¡ c�|k| pour certaines constantes c; � ¡ 1; la norme �etant une

norme de Banach quelconque sur l’alg�ebre a�no��de �(V̂ ; B̂
(m)
P̂;Q(H)).

Si ces conditions sont satisfaites; les sections bk et b′k sont alors uniques.

Si Q∈�(V̂ ; D†
P̂;Q
(†H)); il existe un entier m tel que Q∈�(V̂ ; B̂

(m)
P̂ (H) ⊗̂D̂(m)P̂;Q).

On peut donc �ecrire Q sous la forme
∑

i ai@
〈i〉(m) , o�u ai ∈�(V̂ ; B̂

(m)
P̂;Q (H))

tend vers 0 pour |i| → ∞. Appliquant (4.4.1), on en d�eduit (4.5.1), avec
bk =

∑
i=k aia

(m)
i; k .

Inversement, supposons que Q v�eri�e (4.5.1). Grâce �a la relation (4.4.2),
on peut trouver m′ = m+ 1 tel que l’on puisse �ecrire Q =

∑
i ai@

〈i〉(m+1) , o�u

ai ∈ �(V̂ ; B̂
(m′)
P̂;Q(H)) tend vers 0, en posant ai = p−d∑

k=i bkb
(m)
k; i . Par suite,

Q ∈ �(V̂ ; D†
P̂;Q
(†H)).

Comme @′〈k〉(m) = q(m)
k
!@[k]; (ii) entra�̂ne (iii) d’apr�es [8, (2.4.3)]. De même,

sous les hypoth�eses de (iii), il existe m′ tel que b′k = q(m
′)

k
!bk ; avec bk → 0

dans �(V̂ ; B̂
(m)
P̂;Q(H)). Quitte �a augmenter m si n�ecessaire, la condition (ii) est

donc v�eri��ee.
En�n, l’unicit�e des sections bk et b′k est cons�equence de ce que, sur V̂ ∩ Û ,

D̂P̂ est le compl�et�e du OP̂ -module libre de base les @′[k ]; et de l’injectivit�e des

homomorphismes B̂
(m)
P̂ (H)→ j∗OP̂ .
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4.6. Lemme. Sous les hypoth�eses de 4.4, posons t = t1; @′ = @′1 et soient D̂ ,→
P̂ le diviseur d’�equation t; D0 sa �bre sp�eciale; H ′ = H + D0. On note D′† ⊂
D†

P̂;Q
(†H) (resp. D′ = D′† ∩DP̂;Q(

†H)) le sous-faisceau d’anneaux form�e des
op�erateurs di��erentiels de la forme (4.5.2) tels que b′k = 0 si ki¿0 pour un
i¿1 (resp. et d’ordre �ni).

(i) L’homomorphisme D′†-lin�eaire (resp. D′-lin�eaire) ’ :D′† → OP̂;Q(†H)
(resp. ’ :D′ → OP̂;Q(

†H)) tel que ’(1) = 1 d�e�nit des r�esolutions

0 −−→ D′† · @′−−→ D′† ’−−→ OP̂;Q(
†H) −−→ 0

(resp: 0 −−→ D′ · @′−−→ D′ ’−−→ OP̂;Q(
†H) −−→ 0) :

(ii) L’homomorphisme D′†-lin�eaire (resp. D′-lin�eaire)  :D′† → OP̂;Q(†H ′)
(resp.  :D′ → OP̂;Q(†H)(∗D̂)) tel que  (1) = 1=t d�e�nit des r�esolutions

0 −−→ D′† · @′t−−→ D′†  −−→ OP̂;Q(
†H ′) −−→ 0

(resp: 0 −−→ D′ · @′t−−→ D′  −−→ OP̂;Q(
†H)(∗D̂) −−→ 0) :

La d�emonstration des assertions relatives �a D′ �etant identique �a celle du cas
classique, nous donnons seulement celle des assertions relatives �a D′†. On
notera qu’elles sont une variante avec singularit�es surconvergentes des propo-
sitions (3.2.1) et (4.2.2) de [7].
Pour v�eri�er que les multiplications par @′ et t sont injectives sur D′†, il

su�t, grâce aux inclusions (4.3.1), de montrer qu’il en est ainsi sur D†
Û ;Q
,

donc sur chacun des D̂
(m)
Û ;Q. Comme D̂

(m)
Û est plat sur D(m)

Û
[8, (3.2.3)], et que

ce dernier est un sous-faisceau du faisceau des op�erateurs di��erentiels usuels
DÛ , qui est int�egre, l’assertion est claire.

Soient V̂ un ouvert a�ne de P̂, et P =
∑

k ak@′[k] ∈ �(V̂ ;D′†). D’apr�es 4.5,

il existe un entier m tel que, pour tout k, ak appartienne �a �(V̂ ; B̂
(m)
P̂;Q(H)),

et satisfasse une majoration de la forme ‖ak‖¡ c�k . Pour que P ∈ Ker(’),
il faut et su�t que a0 = 0. Si l’on pose Q =

∑
k=0(ak+1=(k + 1))@′[k], les

coe�cients bk = ak+1=(k + 1) sont dans �(V̂ ; B̂
(m)
P̂;Q(H)) et v�eri�ent une majo-

ration analogue. Par suite, Q est dans �(V̂ ;D′†) et est tel que Q@′ = P, ce qui
prouve (i).
Prouvons la surjectivit�e de  . Si h rel�eve une �equation locale de H sur V̂ ,

toute section f de OP̂;Q(
†H ′) sur V̂ s’�ecrit sous la forme

∑
k ak=(ht)k+1, o�u

ak ∈ �(V̂ ;OV̂ ;Q) v�eri�e une majoration de la forme ‖ak‖¡ c�k , avec � ¡ 1.

Posons bk = ak=hk+1, et �xons m tel que �p1=p
m+1

¡ 1: On peut consid�erer bk

comme une section de �(V̂ ; B̂(m)
P̂;Q
(H)), et, en posant k + 1 = pm+1q− s, avec

05 s ¡ pm+1, on peut �ecrire bk = (hsak=pq)(p=hpm+1
)q. En prenant la norme
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dans �(V̂ ; B̂
(m)
P̂;Q(H)), on obtient alors ‖bk‖5 ‖ak‖ |p|−q ¡ c′(�p1=p

m+1
)k , o�u

c′ est une constante. D’apr�es (4.5.2), l’op�erateur Q =
∑

k(−1)kbk@′ [k] appar-
tient �a D′†; et il est tel que Q · (1=t) = f.

Soit maintenant P =
∑

k ak@′ [k] ∈ �(V̂ ;D′†) un op�erateur tel que  (P) = 0.
Soit m tel que, pour tout k, ak appartienne �a �(V̂ ; B̂(m)

P̂;Q
(H)), et satisfasse

une majoration de la forme ‖ak‖¡ c�k . Notons B = �(V̂ ; B̂(m)
P̂
(H)). Par hy-

poth�ese,
∑

k(−1)kak=tk+1 = 0 dans �(V̂ ;OP̂;Q(
†H ′)). Il existe donc m′ = m

tel que
∑

k(−1)kak=tk+1 = 0 dans �(V̂ ; B̂(m
′)

P̂;Q
(H ′)), donc aussi dans B{1=t}Q.

Pour tout j = 0; posons

bj = (−1) j+1
j−1∑
k=0
(−1)kak tj−k−1 ∈ BQ :

Comme P̂ est lisse, B est r�eduit d’apr�es [10, 7.3.2, Cor. 10]. Par suite, il
r�esulte du lemme (4.2.1) de [7] que les bj satisfont une majoration de la forme
‖bj‖¡ c′�′j; avec �′ ¡ 1. On peut donc d�e�nir un op�erateur Q ∈ �(V̂ ;D′†)
en posant Q =

∑
j bj@

′[ j], et on obtient

Qt =
∑
j
(bjt + bj+1)@′[ j] = P :

Comme b0 = 0; on peut comme plus haut �ecrire Q = Q′@′ dans �(V̂ ;D′†),
d’o�u (ii).

4.7. Achevons maintenant la d�emonstration du th�eor�eme 4.2. Grâce au d�evissage
fait pr�ec�edemment, on peut donc supposer qu’on est sous les hypoth�eses de
4.6. On dispose ainsi des sections dt1; : : : ; dtd ∈ �(P̂; 
1

P̂
), et celles-ci for-

ment une base de OP̂;Q(
†H)⊗ 
1

P̂
: c’est en e�et le cas sur Û , et, d’apr�es

[8, (4.3.10)], j∗OÛ ;Q est �d�element plat sur OP̂;Q(
†H). Soient respectivement


′ et 
′′ les sous-OP̂;Q(
†H)-modules libres de OP̂;Q(

†H)⊗ 
1
P̂
ayant pour base

dt1 et dt2; : : : ; dtd. Les complexes source et but de (4.2.1) peuvent alors être
vus comme les complexes simples associ�es aux deux bicomplexes de termes
g�en�eraux

Ki; j = OP̂;Q(
†H)(∗D̂)⊗ ∧i
′ ⊗ ∧j
′′; K†i; j = OP̂;Q(

†H ′)⊗ ∧i
′ ⊗ ∧j
′′ ;

dont les di��erentielles sont respectivement donn�ees par d′ = @′ ⊗ dt1; et d′′ =∑
i=2 @

′
i ⊗ dti. Grâce aux suites spectrales correspondantes, on se ram�ene ainsi

�a montrer que le morphisme de complexes

OP̂;Q(
†H)(∗D̂) @′−−−−−→ OP̂;Q(

†H)(∗D̂)
↓ ↓

OP̂;Q(
†H ′)

@′−−−−−→ OP̂;Q(
†H ′)

(4.7.1)
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est un quasi-isomorphisme du complexe de la ligne du haut vers celui de la
ligne du bas. Notons A = OP̂;Q(

†H); B = OP̂;Q(
†H)(∗D̂); B† = OP̂;Q(†H ′).

Les r�esolutions de A obtenues en 4.6 (i) montrent que ce morphisme s’�ecrit
sous la forme

RHomD′(A;B)→ RHomD′†(A;B†) :(4.7.2)

Si E est un complexe born�e de D′-modules (resp. D′†-modules) �a gauche,
notons D(E) = RHomD′(E;D′) (resp. D†(E) = RHomD′†(E;D′†)) le com-
plexe de D′-modules (resp. D′†-modules) �a droite dual. D’apr�es 4.6, A et
B sont de dimension projective locale �nie sur D′ (resp. A et B† sur D′†);
de sorte qu’on dispose par bidualit�e locale d’isomorphismes

RHomD′(A;B) ∼−→RHomD′(D(B);D(A)) ;

RHomD′†(A;B†) ∼−→RHomD′†(D†(B†);D†(A)) :

De plus, les r�esolutions de 4.6 montrent que les morphismes canoniques

D′† L⊗
D′A→A; D′† L⊗

D′B→ B†

sont des isomorphismes. Il s’ensuit que D(A) se d�eduit de D†(A) par res-

triction des scalaires, tandis que le morphisme canonique D(B)
L⊗
D′D

′† →
D†(B†) est un isomorphisme. Les isomorphismes pr�ec�edents identi�ent alors
le morphisme (4.7.2) �a l’isomorphisme d’adjonction

RHomD′(D(B);D(A))
∼−→RHomD′†(D†(B†);D†(A)) ;

ce qui ach�eve la d�emonstration.

Remarque. L’�enonc�e 4.2 est valable plus g�en�eralement si l’on suppose seule-
ment que D̂ ∩ U0 est un diviseur �a croisements normaux relatifs sur V : il
su�t pour s’en convaincre de v�eri�er comme dans 4.6 que la pr�esentation de
OP̂ (

†D0) donn�ee en [7, (4.3.2)] lorsque H = ∅ reste valable sur le faisceau D′†

consid�er�e ici pour H quelconque.

4.8. Corollaire. Sous les hypoth�eses de 4.6, soit 1¡ i2 ¡ · · ·¡ ik 5 d une
suite d’indices. Alors le morphisme canonique

OP̂ (
†H)(∗D̂)[1=ti2 · · · tik ]⊗OP̂ 
·̂

P;Q → OP̂ (†H ′)[1=ti2 · · · tik ]⊗OP̂

·̂

P;Q

est un quasi-isomorphisme.
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Comme en 4.7, on se ram�ene �a montrer que le morphisme de complexes

(4.8.1)

OP̂ (
†H)(∗D̂)[1=ti2 · · · tik ]Q

@′−−−−−→ OP̂(
†H)(∗D̂)[1=ti2 · · · tik ]Qy y

OP̂ (
†H ′)[1=ti2 · · · tik ]Q

@′−−−−−→ OP̂ (
†H ′)[1=ti2 · · · tik ]Q

est un quasi-isomorphisme. Or la multiplication par ti2 · · · tik est injective sur
OP̂;Q(

†H), car c’est le cas en restriction �a Û puisque Û est lisse et connexe,
et j∗OÛ ;Q est �d�element plat sur OP̂;Q(

†H); par platitude, elle est encore in-
jective sur OP̂;Q(

†H)(∗D̂). De même, elle est injective sur OP̂;Q(†H ′). Comme
@′(1=ti2 · · · tik ) = 0, le diagramme (4.8.1) est limite inductive de diagrammes
�egaux �a (4.7.1), avec pour �eches de transition la multiplication par ti2 · · · tik ,
d’o�u le corollaire.

5. Application �a l’isomorphisme de Gysin

Nous donnons ici la d�emonstration du Th�eor�eme 3.8. Supposons X ′ compac-
ti��e en X ′, et Z en Z⊂X ′. Le principe de la construction consiste �a par-
tir de l’isomorphisme de Gysin 
·

Y ′K

∼→ R�Y ′K
(
·

X ′K
)[2r] sur X ′

K , �a passer aux

faisceaux analytiques associ�es, �a appliquer le foncteur j† des germes de sec-
tions surconvergentes au voisinage de ]X [, ce qui donne un isomorphisme
sur X ′an

K , puis �a appliquer les foncteurs �†
]Z[
et R�(X ′an

K ;−). La source de
l’isomorphisme obtenu calcule la cohomologie rigide de Y . Pour identi�er son
but �a R�Z; rig(X=K), il faut alors montrer qu’apr�es avoir pris le foncteur �†

]Z[
,

le foncteur R�Y ′K
ne joue plus de rôle. Pour cela, nous utiliserons un plonge-

ment de X ′ dans un V-sch�ema propre et lisse P, grâce auquel nous pourrons
d�eduire cette propri�et�e du th�eor�eme de comparaison 4.2.
Comme corollaire, nous obtiendrons aussi un analogue en cohomologie

rigide du th�eor�eme de puret�e cohomologique de [SGA 4, expos�e XIX].

5.1. Si San est un espace analytique rigide sur K , si T an⊂San est un sous-espace
analytique ferm�e, d�e�ni par un id�eal coh�erent I⊂ OSan , et si E ∈ D+(OSan ),
nous noterons

R�(T an)(E) = lim→
n

RHomOSan (OSan =I
n;E)

la cohomologie locale de E “�a supports m�eromorphes” dans T an (nous nous
�ecartons ici de la notation R�[T an] utilis�ee en analytique complexe pour �eviter
tout risque de confusion avec la cohomologie �a support dans un tube). Si
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San ; T an sont les espaces analytiques associ�es �a des vari�et�es alg�ebriques S, T
sur K , et si J est l’id�eal de T dans S, il r�esulte de la platitude de OSan sur OS
et de la coh�erence de OS=Jn qu’il existe un isomorphisme canonique

R�T (E)
an ∼−→ R�(T an)(E

an)

pour tout OS -module E, en notant Fan le faisceau analytique associ�e �a un
OS -module F.
Lorsque San est lisse, et que E ∈ D+(DSan ), le complexe R� (T an)(E) est

de mani�ere naturelle dans D+(DSan ). Par abus de notation, nous noterons
R�(T an)(E)⊗ 
·

San le complexe de de Rham correspondant, obtenu en
appliquant le foncteur RHomD(OSan ;−).
5.2. Soit Y ′ ,→ X ′ une immersion ferm�ee de codimension r entre deux
V-sch�emas lisses, de �bres g�en�eriques Y ′K ; X ′

K , de �bres sp�eciales Y , X , et
soit Z un sous-sch�ema ferm�e de Y . Montrons d’abord comment la donn�ee de
X ′ et Y ′ permet de construire le morphisme

R�Z; rig(Y=K)→ R�Z; rig(X=K)[2r]

consid�er�e en (3.8.1).
Pour cela, consid�erons le morphisme de Gysin alg�ebrique [2, VI (3.1.1)]

GY ′=X ′ : 
·
Y ′ →Hr

Y ′(OX ′)⊗ 
·
X ′ [r] ' R�Y ′(


·
X ′)[2r] :

Comme K est de caract�eristique nulle, c’est un quasi-isomorphisme au-dessus
de X ′

K . On introduit alors les espaces analytiques X ′an
K et Y ′anK associ�es �a X ′

K
et Y ′K . En passant aux faisceaux analytiques associ�es sur X ′an

K (foncteur qui
s’�etend de mani�ere naturelle aux op�erateurs di��erentiels entre OX ′K -modules au
sens de [EGA IV, 16]), on obtient un morphisme de complexes

GanY ′=X ′ : 

·
Y ′anK
→Hr

Y ′K
(OX ′K )

an ⊗ 
·
X ′anK
[r] :(5.2.1)

5.3. Lemme. Le morphisme GanY ′=X ′ est un quasi-isomorphisme.

On reprend la d�emonstration du cas alg�ebrique. L’assertion �etant locale pour
la topologie de Zariski de X ′

K , qui induit des recouvrements admissibles de
X ′an
K , on peut supposer qu’il existe sur X ′ des coordonn�ees locales t1; : : : ; td,
d�e�nissant des d�erivations @1; : : : ; @d, telles que Y ′ = V (t1; : : : ; tr). On dispose
alors de l’identi�cation

Hr
Y ′(OX ′) ' OX ′ [1=t1 · · · tr]

/
r∑

i=1
OX ′ [1=t1 · · · ti−1ti+1 · · · tr] :

Elle permet de d�ecrire GY ′=X ′ comme le morphisme de complexes qui as-
socie �a une section ! de 
·

Y ′ la section (!̃=t1 · · · tr) ∧ dt1 ∧ · · · ∧ dtr de
Hr

Y ′(OX ′)⊗ 
·+r
X ′ , o�u !̃ est une section quelconque de 
·

X ′ relevant !. Pour
montrer que c’est un quasi-isomorphisme, on introduit les sous-modules 
′ et

′′ de 
1X ′ ayant respectivement pour bases dt1; : : : ; dtr et dtr+1; : : : ; dtd. Le
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complexe Hr
Y ′(OX ′)⊗ 
·

X ′ s’identi�e alors au complexe simple associ�e au bi-
complexe de terme g�en�eral Hr

Y ′(OX ′)⊗ 
i; j =Hr
Y ′(OX ′)⊗ ∧i 
′ ⊗ ∧j 
′′, dont

les deux di��erentielles seront not�ees d′ =
∑r

1 @i ⊗ dti et d′′ =
∑d

r+1 @i ⊗ dti.
De plus, le morphisme GY ′=X ′ peut être vu comme associ�e �a un morphisme de
bicomplexes 
·

Y ′ →Hr
Y ′(OX ′)⊗ 
· · [r; 0], en pla�cant 
j

Y ′ en bidegr�e (0; j).
On �ltre Hr

Y ′(OX ′) en posant

FilkHr
Y ′(OX ′) = {a=tk11 · · · tkrr | a ∈ OX ′ ;

∑
ki 5 k} ;

puis Hr
Y ′(OX ′)⊗ 
· · en posant

Filk (Hr
Y ′(OX ′)⊗ 
i; j) = Filk+i (Hr

Y ′(OX ′))⊗ 
i; j :

On obtient ainsi une �ltration croissante par des sous-bicomplexes, telle que
Filk = 0 pour k ¡ 0. La di��erentielle induite par d′ sur le gradu�e associ�e
est alors OX ′ -lin�eaire. On v�eri�e que, sur la �bre g�en�erique, le complexe
grk(H

r
Y ′(OX ′)⊗ 
·; j) est acyclique pour tout j et tout k = 1, tandis que le mor-

phisme 
j
Y ′ → gr0(H

r
Y ′(OX ′)⊗ 
·; j)[r] est un isomorphisme. Par suite, GY ′=X ′

est un quasi-isomorphisme au-dessus de X ′
K . Ces propri�et�es passent aux fais-

ceaux analytiques associ�es, et le lemme en r�esulte.

5.4. Pour achever la construction du morphisme (3.8.1), on consid�ere ensuite
le morphisme canonique R�Y ′K

(OX ′K )→ OX ′K , qu’on peut voir comme un mor-
phisme de la cat�egorie d�eriv�ee Db(DX ′K ). Comme le foncteur “faisceau analy-
tique associ�e” s’�etend en un foncteur de Db(DX ′K ) dans D

b(DX ′anK
), on en d�eduit

un morphisme canoniqueHr
Y ′K
(OX ′K )

an → OX ′anK
[r] dans Db(DX ′anK

). On peut pren-
dre le morphisme induit entre les complexes de de Rham correspondants, ce
qui donne un morphisme de la cat�egorie d�eriv�ee des complexes de K-vectoriels
sur X ′an

K
Hr

Y ′K
(OX ′K )

an ⊗ 
·
X ′anK
→ 
·

X ′anK
[r] :

Par composition avec le morphisme GanY ′=X ′ , on en d�eduit donc un morphisme


·
Y ′anK

∼→Hr
Y ′K
(OX ′K )

an ⊗ 
·
X ′anK
[r]→ 
·

X ′anK
[2r] :(5.4.1)

Soient X ′ une compacti�cation de X ′ sur V; Y ′ l’adh�erence sch�ematique
de Y ′ dans X ′; X et Y les �bres sp�eciales de X ′ et Y ′. Si X̂ ′ et Ŷ ′ sont
les compl�et�es formels de X ′ et Y ′, on a X

′an
K = X̂ ′

K ; Y
′an
K = Ŷ ′K , puisque X̂ ′ et

Ŷ ′ sont propres sur V. Notons j l’immersion donn�ee de X dans X , et j† le
foncteur correspondant sur X

′an
K . Comme X ′an

K est un voisinage strict de ]X [
X̂ ′

dans X
′an
K , on peut aussi consid�erer j† comme un foncteur de la cat�egorie

des faisceaux de K-vectoriels sur X ′an
K dans la cat�egorie des faisceaux de K-

vectoriels sur X
′an
K . De plus, j

† est un foncteur exact, de sorte qu’il s’�etend
aux cat�egories d�eriv�ees. Il est clair qu’on a alors les �egalit�es

j†
·
Y ′anK

= j†
·
Y ′anK

; j†
·
X ′anK

= j†
·
X ′anK

;



Finitude et puret�e cohomologique en cohomologie rigide 365

j†(Hr
Y ′K
(OX ′K )

an) = j†(Hr
Y ′K
(OX ′K )

an) ∼←− j†(R�Y ′K
(OX ′K )

an)[r]

' j†(R�(Y ′K )(OX ′anK
))[r] :

On d�eduit donc de (5.4.1) un morphisme

j†
·
Y
′an
K

∼−→ j†(Hr
Y ′K
(OX ′K )

an ⊗ 
·
X
′an
K
[r])→ j†
·

X
′an
K
[2r] :

Si Z est l’adh�erence de Z dans Y , on peut ensuite appliquer sur X ′an
K le

foncteur exact �†
]Z[
, puis le foncteur image directe par sp�ecialisation, si bien

que l’on obtient un morphisme de la cat�egorie d�eriv�ee des faisceaux de

K-vectoriels sur X̂ ′:

R sp∗�
†
]Z[

j†
·
Y
′an
K

∼−→ R sp∗�
†
]Z[

j†(Hr
Y ′K
(OX ′K )

an ⊗ 
·
X
′an
K
[r])(5.4.2)

→ R sp∗�
†
]Z[

j†
·
X
′an
K
[2r] :

Par d�e�nition, on a R�Z; rig(X=K) = R�(X̂ ′;R sp∗�
†
]Z[

j†
·
X ′anK
). Notons jY

l’immersion ouverte de Y dans Y ; j†Y le foncteur correspondant sur Y ′anK ;

i l’immersion ferm�ee de Ŷ ′ dans X̂ ′. Pour tout faisceau ab�elien E sur Y ′anK ,
on a un isomorphisme canonique iK∗j

†
YE ' j†iK∗E : en e�et, si W ⊂X

′an
K est un

ouvert a�no��de, et si V (resp. V ′) parcourt l’ensemble des voisinages stricts
de ]X [

X̂
′ dans X ′an

K (resp. de ]Y [
Ŷ
′ dans Y ′anK ), on a

�(W; j†iK∗E) = lim→
V

�(W ∩ V; iK∗E) = lim→
V

�(W ∩ Y ′anK ∩ V; E)

' lim→
V ′

�(W ∩ Y ′anK ∩ V ′; E) = �(W; iK∗j
†
YE) ;

grâce �a la quasi-compacit�e de W et �a [5, (1.2.2)]. On v�eri�e de même que
iK∗�

†
]Z[

E ' �†
]Z[

iK∗E, le foncteur �
†
]Z[
�etant pris respectivement sur Y ′anK et sur

X ′an
K . Il en r�esulte qu’on a aussi un isomorphisme canonique R�Z; rig(Y=K) '
R�(X̂ ′;R sp∗ �

†
]Z[

j†
·
Y ′anK
). En appliquant le foncteur R�(X̂ ′;−) �a (5.4.2), on

obtient alors le morphisme (3.8.1) cherch�e.
Remarquons que ce morphisme ne d�epend pas du choix de la compacti�ca-

tion X ′ choisie pour X ′. En e�et, la m�ethode du plongement diagonal permet de
se ramener �a comparer les morphismes (3.8.1) obtenus pour deux compacti�ca-
tions X ′

1 et X
′
2 telles qu’il existe un morphisme X ′

1 → X ′
2 prolongeant l’identit�e

de X ′. Leurs �bres sp�eciales fournissent alors deux compacti�cations X1 et X2
de X . Comme les deux morphismes proviennent d’un même morphisme sur
X ′an
K par image directe via X ′an

K ,→ X ′an
i; K , sp�ecialisation et passage aux sections

globales, il est alors clair qu’ils se correspondent via les identi�cations de 1.7.
Le morphisme ainsi obtenu sera not�e GrigY ′=X ′ ; Z . Il satisfait la propri�et�e de

transitivit�e suivante: si X ′ ,→ U ′ est une immersion ferm�ee de X ′ dans un
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V-sch�ema lisse U ′, alors

GrigX ′=U ′ ; Z ◦ GrigY ′=X ′ ; Z = GrigY ′=U ′ ; Z :(5.4.3)

Celle-ci se d�eduit en e�et facilement de la formule de transitivit�e usuelle [2, VI,
Prop. 4.2.1] en passant aux faisceaux analytiques associ�es, puis en appliquant
les foncteurs j†; �†

]Z[
et R�(U ′an

K ;−), o�u U ′ est une compacti�cation de U ′

sur V.
Montrons maintenant que, sous les hypoth�eses de 3.8, le morphisme

GrigY ′=X ′ ; Z est un isomorphisme. L’hypoth�ese de quasi-projectivit�e faite sur X ′

permet de trouver une immersion X ′ ,→ P dans un espace projectif sur V. On
peut alors prendre pour X ′ et Y ′ les adh�erences sch�ematiques de X ′ et Y ′ dans
P, et la formule de transitivit�e pr�ec�edente ram�ene �a prouver l’assertion pour
les couples (Y ′; P) et (X ′; P). Celle-ci r�esulte alors de la Proposition 5.5 qui
suit, en l’appliquant au compl�et�e formel P̂ de P et aux sous-sch�emas formels

T̂ = X̂ ′ et T̂ = Ŷ ′.

5.5. Proposition. Soient P̂ un V-sch�ema formel lisse; de �bre sp�eciale P0;
H⊂P0 un sous-sch�ema ferm�e; j :U0 = P0\H ,→ P0 l’immersion ouverte corres-
pondante; T̂ ⊂ P̂ un sous-sch�ema formel ferm�e; lisse aux points de U0; de �bre
sp�eciale T0; Z⊂T0 un sous-sch�ema ferm�e. Alors le morphisme canonique

R sp∗�
†
]Z[

j†(R� (T̂K )(OP̂k )⊗ 
·̂
PK
)→ R sp∗�

†
]Z[

j†
·̂
PK

est un isomorphisme.

L’�enonc�e est local sur P̂, qu’on suppose donc a�ne. Si on �ecrit H comme
intersection de diviseurs principaux Hi, le recouvrement de U0 par les ouverts
U0\Hi fournit une suite exacte (1.2.2) reliant les foncteurs j† correspondants,
grâce �a laquelle on est ramen�e �a prouver la proposition lorsque H est un
diviseur principal. Le même argument montre aussi qu’on peut supposer que
T0 ∩ U0 est d�e�ni dans U0 par une suite de sections �t1; : : : ; �ts de OU0 faisant
partie d’un syst�eme de coordonn�ees locales �t1; : : : ; �td sur U0.

Observons alors que, si T̂ ′ est un autre sous-sch�ema formel ferm�e de P̂
dont la restriction �a U0 co��ncide avec celle de T̂ , on dispose d’un isomorphisme
canonique

j†(R�(T̂ ′K )(OP̂K )⊗ 
·̂
PK
) ∼−→ j†(R�(T̂ K )(OP̂K )⊗ 
·̂

PK
) :

En e�et, on se ram�ene aussitôt au cas o�u T̂ ′⊂ T̂ . Soient alors I⊂I′ les id�eaux
de T̂ et T̂ ′ dans P̂. Comme, d’apr�es 1.2 (vi), j† commute aux limites inductives
�ltrantes, il su�t de v�eri�er que, pour tout n et tout i, l’homomorphisme
canonique

j†Exti(OP̂K
=I′n;OP̂K

)⊗ 
·̂
PK
→ j†Exti(OP̂K

=In;OP̂K )⊗ 
·̂
PK
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est un isomorphisme. Or le noyau et le conoyau de l’homomorphisme

Exti(OP̂K =I
′n;OP̂K )→ Exti(OP̂K

=In;OP̂K )

sont des OP̂K
-modules coh�erents, dont les supports sont contenus dans ]H [. Le

compl�ementaire de ces supports est alors un voisinage strict de ]U0[p̂, d’o�u
l’assertion.
Comme H est principal, on peut prolonger les coordonn�ees locales �t1; : : : ; �ts

qui d�e�nissent T0 ∩ U0 dans U0 en des sections de l’id�eal de T0 dans P0, et
les coordonn�ees locales �ts+1; : : : ; �td en des sections de OP0 . On rel�eve alors
�t1; : : : ; �ts en des sections t1; : : : ; ts de I, et �ts+1; : : : ; �td en des sections ts+1; : : : ; td
de OP̂ . Sur Û = P̂\H; t1; : : : ; td sont des coordonn�ees locales, et t1; : : : ; ts sont
des g�en�erateurs de l’id�eal I de T̂ ; de plus, la remarque pr�ec�edente permet de
supposer que t1; : : : ; ts sont en fait des g�en�erateurs de I sur P̂ tout entier.

Pour tout k 5 s; et toute suite d’indices i1 ¡ · · ·¡ ik , soient T̂ i1··· ik =
V (ti1 · · · tik )⊂ P̂; Ii1···ik = (ti1 · · · tik )⊂OP̂K , et notons

OP̂K
(∗T̂ i1··· ik ) = lim→

n

HomOP̂K (I
n
i1··· ik ;OP̂K

) = OP̂K
[1=ti1 · · · tik ] :

On dispose d’une suite exacte de pro-objets (voir par exemple [17, II (4.1)])

0→ “ lim←
n

”In
1··· s → · · · →

s∏
i=1
“ lim←

n

”In
i → OP̂K

→ “ lim←
n

”OP̂K
=In → 0 ;

qui constitue une r�esolution de “lim← n” OP̂K
=In �a termes acycliques pour

lim→ nHomOP̂K
(−;OP̂K

): Il s’ensuit que le complexe R�(T̂ K )(OP̂K
)⊗ 
·̂

PK
est

repr�esent�e par le bicomplexe

0→ 
·̂
PK
→

s∏
i=1
OP̂K
(∗T̂i)⊗ 
·̂

PK
→ · · · → OP̂K

(∗T̂ 1··· s)⊗ 
·̂
PK
→ 0 ;

et le morphisme canonique R�(T̂ K )(OP̂K
)⊗ 
·̂

PK
→ 
·̂

PK
par la projection de ce

bicomplexe sur le terme initial. Pour prouver l’�enonc�e, il su�t par cons�equent
de montrer que, pour tout k = 1; et toute suite d’indices i1¡ · · ·¡ ik; on a

R sp∗�
†
]Z[

j†(OP̂K
(∗Ti1··· ik )⊗ 
·̂

PK
) = 0 :(5.5.1)

Soit g1; : : : ; gr une suite de sections de OP̂ relevant des g�en�erateurs �g1; : : : ; �gr
de l’id�eal de Z dans P0. Comme Z est contenu dans T0, on peut supposer que
la suite des g� est choisie de telle sorte que l’un des g� soit �egal �a l’un des ti� ;
par exemple g1 = ti1 : Pour toute suite �1¡ · · ·¡ �h; notons U ′

�1···�h l’ouvert
D( �g�1 · · · �g�h); et j

′
�1···�h : U

′
�1···�h ,→ P0 l’immersion correspondante. Si E est un

faisceau ab�elien sur P̂K ; on dispose alors de la r�esolution de �†
]Z[

E fournie par
la suite exacte (1.2.3)

0→ �†]Z[E → E →∏
�

j′†� E → · · · → j′†1··· rE → 0 :
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Comme les modules OP̂K
(∗Ti1··· ik )⊗ 
n

P̂K
sont limites inductives �ltrantes de

OP̂K
-modules coh�erents, et que les foncteurs de la forme j† commutent �a

ces limites inductives, on voit comme dans la d�emonstration de 4.2 que,
lorsqu’on applique cette r�esolution �a l’un des modules E = j†(OP̂K

(∗Ti1···ik )⊗

n

P̂k
); la r�esolution obtenue est �a termes acycliques pour R sp∗: Si on note

U ′′
�1···�h = U ′

�1···�h ∩ U0; et j′′�1···�h : U
′′
�1···�h ,→ P0; on voit ainsi que le complexe

R sp∗�
†
]Z[

j†(OP̂K
(∗Ti1··· ik )⊗ 
·̂

Pk
) est repr�esent�e par le complexe simple associ�e

au bicomplexe

0→ sp∗ j
†(OP̂K

(∗Ti1··· ik )⊗ 
·̂
PK
)→∏

�
sp∗ j

′′†
� (OP̂K

(∗Ti1··· ik )⊗ 
·̂
PK
)→ · · · :

Ce bicomplexe peut lui-même être vu comme associ�e �a un tricomplexe, en
d�ecomposant la di��erentielle � de la r�esolution (1.2.3) en somme de la
di��erentielle �′ correspondant �a l’indice 1 et de la di��erentielle �′′ correspon-
dant aux indices 2; : : : ; r. Cela permet de consid�erer le complexe R sp∗�

†
]Z[

j†(OP̂K
(∗Ti1··· ik )⊗ 
·̂

PK
) comme le complexe simple associ�e au morphisme de

bicomplexes donn�e en bidegr�e (h; n) par∏
1¡�1¡···¡�h

sp∗ j
′′†
�1···�h(OP̂K

(∗Ti1··· ik )⊗ 
n
P̂K
)

�′−→ ∏
1¡�1¡···¡�h

sp∗ j
′′†
1�1···�h(OP̂K

(∗Ti1··· ik )⊗ 
n
P̂K
) :

Pour prouver (5.5.1), il su�t alors de prouver que, pour toute suite 1¡ �1
¡ · · ·¡ �h; le morphisme

sp∗ j
′′†
�1···�h(OP̂K

(∗Ti1···i k )⊗ 
·̂
PK
)→ sp∗ j

′′†
1�1···�h(OP̂K

(∗Ti1··· ik )⊗ 
·̂
PK
)(5.5.2)

est un quasi-isomorphisme.
Consid�erons les diviseurs de P0 d�e�nis par

H�1···�h = H + V ( �g�1 · · · �g�h); H ′
�1···�h = H�1···�h + V ( �g1) :

On a alors des isomorphismes canoniques

sp∗ j
′′†
�1···�h(OP̂K ) ' OP̂;Q(†H�1···�h); sp∗ j

′′†
1�1···�h(OP̂K ) ' OP̂;Q(†H ′

�1···�h) :

Posons D̂ = V (ti1 ) ⊂ P̂. Comme l’image inverse par sp�ecialisation d’un ouvert
a�ne de P̂ est un ouvert a�no��de de P̂K , le foncteur sp∗ commute aux limites
inductives �ltrantes. On peut donc �ecrire, avec les notations de 4.1,

sp∗ j
′′†
�1···�h(OP̂K (∗Ti1···ik )⊗ 
·̂

PK
) ' OP̂(†H�1···�h)(∗D̂)[1=ti2···ik ]⊗ 
·̂

P;Q ;

sp∗ j
′′†
1�1···�h(OP̂K (∗Ti1···ik )⊗ 
·̂

PK
) ' OP̂(†H ′

�1···�h)[1=ti2···ik ]⊗ 
·̂
P;Q ;

en observant que ti1 est inversible dans OP̂(
†H ′

�1···�h) puisque ti1 = g1. Comme
ti1 fait partie d’un syst�eme de coordonn�ees locales sur Û; D̂ est lisse sur V aux
points de Û, et le fait que (5.5.2) soit un isomorphisme r�esulte du corollaire 4.8
du th�eor�eme de comparaison 4.2.

Cet �enonc�e fournit aussi une variante locale de l’isomorphisme de
Gysin (3.8.1):
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5.6. Corollaire. Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.8; soient X ′ ,→ P une
immersion dans un V-sch�ema propre et lisse; X

′
; Y

′
des sous-sch�emas ferm�es

de P dans lesquels X ′ et Y ′ soient ouverts; X ; Y leurs �bres sp�eciales; jX :X ,→
X ; jY : Y ,→ Y; Z ⊂ Y un sous-sch�ema ferm�e tel que Z ∩ Y = Z . On note X̂ ′ le
compl�et�e formel de X ′; sp :X ′ an

K = X̂ ′
K → X̂ ′ le morphisme de sp�ecialisation.

Alors le morphisme (5.4.2)

R sp∗ �
†
]Z[

j†Y

·
Y
′an
K
→ R sp∗ �

†
]Z[

j†X

·
X
′an
K
[2r]

est un isomorphisme dans Db(X̂ ′; K).

Soient U un ouvert de P tel que X ′ soit ferm�e dans U; j :U0 ,→ P0 l’immersion
ouverte correspondante entre les �bres sp�eciales, i :X

′
,→ P l’immersion ferm�ee

donn�ee. Rappelons que, comme on l’a vu en 5.4, le foncteur iK∗ commute aux
foncteurs j† et �†

]Z[
sur X ′ an

K et PanK ; cela permet de calculer sur P
an
K et P̂. Soit

s la codimension de X ′ dans P. La transitivit�e du morphisme de Gysin entre
complexes de de Rham alg�ebriques fournit un diagramme commutatif sur PanK

Dans la premi�ere ligne, la �eche de droite se d�eduit du morphisme de Gysin
alg�ebrique 
·

X ′K

∼−→R�X ′K
(OUK )⊗ 
·

UK
[2s] en appliquant le foncteur R�Y ′K

, en

passant aux faisceaux analytiques associ�es, et en appliquant le foncteur j†,
vu comme associant un faisceau sur PanK �a un faisceau sur U an

K ; qu’on obti-
enne encore un quasi-isomorphisme apr�es passage aux faisceaux analytiques
se voit comme en 5.3. Comme en 5.4, on peut dans ce diagramme remplacer
respectivement U , X ′ et Y ′ par P; X

′
et Y

′
. Si on applique ensuite le foncteur

R sp∗ ◦ �†]Z[, la lissit�e de P sur V entra�̂ne d’apr�es 5.5 que, dans la colonne de
droite, la �eche du bas et la �eche compos�ee deviennent des isomorphismes.
Par suite, toutes les �eches du diagramme obtenu sont des isomorphismes, d’o�u
le corollaire.

Remarque. Si l’on prend Z = Y, le corollaire fournit un isomorphisme

R sp∗ j
†
·

Y
′an
K

∼−→R sp∗ �†]Y [ j
†
·

X ′ anK

[2r]

dans Db(X ; K). On peut voir cet isomorphisme comme l’analogue en coho-
mologie rigide du th�eor�eme de puret�e cohomologique en cohomologie �etale
[SGA 4, XIX, Th. 3.2].
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5.7. Corollaire. Soient X un k-sch�ema lisse; et Z ⊂ X un sous-sch�ema ferm�e;
dont toutes les composantes irr�eductibles sont de codimension =d dans X .
Alors:

(i) Pour tout i¡2d; on a Hi
Z; rig(X=K) = 0.

(ii) La dimension sur K de l’espace H 2d
Z; rig(X=K) est �egale au nombre de

composantes irr�eductibles g�eom�etriques de codimension d de Z.

Grâce �a 1.8, il su�t de prouver les deux assertions lorsque K est le corps
des fractions d’un anneau de Cohen de k; et on peut pour cela faire une
extension �nie de k. On proc�ede par r�ecurrence sur dim (Z). Si dim (Z) = 0;
on peut grâce �a 2.4 supposer que Z est �a support ponctuel et X a�ne. Quitte
�a faire une extension �nie de k; on peut de plus supposer que Z est �egal
�a Spec(k), et l’�enonc�e r�esulte alors de 3.8.
Dans le cas g�en�eral, on peut d’abord faire une extension �nie de k as-

surant que Zred est absolument r�eduit, et remplacer Z par Zred. De même, on
peut supposer que toutes les composantes irr�eductibles de Z sont absolument
irr�eductibles. Comme la suite exacte d’excision (2.5.1) permet de retirer de
X un sous-ensemble ferm�e de codimension¿d, on peut ensuite se ramener au
cas o�u Z est lisse, puis, grâce �a 2.4, au cas o�u X est a�ne. En�n, comme en
3.7, on se r�eduit au cas o�u l’immersion ferm�ee Z ,→ X se rel�eve en une immer-
sion ferm�ee Z ′ ,→ X ′ entre deux V-sch�emas a�nes et lisses. L’isomorphisme
de Gysin (3.8.1) entra�̂ne alors l’assertion (i), et ram�ene la seconde �a l’assertion
analogue pour H 0

rig(Z=K), prouv�ee en [6, (3.2.8)].
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nous avons eues sur son th�eor�eme d’alt�eration et sur les applications qu’on peut en tirer,
ainsi que R. Crew et B. Le Stum pour leurs commentaires sur mes premi�eres tentatives pour
exposer ces r�esultats. Je remercie d’autre part l’Isaac Newton Institute (Cambridge) pour
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relative �a l’isomorphisme de Gysin. En�n, c’est aussi un plaisir de remercier S. Bloch et
W. Messing pour tous les �echanges que nous y avons eus sur cette question.

Appendice par A.J. de Jong

A.1. It was remarked by the author of this appendix that a proof of the impli-
cation (b)n−1 and (a)n ⇒ (b)n in 3.7 can be given without proving the Gysin
isomorphism of Theorem 3.8. Instead, one uses a little bit more geometry to
reduce the assertion to a computation working on the tubes themselves. It is
the purpose of this appendix to explain how this can be done.

A.2. We consider pairs (X; Z), where X is smooth over k; and Z ⊂ X is
a closed subscheme smooth of pure dimension n over k. The arguments given
in the �rst paragraph of Sect. 3.7 show that it su�ces to prove H∗

Z; rig(X=K) is
�nite for such pairs (X; Z). In addition similar arguments, using (b)n−1, give
the following assertions:
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(i) If Z = Z1qZ2q · · · qZr , then it su�ces to prove 3.1 for the pairs
(X; Z1); : : : ; (X; Zr).

(ii) If X ′ ⊂ X is open, Z ′ = Z ∩ X ′ and dim (Z\Z ′)¡n, then 3.1 for (X; Z)
is equivalent to 3.1 for (X; Z ′).

(iii) If ’ : X ′ → X is �nite and at and Z ′ = ’−1(Z), then 3.1 for (X ′; Z ′)
implies 3.1 for (X; Z).
(iv) We may replace k by a �nite extension of k, whilst trying to prove

3.1 for a pair (X; Z). In particular, we can make geometric constructions on
the algebraic closure of k, choose a �nite extension k ′ of k on which they are
de�ned, and it su�ces to prove 3.1 for the pair (X ′; Z ′) deduced from (X; Z)
by base change from k to k ′.

A remark on the proof of (iii). We may by (ii) shrink X to get it a�ne. We
use 3.6 and 2.4, and note that the retraction of 3.6 is compatible with taking
(a�ne) open subsets.

A.3. We will argue by induction on dimX . The case dimX = dim Z = n is
assertion (a)n. Thus we may assume that dimX ¿dim Z . Further, using (i)
and (ii) above we may always assume that both X and Z are geometrically
irreducible. Finally, we may assume that dimX=2, since the case dimX = 1,
dim Z = 0 is known by [23].

A.4. We may assume there exists a divisor D in X , with Z ⊂ D, and such that
D is smooth over k. Indeed, we may (for the moment) assume that X is a�ne
and the ideal of Z in X is generated by f1; : : : ; fc, where c is the codimension
of Z in X . We take D = V (f1) ⊂ X ; it is smooth along Z . If it is not smooth,
we remove Sing(D) from X .

A.5. (Compare [SGA 4, expos�e XI] for the arguments that follow.) We may
assume there is a normal projective variety X over k such that X ⊂ X . Enlarg-
ing X if necessary, we may assume that X \X has codimension at least 2 in
X . Remark that this may involve enlarging Z and D, but we may still assume
both Z and D to be smooth. Let us take a projective embedding X ,→ P = PN ,
given by a high power of a very ample line bundle on X . By a Bertini
theorem, we may choose a linear subspace L0 ⊂ P such that C := L0 ∩ X
is an irreducible smooth projective curve, C ⊂ X; C intersects D transversally
and C meets Z . (To do this we might have to extend k a little bit.) The curve
C has genus at least 2. Let G be the Grassmanian parametrizing linear sub-
spaces of P of dimension equal to dim L0. Choose a general linear subspace
L1 ⊂ L0 of dimension equal to dim L0 − 1. Let W ⊂ G be the set of L ∈ G
such that L1 ⊂ L. Then L0 ∈ W and W ' Pdim X−1. Consider the incidence
variety T = {(L; x) | L ∈ W; x ∈ X ; x ∈ L}. The morphism q : T → X blows
up in a �nite number of points of X not on D, hence it su�ces to prove
3.1 for the pair (q−1(X ); q−1(Z)). The morphism p : T → W has the �bre C
over the point L0 ∈ W . It follows (compare [19, 2.8]) that there is an open
neighbourhood U ⊂ W of L0 such that p−1(U ) ⊂ q−1(X ); p−1(U )→ U is a
family of smooth curves, the morphism q−1(D) ∩ p−1(U )→ U is �nite �etale,
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and q−1(Z) ∩ p−1(U ) is not empty. Therefore we need only prove 3.1 for
pairs as described below.

A.6. Here we have X , D, Z , and a smooth projective morphism f : X → Y
of relative dimension 1 such that f|D : D→ Y is �nite �etale. The �bres
of f have genus at least 2. Let Y ′ → Y be a �nite �etale Galois covering
such that the covering D→ Y splits over Y ′. Thus the divisor D ×Y Y ′ in
X ′ := X ×Y Y ′ is a union of sections. By (iii) above it su�ces to prove 3.1
for the pair (X ′; Z ′). Using (i), we see that we are reduced to cases where
D = �(Y ) is the image of a section � : Y → X . This means that there is
a closed subscheme Z1 ⊂ Y such that Z = �(Z1).

Let ‘= 3 be a prime number not equal to p. We may assume that there
is an abelian level ‘ structure � on the family of curves X over Y . Indeed,
to �nd such a level structure we need only to do a �nite �etale base change
Y ′ → Y, but this is allowed in view of (iii).

A.7. Let ‘Mg;1 be the �ne moduli scheme over Z parametrizing 1-pointed
smooth projective curves of genus g = g(C) with level ‘ structure. Consider
the period morphism Y → ‘Mg;1 corresponding to (X; �; �) over Y . I claim
that we can �nd (after shrinking Y ) a smooth algebraic lift of Y over W
such that this period morphism extends. We may, using (ii), take out any closed
subset of Y which does not contain Z1. Thus we may assume Y a�ne and lift
it in some way to Y ′ a�ne and smooth over W using Elkik’s theorem. Look
at the equations of Y seen as a closed subvariety of Y × ‘Mg;1 via the graph
morphism � : Y → Y × ‘Mg;1. We can �nd an a�ne open U ⊂ Y × ‘Mg;1 such
that �(Z1) ∩ U is not empty and such that �(Y ) ∩ U is given by exactly 3g− 3
equations fi = 0 with fi ∈ �(U;OU ). (Use that ‘Mg;1 is smooth.) We can lift
U to an a�ne subvariety U ′ of Y ′ × ‘Mg;1, perhaps after shrinking U a lit-
tle. We lift the elements fi to elements f′i ∈ �(U ′;OU ′). Let Y ′′ be the zero
set in U ′ of these elements. Then Y ′′ ⊗W k is equal to an open subvariety of
�(Y ) having a nonempty intersection with �(Z1). Thus we are reduced to the
case where there is an algebraic lift (Y ′; X ′; f′; �′)=W of the system
(Y; X; f; �)=k.

A.8. Take a closed point y ∈ Z1 and choose a �nite morphism ’y : Xy → P1�(y)
which is �etale at �(y) ∈ Xy. We may choose ’y to be given by two sections
s1; y and s2; y of the line bundle OXy(�(y))

⊗N for some large N . We can lift si; y
to sections si of the line bundle OX ′(�′(Y ′))⊗N over X ′. The common zero
locus of these sections maps to a closed subset of Y ′ not containing the point
y. Thus s1; s2 will de�ne a morphism ’ : X ′ → P1 × Y ′, at least after shrinking
Y ′ a bit (such shrinking is allowed as long as we have y ∈ Y ′ for example).
Similar arguments show that, after shrinking Y ′; ’ is a �nite morphism and
�etale along �′(Y ′) ⊂ X ′. In addition, after changing coordinates on P1 × Y ′,
we may assume that ’ ◦ �′ is equal to the section ∞ of P1Y ′ .
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We now want to show that ’ de�nes a canonical isomorphism

H∗
Z; rig(X=K) ' H∗

∞×Z1 ; rig(P
1 × Y=K) :

This will result from a general invariance property proved in A.10.

A.9. We consider the following situation: X is a k-scheme of �nite type,
Z ⊂ X is a closed subscheme, U = X \Z; j : U ,→ X is the given immersion,
and X ,→ P̂ is a closed immersion into a p-adic formal W -scheme. Let I
be a �ltering ordered set, and let {V�}�∈I be a decreasing family of strict
neighbourhoods of ]U [P̂ in ]X [P̂ such that, for any a�noid subspace W ⊂
]X [P̂ , the intersections W ∩ V� are co�nal among the intersections W ∩ V ,
where V runs among all strict neighbourhoods of ]U [P̂ in ]X [P̂ . An example
of such a family is the following: recall that, for � ∈√|K∗|, with � ¡ 1, close
to 1, the closed tube [Z]P̂; � of radius � is the open subset of P̂K de�ned locally
by the conditions |fi(x)|5 �; where the fi’s are liftings on P̂ of local equations
for Z in the special �ber P0 of P̂; then, the open subsets V� =]X [P̂\[Z]P̂; �
satisfy the previous conditions [5, (1.2.2)].
For any � ∈ I , we denote by j� : V� ,→]X [P̂ the given immersion. If E is

an abelian sheaf on ]X [P̂ , we de�ne

�]Z[; � (E) = Ker(E → j�∗ j∗�E) :

Thanks to our hypothesis on the family {V�}, we have canonical isomorphisms
lim→
�

j�∗ j∗�E
∼−→ j†E; lim→

�

�]Z[; � (E)
∼−→�†]Z[(E) :(A.9.1)

For some � ∈ I , let i : U ′ ⊂ ]X [P̂ be the inclusion of an open subset such that
(V�; U ′) is an admissible covering of ]X [P̂ . It follows from the de�nition that,
for any abelian sheaf E, the canonical morphism �]Z[; �(E)→ i∗i∗�]Z[; �(E) is an
isomorphism. Checking separately on V� and U ′, we also see that the sheaves
Rqi∗i∗�]Z[; �(E) vanish for q= 1. We thus get a canonical isomorphism

�]Z[ ; �(E)
∼−→ Ri∗i∗�]Z[ ; �(E) :(A.9.2)

A.10. Proposition. Let

be a commutative diagram with the following properties: j1 and j2 are open
immersions over k; i1 and i2 are closed immersions into formal W-schemes;
v is proper; Z is a closed subscheme of X1 over which v has a section; u
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is �etale in a neighbourhood of Z; and u induces a quasi-compact morphism
uK : ]X 2[P̂2→ ]X1[P̂1 . Let Z1 ⊂ X 1; Z2 ⊂ X 2 be the scheme theoretic closures
of Z in X1 and X 2. There exists a canonical isomorphism on ]X 1[P̂1

RuK∗(�
†
]Z2[
◦ j†2
·

]X 2[
) ∼−→ �†

]Z1[
◦ j†1
·

]X 1[
:

For �∈√|K∗|, �¡1, close to 1, let U� = ]X 1[P̂1 \ [X 1 \X1]P̂1 ; �, U ′
� = u−1K (U�)

⊂ ]X 2[P̂2 . Thanks to (A.9.1), we may use the family {U�} of strict neighbour-
hoods of ]X1 \X1[P̂1 to compute j†1 . Note that, as shown in the proof of 2.4 (i),
we do not change the functor �†

]Z2[
◦ j†2 if we replace X2 by another open subset

of X 2 in which Z2 is closed. Therefore, we may assume that X2 = v−1(X1),
hence we may also use the family {U ′

�} to compute j†2 . For �; � ∈√|K∗|,
�; � ¡ 1, close to 1, let W� = [Z1]P̂1 ; �, V� = ]X 1[P̂1 \W�; W�;� = [Z2]P̂2 ; � ∩
u−1K ([Z1]P̂1 ; �), V�;� = ]X 2[P̂2 \W�;�. Again, (A.9.1) holds for the family {V�}
(resp. {V�;�}) of strict neighbourhoods of ]X 1 \Z1[P̂1 (resp. ]X 2 \Z2[P̂2 ), so
we may use it to compute �†

]Z1[
(resp. �†

]Z2[
).

As uK is quasi-compact, RquK∗ commutes with direct limits for all q, and
it su�ces to prove that, for all � ∈√|K∗|, � ¡ 1, there exists �0 ∈

√|K∗|,
�0 ¡ 1, such that for all �= �0 in

√|K∗|, � ¡ 1, all k and all q= 1, we
have

RquK∗(�
†
]Z2[ ; �; �

◦ j†2
k
]X 2[
) = 0 ;

and compatible isomorphisms

uK∗(�
†
]Z2[ ; �; �

◦ j†2
k
]X 2[
) ∼−→ �†

]Z1[ ; �
◦ j†1
k

]X 1[
:

Because u is �etale around Z , and Z2 → Z1 is proper, it follows from [5, (1.3.5)]
that uK induces an isomorphism between strict neighbourhoods of ]Z[P̂2 and
]Z[P̂1 in ]Z2[P̂2 and ]Z1[P̂1 . More precisely, if we �x � ∈√|K∗|, � ¡ 1, then
there exists �0 ∈

√|K∗|, �0 ¡ 1, such that, for any � ∈√|K∗|, with �0 5
� ¡ 1, the morphism

W�;� ∩ U ′
� → W� ∩ U�

is an isomorphism for all � ∈√|K∗| close enough to 1 [5, (1.3.5.1)]. We
�x such a �, and we choose �′; �′ ∈√|K∗| such that �¡�′¡1; �¡�′¡1,
and such that W�′ ; �′ ∩ U ′

�
∼→ W�′ ∩ U� for � close to 1. We observe that the

open subsets (V�;�;W�′ ; �′) de�ne an admissible covering of ]X 2[P̂2 ; similarily,
(V�;W�′) is an admissible covering of ]X 1[P̂1 . Thanks to (A.9.2), it is therefore
su�cient to prove the above assertions for the restriction uK : W�′ ; �′ → W�′ .
For � close to 1, uK induces isomorphisms W�′ ; �′ ∩ U ′

�
∼→ W�′ ∩ U� and W�;� ∩

U ′
�
∼→ W� ∩ U�. So it �nally su�ces to prove that, if j� : W�′ ∩ U� ,→ W�′ is

the natural inclusion, the canonical morphism

�†
]Z1[ ; �

◦ j†1
k
]X 1[
→ Rj�∗j∗� (�

†
]Z1[ ; �

◦ j†1
k
]X 1[
)
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is an isomorphism, and similarily on W�′ ; �′ . If we choose �′ such that � ¡ �′ ¡
1, the subsets (W�′ ∩ U�; W�′ ∩ [X 1 \X1]P̂1 ; �′) give an admissible covering of
W�′ , and our last claim follows from the fact that the restriction of j†1


k
]X 1[

to

[X 1 \X1]P̂1 ; �′ is 0.
A.11. Let Y ′ be a compacti�cation of Y ′, and X

′
a compacti�cation of X ′ such

that the morphism ’ extends as a morphism ’ : X ′ → P1 × Y ′. We apply the
previous proposition to the formal completions P̂2 and P̂1 of X ′ and P1 × Y ′,
to their reductions X 2 = X and X 1 = P1 × Y , with open subschemes X and
P1 × Y, and to the closed subscheme ∞× Z1 ⊂ P1 × Y . Taking sections on
P̂1; K yields an isomorphism

H∗
Z; rig(X=K) ' H∗

∞×Z1 ; rig(P
1 × Y=K) ;

so that our problem is reduced to the case X = P1×Y, Z=∞×Z1.
We may now assume that X ′= P1×Y ′, X ′ = P1 × Y ′, Z =∞× Z1.

We denote by p : X ′ → Y ′ the projection morphism, and by pan : X ′ an
K →

Y ′ anK the corresponding morphism between the associated rigid spaces. For
�; � ∈√|K∗|, �¡1; �¡1, let U� = Y ′ anK \ ]Y \ Y [�, U ′

� = P1 × U�, V� =
Y ′ anK \ ]Z1[�, V ′

� = P
1 × V�. Thanks to (A.9.1), we may use the system of strict

neighbourhoods {U�} (resp. {U ′
�}, {V�}, {V ′

�}) of ]Y [ (resp. ]X [; ]Y \Z1[,
]P1 × (Y \Z1)[) to compute the functor j†Y (resp. j†X , �†]Z1[; �

†
]P1×Z1[

). Since p
is proper, the morphism pan is quasi-compact, hence the functors Rqpan∗ com-
mute with direct limits. Therefore, we have Rpan∗ ◦ j†X = j†Y ◦Rpan∗ and similar
for �†

]P1×Z1[
and �†

]Z1[
. Let x be the standard coordinate on P1. Put

W� = {v ∈ P1 | �= | x(v) | }; W ′
� = W� × Y ′anK ; j� : W ′

� ,→ P1 × Y ′ anK ;

for � ¿ 1, � ∈√|K∗|. Note that ]Z[ = ]∞× Z1[= ]P1 × Z1[∩ ]∞× Y [. As
]∞× Y [ = ]∞[×Y ′ anK , this implies that

�†
]Z[

j†X

·
X ′anK
' j†P1×Y�

†
]P1×Z1[

(

·
P1×Y ′anK

→ lim−→
�→1

j�∗
·
W ′

�

)
:

We are done if we show that

Rpan∗

(

·
P1×Y ′anK

→ lim−→
�→1

j�∗
·
W ′

�

)
' 
·

Y ′anK
[−2] :

Indeed, by the commutation relations between j† and Rp∗ above, this would
show that

H∗
∞×Z1 ; rig(P

1 × Y=K) ' H∗+2
Z1 ; rig(Y=K) ;

and we would conclude by our induction hypothesis (see A.3).
It is well known that Rpan∗ of the de Rham complex on P1×Y ′ anK equals

the complex 
·
Y ′anK
⊕ 
·

Y ′anK
[−2]. Here the �rst part comes from pan∗ 
·

P1×Y ′anK
'
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·
Y ′anK
. Moreover the terms Ripan∗ j�;∗


j
W ′

�
are zero for i¿0, as the morphism

W ′
� → Y ′ anK is Stein. Hence also the limit of these terms. Therefore, it su�ces

to show that the map


·
Y ′ anK
→ pan∗

(
lim−→
�→1

j�;∗
·
V�

)

is an isomorphism. By considering the usual �ltration on the de Rham complex
this reduces to a statement on the relative de Rham complex. This statement
amounts to the assertion that if ! is a relative 1-form on some V�, then ! = dg
for some function g de�ned on V�′ with some possibly smaller �′. This can be
seen by explicitly integrating !.
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