Esercizi di Algebra Commutativa
Foglio 2- Tracce delle Soluzioni

1. Sia z un elemento nilpotente di A. Provare che 1 4+ x & un’unita di A.
Dedurre che la somma di un elemento nilpotente e di un’unita & un’unita.

Soluzione. Poiche’ x e’ nilpotente, esiste n > 0 tale che 2™ = 0. Da
questo segue che 1 =1+ 2" = (1 +x) Z?;Ol(—l)ixi ossia la tesi. Se poi
a € A e un elemento invertibile, basta osservare che a + z = a(1 + a~1x)
e quindi poiche’ a~'z ¢’ nilpotente dalla prima parte dell’esercizio segue

la tesi.

2. Sia f(z) = > i, a;x’ € Alz].

(a) f & invertibile se e solo se ag € invertibile e ay, . .., a, sono nilpotenti.
(b) f & nilpotente se e solo se ag, . .., a, sono nilpotenti.

(¢) f & zerodivisore se e solo se esiste a € A,a # 0 t.c. af =0.

(d) f,g € Alx] sono primitivi se e solo se fg & primitivo, (un polinomio

f si dice primitivo se e solo se I(f) = (ag, ..,an) = (1).

Soluzione. (a)Il “solo se” segue dall’esercizio precedente. Supponia-
mo quindi che f sia invertibile e sia g(z) = > ;- ba’ tale che fg =
Z?:Om c;zt = 1. Otteniamo ¢y = agby = 1 quindi ag e by sono unita’.
Inoltre da ¢4 = anbpy, =0e€ cnym—1 = apbm—1+an_1b, = 0 otteniamo
che a,2by 1+ an_1a,bm = ay2by—1 = 0. Tterando si ha che da ¢, =
0 si ricava la relazione a,"T1b,,—, = 0 che per m = r diviene a,,”*1by = 0.
Poiche’ by e’ una unita’ questo implica che a,, €’ nilpotente. La tesi si
ottiene ripetendo il ragionamento per f — a,z".

(b) Sia f un divisore di zero e sia g = Y .-, b;x’ il polinomio di minimo
grado m tale che fg = 0. Poiche’ a,,b,, = 0si ha che a,g = 0 ossia a,b; =0
per ogni ¢, quindi si ha anche che a,,_1b,, +a,b—1 = @10, = 0 € quindi
che a,_19 = 0. Iterando il ragionamento otteniamo che per ogni ¢ vale
a;b,, = 0. La tesi allora vale con a = b,,. Il viceversa e’ ovvio.

(c) Se ag,...,ay, sono nilpotenti allora f €’ nilpotente. Viceversa se f €’
nilpotente, consideriamo il polinomio ¢ = 1 + zf. Per 'esercizio 1 g €’
invertibile, in quanto somma di una unita’ e di un elemento nilpotente,
ma allora la tesi segue dal punto (a).

(d) Se fg primitivo si ha che (1) = I(fg) C I(f)I(g) quindi anche I(f) =
I(g) = (1). Viceversase I(f) = I(g) = (1) allora per ogni ideale massimale
m di A esistono almeno due indici ¢, j tali che a;,b; ¢ m. Siano ¢, j minimi
rispetto a questa proprieta’. Allora il coefficiente di 27/ non appartiene
a m. Poiche’ I(fg) non e’ contenuto in nessun ideale massimale allora

I(fg) = (1).

3. In A[z] il radicale di Jacobson e il nilradicale coincidono.



Soluzione. Poiche’ ogni massimale e’ primo e’ sempre vero che il radicale
di Jacobson J(A[z]) contiene il nilradicale di A[z], M(A[z]). Viceversa se
g € J(Alz]), allora 1 + gx ¢’ invertibile e quindi, i coefficienti di g sono
nilpotenti da cui segue che g €’ nilpotente e quindi g € M(A[x]).

- Sia p(x) = ;50 aix’ € Al[z]].
(a) p & invertibile se e solo se ag & invertibile.
(b) Se p & nilpotente allora Vi a; € nilpotente. E vero il viceversa?

(c) p € J(A[[z]]) se solo se ag € J(A) (dove J(A) indica il radicale di
Jacobson di A).
(d) la contrazione di un ideale massimale m di A[[z]] & un ideale massi-
male di A e m e generato da m¢ e x.
Soluzione. (a) Se p €’ invertibile, esiste g tale che pg = 1 quindi ag €’
invertibile.

Viceversa supponiamo che ag sia invertibile e costruiamo ¢ =, bzt €
A[[z]] inverso di p. Dalla condizione pg = 1 otteniamo agby = 1,agb; +

arbg =0, .., Zi:o a;bp_; = 0 e quindi by = ao_l,bl = —ao_lalbo, ey by
_1w—Fk
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(b) Se p & nilpotente allora p™ = 0 da cui ag € nilpotente, e cosi’ p—ag =

x Y~ a;x" € nilpotente. Iterando il ragionamento otteniamo che Vi a;

¢’ nilpotente.

11 viceversa e’ falso (a meno che A sia noetheriano). Consideriamo A =
©D,.cn, Z/2"Z. Notiamo che in Z/2"Z (2) e’ 'unico massimale. Sia p € A,
p=(0,0,...) +(0,2,0,0..)z + (0,0,2,0,..)x% + .. . Tutti i coefficienti di p
sono nilpotenti ma p non €’ nilpotente.

(c) Se p € J(A[[z]]) se e solo se 1 — pq €’ invertibile per ogni ¢ € A[[z]].
Questo equivale a dire che 1 — agby €’ invertibile per ogni by € A, ossia se
e solo se ag € J(A).

(d) Sia m C A[[z]] un ideale massimale. Osserviamo innanzitutto che
x € m. Infatti se € m, per la massimalita’ di m si avrebbe (m,1) =1 ¢
quindi esisterebbero f € me g, h € A[[z]] tali che 1 = fg+xh = fogo+zh,
dove foy, go indicano i termini not di f e g rispettivamente. Dalla relazione
segue quindi che fy € invertibile e quindi che f e’ invertibile in Al[z]]
(per a)) contro l'ipotesi m massimale (quindi proprio). Cosi’ si ha che
(m,z) = m. Consideriamo l'insieme n ={a € A | a+ Ei‘;o a;xt €m}. E
immediato provare che n e’ un ideale di A e per I'osservazione precedente
(n,z) € m. Poiche’ si ha anche che Vf e m, f =a+ x2f>0 a;xt € (n, 1),
per la massimalita’ di m si ha m = (n,z) e n = m®. Infine n ¢’ massimale
poiche’ A[[z]]/m = A/m® e un campo.

. Sia {E4 }aer una famiglia di sottoinsiemi di un anello A. Allora U, FE, =
Ua V Ea
Soluzione. x € VU, FE, <= dn, da t.c. 2" € B, <= 1 € UV E,.
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Sia D linsieme degli zero divisori di un anello A. Provare che D =
Uz20+/Ann(z).

Soluzione. Poiche’ D = U,oAnn(z). Per Pesercizio precedente basta
provare che D = VD. Ma se x € v/D allora 2" € D ed esiste y # 0 tale
che 2"y = 0. Se 2"~1 ¢ D allora 2" 'x # 0 e quindi x € D.

Sia A un anello, ¥ linsieme di tutti gli ideali in cui ogni elemento &
uno zerodivisore. Allora ¥ possiede elementi massimali e ogni elemento
massimale ¢ un ideale primo. (Quindi I'insieme degli zerodivisori € unione
di ideali primi).

Soluzione. ¥ ¢’ non vuoto perche’ contiene (0), e data una catena {I,}
di ideali in X, allora I = UI, €’ un ideale di ¥ quindi per il lemma di
Zorn esistono elementi massimali. Sia P un elemento massimale e siano
a,b, € A tali che ab € P. Consideriamo gli ideali (P, a) e (P,b) e proviamo
che uno dei due appartiene a ¥, il che contraddirrebbe la massimalita’ di
P. Se questo non fosse vero vero esisterebbero z = p; +t1a € (P,a) e
y = pa + tab € (P,b) che non sono divisori di zero. D’altra parte xy € P
e quindi esiste z # 0 tale che xyz = 0. Dato che x non €’ divisore di zero
yz = 0 e dato che y non €’ divisore di zero allora z = 0 a cui ’assurdo.

Sia A un anello tale che per ogni ideale I non contenuto nel nilradicale
esiste x # 0, x € I tale che 22 = . Allora il radicale di Jacobson e il
nilradicale coincidono.

Soluzione Se J(A) ¢ NM(A) esiste e € J(A), e # 0 tale che e = €2, ossia
e(1 —e) = 0. Poiche’ 1 — e € invertibile si ottiene e = 0 contro le ipotesi.

Sia A un anello in cui per ogni elemento x esiste n > 1 tale che z™ = .
Allora ogni ideale primo & massimale.

Soluzione Sia p C A un ideale primo e sia x ¢ p. Poiche’ 2 — x =
x(z" 1 —1) =0, 2" ! — 1 € p da cui segue che (p,z) = (1) e quindi p €’
massimale.

Sia A un anello. Provare che I'insieme degli ideali primi di A possiede
elementi minimali rispetto all’inclusione.

Soluzione L’insieme degli ideali primi ordinato per inclusione e’ non
vuoto, perche’ esiste sempre un ideale massimale. Consideriamo Fy 2
Py D ... coni P; primi e sia P = NP;. Vogliamo vedere che P e’ primo.
Siano a,b € A e ab € P. Quindi ab € P;,Vi. Supponiamo che a,b ¢ P.
Allora esistono n,m tali che a € P, e b & Py, se allora m < n (ossia
P, O P,) ab ¢ P,, contro le ipotesi. Per Zorn segue la tesi.

Sia. A un anello. Provare che A = A; x As se e soltanto se esiste e € A,
e # 0,1 tale che €2 =e.

Soluzione Sia e € A idempotente. Per ognia € Asihaa =ea+(1—e)a
e A2 Ay x Ay con Ay 2 eA X A/(1—e)Ae Ay =2 (1 —e)A = A/eA.
Viceversa e = (1,0) e’ I'idempotente cercato.
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Siano I, J due ideali coprimi di un anello A. Allora INJ =1-J.
Soluzione Basta provare I'inclusione INJ C I.J. Poiche’ I, .J sono coprimi
esistonoi € T eje Jtalichei+j=1 SiaaelINJ,sthaa=a(i+j)=
at+aj € 1J.

Sia A un dominio infinito con un numero finito di elementi invertibili.
Allora A possiede un numero infinito di ideali massimali.

Soluzione. Per ogni i esiste Se 0 # x; € m;, allora 0 # x = [[a; € Nm; =
J(A), quindi per ogni y € A 1 — zy €’ invertibile. Poiche’ A (infinito) ha
un numero finito di elementi di elementi invertibili esiste y; # y tale che
1 — 2y =1 — xy;, poiche’ A ¢ un dominio questo implica che y = 1,
contro le ipotesi.

Sia A un anello, R il nilradicale. Allora sono fatti equivalenti:

1) A possiede un unico ideale primo

2) ogni elemento di A ¢ invertibile oppure nilpotente

3) A/R & un campo
Soluzione 1) => 2). In questo caso A ¢’ un anello locale e R = m. Se
2z € m allora e’ nilpotente altrimenti (z,m) = 1 e quindi esistono y € A,

m € m, tali che 1 = zy + m, dato che m €’ nilpotente 1 — m = zy ¢’ una
unita’ di A e quindi z €’ invertibile.

2) => 3). Se x € nilpotente x € R e quindi Z = 0 in A/R; se x non ¢’
nilpotente z e’ invertibile in A e quindi anche in A/R: Cosi’ ogni elemento
~# 0 ¢’ invertibile in A/R che quindi e’ un campo.

3) =>1) Sia P C A primo. R =NpP; C P, conn P = { primi di A}, ma
poiche’ R e’ massimale si ha R = P, ossia esiste solo un primo P C A.
Un anello locale A non contiene idempotenti diversi da 0, 1.

Soluzione Sia e un idempotente. Se e non e’ un’unita’ allora e’ contenuto
nell’ideale massimale di A, ma allora da e(1 —e) = 0, poiche’ 1 — e €’
invertibile si ottiene e = 0.

2

Un anello si dice booleano se x* = = per ogni x € A. Provare che se A &

booleano allora:
a) 2x =0 per ogni x € A
b) ogni ideale primo p & massimale e A/p & un campo con due elementi

¢) ogni ideale finitamente generato ¢ principale.

Soluzione a) 2z = (z + z) = (z + z)? = 4z da cui 2z = 0.

b) Per l'esercizio 9 ogni primo e’ massimale e quindi A/p ¢ un campo e
se T # 0 si ha che z2 = Z da cui = 0 oppure 7 = 1.

¢) Basta osservare che (z,y) = (z +y — zy).



17. Sia A un anello tale che ogni ideale primo e principale. Allora A & a ideali
principali.

Soluzione. Sia ¥ = {I C A | I non €’ principale }. Supponiamo che
Y # (). Allora dato che le catene ascendenti sono limitate (I'unione degli
elementi di una catena non e’ principale e quindi e’ contenuta in un massi-
male) per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale I € ¥. Poiche’ I
non e’ principale, non e’ primo ed esistono a,b ¢ I tali che ab € I. Inoltre
poiche’ a ¢ I, per la massimalita’ di I Iideale (I,a) e principale. Sia
(¢) = (I,a). Inoltre (I : ¢) contiene propriamente I. Infatti da ¢ =i+ ak
otteniamo be = bi+abk € I e quindib € (I : ¢) e b ¢ I. Quindi sempre per
la massimalita’ di I anche (I : ¢) = (d) e’ principale. Troviamo I’assurdo
provando che I = (cd). Poiche’ d € (I : ¢) si ha che (ed) C I. Viceversa
sia j €I C (I,a)=(c). Allora j =ck dacuik € (I :c) = (d) ed esiste h
tale che k = hd e j = hed € (cd).



