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Esercizio 1: Sia G il gruppo abeliano generato dagli
elementi {a, b, c,d} che soddisfano le relazioni

( 2a+2b+c+3d=0
—2b4+c+3d=0

¢ —4a+4b—3c—15d =0

6a+4b+c+9d =0

12a +4b+c+21d =0

\

e Gy = coker(p,) dove ¢, : Z3 — 7* & 'omomorfismo
di Z-moduli dato da

Yoy, 2) = (20 +8y — 4z, ax + 6y + az, —2x — 2y +4z).

Determinare se esistono valori di a € Z, tali che G e Gs
siano isomorfi (come Z-moduli).

Soluzione (G, G5 sono gruppi abeliani finitamente generati,
quindi rappresentabili come somma diretta di gruppi ci-
clici: saranno isomorfi se e solo se le loro rappresentazioni
sono uguali. Consideriamo la matrice

2 0 —4 6 12
2 =2 4 4 4
11 -3 11
3 3 =159 21

G1 = coker(v), dove v : 7Z° — 7* & Pomomorfismo
associato ad A (rispetto alle basi canoniche). Calcolando
la forma di Smith di A si ottiene la matrice:

1 0000

A:

0 2
00
00

S O O

00
00
00



Da cui otteniamo che G; = 7,/207,/6@7. Affinché G =
G9 = coker(p) dobbiamo avere che i divisori elementari
della matrice

2 8 —4
C = a 6 «
-2 =2 4

che rappresenta ¢ siano 2,6, 0. Dato che Az(C') = det C' =
—36a 'unico valore possibile ¢ & = 0. Poiché si ha anche
di(C) = Ay(C) =2 e dy(C) = P25} = 6, per a = 0 s ha
G1=G=7/207/6DZ.

Esercizio 2: Sia A un anello noetheriano. Provare che
ogni ideale J C A che contiene un ideale radicale @) di
dimensione zero ¢ radicale oppure J = (1).

Soluzione. Dato che () ¢ radicale di dimensione zero
si ha Q = v/Q = Nm; con m; massimali. Inoltre J =
Q+J = ("m)+J =nN((m; +J). Dal momento che
m; +J = m; o (1) a seconda che si J C m; o no si ha
che se J ¢ m; per ogni ¢ allora J = (1) oppure J &
intersezione di massimali (gli m; D J) e quindi radicale.

Esercizio 3: i) Sia M = {} |[a € Zn €N} esiap € Z
primo. Provare che M ®, (M/7) = 0.
ii) Calcolare la dimensione dello spazio vettoriale

Qlz]/(z) ®qu Qla]/ (2 +1).

iii) Sia a = v/3, provare che C ®g Q[a] = C°.

Soluzione. i) E sufficiente provare che ogni elemento
della forma a @ 3 ¢ zero. Sia v = & e § = p—IL (mod 7).
Siha a®f = (55%) ® 8 = p'(55) © B = (&) ©
P8 = (%) ® (%) (mod 7)) = (%)@ (b (mod 7)) =

pn

2



(pni‘m) ® 0 = 0, dato che questi elementi sono generatori,
i) Si ha Qla]/(¢) Sp Qlal/ (2 +1) = Qla]/(z, 22 +1) =
0. Quindi la dimensione ¢ zero.

if) Qla] = Q[z]/(2® — 3), ¢ quindi C ®q Qlo] = C =g
Q[z]/(z* = 3) = Clz]/([I(x — ai)) =TI Clz]/(z — ;) =

C°, dove a; sono i coniugati di a in C.

Esercizio 4: Sia I = (xyz — 2,y°z — x,32%2% —y) C
Kz, y,z|.

i) Provare che se K = C allora V/(I) ¢ finita.

ii) Trovare p € Z, primi, tali che se K =7 /p, V(I) = ()
o V(1) infinita.

Soluzione. i) L’ideale I contiene un polinomio mon-
ico in x, usando questa relazione, I = (x — y?z,y°2% —
2,3y*2% — y), cosi’ per calcolare la base di Grobner ri-
dotta di I (z > y > z) basta considerare gli ultimi due
polinomi. Si ottiene I = (z — y?z,9® — 12,62% — 1) il che
prova che V(I) ¢ finito.

Se p=3sihal=(zyz+1,y°2 +2x,2y) = (1) e quindi
V(I) = 0. Dato che V(I) C K3 se V(I) # 0 per ogni p
¢ finito.



