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1. Sia M un A modulo artiniano e sia v : M — M un omomorfismo iniettivo
allora u € un isomorfismo.

Soluzione Consideriamo la successione di A-moduli I'm(u) D> I'm(u?) D
.. D Im(u™)... Dato che M ¢ artiniano la successione ¢ stazionaria e quindi
esiste k tale che Im(u*) = Im(uF*1). Allora per ogni m € M esisten € M
tale che u*(m) = u*T1(n) ossia u*(m — u(n)) = 0, dato che u & iniettivo
si ha la tesi.

2. Siano f, g € C[z, y] polinomi senza fattori comuni. Provare che V(f)NV (g)
¢ un insieme finito.

Soluzione Dato che i polinomi non hanno fattori comuni si ha che i risul-
tanti Ris;(f,g) = rz(y) € Cly] e Risy(f,g) = ry(z) € C[z] sono polinomi
diversi da zero.Inoltre 7,7, € (f,g) quindi l'ideale (f,g) ¢ zero dimen-
sionale, ossia V(f) NV (g) = V(f,g) ¢ finito.

3. Sia K un campo e sia A = K[z,y,2] 2 k[X,Y, Z]/(X3, X?Y, X Z).
i) Determinare il nilradicale N'(A) e descrivere A/N(A).

)

i) Determinare ©(A) l'insieme dei divisori di zero di A.
iii) Sia S = A\ D(A), descrivere S™1A. ¢ un anello locale?

iv) Siap = (z,2) C A . Provare che p ¢ primo e descrivere e A,.
Soluzione i) N (A) = (z). Infatti, / ¢ un ideale monomiale e quindi ¢
immediato ottenere la decomposizione I = (X)N(X?, Z)N(X3,Y, Z), cosi
VI = (X). Da questo segue che N'(A) = (z) e A/N(A) = KIY, Z].

i) D(A) = (x) U (2,2) U (2,9, 2) = (z,y, 2).

iii) S71A ¢ locale, con ideale massimale (z,y,2)S 1A. Inoltre da (ii)
segue che pg : A — S~ A ¢& iniettiva. Gli elementi di S~'A4 sono della
forma 5 con f € Ae g(0,0,0) # 0. iv) p & primo infatti A/p = KI[Y]
che ¢ un dominio.A, & locale. Inoltre dato che 2%y = 0 in Ay, 22 = 0
Ay = (K[X,Y,Z]/(X?,XZ))(x,z) e gli elementi di A, sono della forma g
con f = h(y) +zp(y) + 2p(y, 2) e 9(0,y,0) # 0.

4. Sia M una matrice intera n x n tale che posto

A =7"/MZ" si abbia Va € A esista un primo p,

tale che p,x = 0.
Dimostrare che M ¢ di rango n, e che esiste p primo tale che
det(M) = +p* con k < n.

Soluzione. Sia D = diag(dy,..,d,) la forma di Smith di M. Sappi-
amo che di|dg...|d,. Se esiste k < n tale che dy = ... =dn—k =1,



allora A = Z"/MZ"™ = Z/(dn—g+1) D ...Z/(d,). Otteniamo allora im-
mediatamente che d; # 0 per ogni 7. Infatti in caso contrario Z" sarebbe
un addendo diretto di A ed esisterebbero elementi che non soddisfano le
ipotesi (in quanto Z" & libero). Cosi rank M = n. Siano ora e, i1, .- .€n
i generatori di A, per ogni i si ha che esiste p; primo tale che p;e; = 0
ossia Ann(e;) = (d;) D (p;). Dato che p; € primo, per ogni i si deve avere
che d; = p; e dalla condizione d;|d;11 segue che per ogni j, dj =dp—py1 =
Pn—k+1 da cui la tesi.

. Sia I C Clz,y, 2] l'ideale (z +y + z,zy + yz + zx,zyz — 1).

(a) Dimostrare che V(I) & I'insieme delle permutazioni di
(1,,02) con a = (—1+1iv/3)/2).

(b) Dimostrare che I & radicale.

soluzione. G = (z+y+z,y>+yz+22%, 23—1) ¢ la base di Gébner ridotta do
I rispetto all’ordinamento lessicografico x > y > z, quindi 'insieme delle
6 permutazioni di (1,a,a?) con a = (=1 + iy/3)/2 appartiene a V(I).
Inoltre I ha dimensione 0 e #V(I) < 1 2 3 = 6 da questo segue che

V(I)=6el=I1V()=I1VH ) =VI



