Decomposizione primaria in k[xy, ..., ;]

P.Gianni
Ideali 0-dimensionali
Indichiamo con A = k[z1,...,z,] = k[x] Panello dei polinomi in n variabili su
un campo k di caratteristica 0 e con I C A un ideale. Se o = (avq, ..., a,) € N?,

x® = z{*.. 22 & il monomio di A con esponente a.
Ricordiamo che I si dice 0—dimensionale se vale una delle seguenti affermazioni
equivalenti:

1. L’anello A/T ha dimensione di Krull 0, ossia ogni ideale primo di A/I &
massimale.

2. A/I é intero su k.

3. per ogni x; esiste un polinomio (monico) f;(t) € k[t] tale che f;(x;) =0
(mod I).

4. Se G ¢ una base di Grobner di I rispetto ad un ordinamento monomiale
allora per ogni z; esiste m; > 0 e g; € G tale che lt(g;) = x"".

5. A/I & un k-spazio vettoriale di dimensione finita d = #{x* | x* & Lt(G)}.

6. Se indichiamo con k la chiusura algebrica di k e con I = Ik[zy,... 2]
allora I & zero dimensionale e dimg, k[z1, ..., z,]/] = dimy k[x1, ..., x,]/1.
Proposizione 1. Sia I C A un ideale primo 0-dimensionale e G = {¢1,...,9s}

sia la sua base di Grobner ridotta rispetto all’ordinamento lex con 1 > - -+ > x,
allora:

e s=n,
e g, € k[z,] ¢ irriducibile,

e gi(zi,...,xy,) &irriducibile sul campo k[z;i1, ..., 2]/ (I Nk[Zit1,. .., Tx])
perognil <i<n-—1

Osservazione Se k = k la precedente proposizione garantisce che se un ideale
I & primo O-dimensionale (ossia massimale) allora I = (x1 — a1,..., 2, — ay),
con a; € k.

Proposizione 2. Sia I C A un ideale primario 0-dimensionale.
Se G ={Gy,...,Gp}, 0 £ G; C klz;,...,z,] & la base di Grébner ridotta di [
rispetto all’ordinamento lex con ;1 > --- > x,, allora:

e G, =pin(zy,), & potenza di un polinomio irriducibile



e Se G; = {ggi)(xi, ey X))y 7g§i) (Ziy ..., Tp } allora

- ggi) =p;* (mod \/TNKE[(Tit1,--..,2,]) e p; & irriducibile,

- ](,i) =0 (mod /TNE[(zit1,...,2n]) per ogni 2 < j < s;

Proposizione 3. Sia I C A un ideale 0-dimensionale e siano f;(x;) € k[z;] i
polinomi monici univariati di grado minimo tali che f; € INk[z:]. Se indichiamo
con f; = fi/(fi, f) le parti libere da quadrati dei polinomi f; allora si ha

\/j:(lvf_la"'af_n)

Lemma Sia @) € A un ideale radicale 0 dimensionale allora ogni ideale J C A
tale che @ C J e radicale.

Lemma . Sia I C A un ideale primo 0-dimensionale, allora I = Ik[z1,...,x,]
e un ideale radicale.

Lemma Siano Py, ..., P, € k™, allora esistono infiniti ¢ = (c1,...,¢,) € k" tali
che dopo il cambiamento lineare di coordinate dato da ¢e(x;) = x; per i < n e

vel(xn) = cix; se pe(P;) = ('yy), . ,77(5)), si abbia vﬁf) #* w(f) se 1 £ j.

Proposizione. Sia I C A un ideale primo 0O-dimensionale. A meno di un
cambiamento lineare di coordinate (come nel lemma) la base di Grébner ri-
dotta di I, G, rispetto all’ordinamento lessicografico con =1 > ... > =z, €
G = (z1 — p1(zn), ..., Tn-1 — Pn-1(zn), pn(x,)) con p, irriducibile di grado
d = dimg k[zq, ..., 2,]/1.

Dim. [ & primo e zero dimensionale, quindi I = Ik[zy,...,z,] & zero dimen-
sionale, radicale, #V;(I) = {Py,..., P;} & finito e d = dimg k[z1,...,2,]/] =
dimg A/I. A meno di un cambiamento lineare di coordinate, possiamo supporre

che i punti P; = (’yY), . ,’yT(f)) abbiano ultima coordinate distinte. Se conside-

riamo il polinomio f = II;(z,, — ,(f)) allora f € VI = I. Dato che I C I si ha
che p, = I Nklz,] € I e f divide p,, da cui segue che deg(p,) > deg f = d =
dimy, A/I > degp,. Quindi gli elementi 1, ,,...,2%~! sono una base di A/I, e

rn
per ogni i, x; = p;(x,) (mod I) e quindi necessariamente x; — p;(x,) € G.

Definizione. Sia I C A un ideale 0-dimensionale in A allora I si dice in
posizione generale se:

e se I ¢ primo e GG ¢ la sua base di Grobner ridotta, rispetto all’ordinamento
lessicografico con x; > ... > z,, allora

G= (xl _pl(xn)a sy Tp—1 — pnfl(xn)apn(xn))

con p,, irriducibile di grado d = dimy, k[z1, ..., x,]/T



e se I = NQ; & una decomposizione primaria minimale di I allora per ogni 4
gli ideali primi P; = 4/Q); sono in posizione generale e se P; N k[x,] = (¢;)
si ha (¢, ¢;) = 1 quando ¢ # j.

Proposizione 4. Sia I C A un ideale primario zero dimensionale e sia G =
{G1,...,Gr}, 0 # G; C k[z;,...,zy,] la sua base di Grébuer ridotta rispetto
all’ordinamento lex con z; > --- > x,, allora sono fatti equivalenti:

e [ ¢ in posizione generale
e esistono polinomi py(xy,),...,pn(zn) € klx,] € s1,...5, € N tali che :
- G, = p»(zy,), € potenza di un polinomio irriducibile
- per ognii<mnse G; = {g%i)(:ci, Cey D)y ,gg?(xi, ..., xy,} allora

ki

QY) = (l“i —pi(l‘n)) (mOd ($i+1 — Dit1,Ti42 — Pi425- - - 7Pn))

Il risultato precedente ci permette di definire la seguente procedura.

Test-Primario-0

Input: I = (f1,..., fr) C A ideale 0-dimensionale.
Output: (0) se I non & primario o non in posizione generale. /I se I & primario
in posizione generale.

1. G:= Grobner(I)

2. g:=GNEk[x,)

3. if g = g]" con g, irriducibile then

radicale := (g)
else return (0)

4. i:=n

5. while ¢ > 1 repeat
1:=1—1
scegli h € G tale che 1t(h) = 2
b := coefficient,, (h,m — 1)
q:=z;+b/m

if ¢"™ = h (mod radicale) then radicale:= (q)+radicale



else return (0)

6. return radical

Osservazione. Se I C A ¢é radicale O-dimensionale in posizione generale allora
la su abase lex ridotta & (1 —p1(@s), ..., Pn(Tn)), on pp(z,) libero da quadrati.

Teorema. Sia I C A un ideale 0-dimensionale in posizione generale e sia G
la sua base di Grébner ridotta, rispetto all’ordinamento lessicografico con x1 >
... > Tp. Se (9) = (G) Nk[z,](= I NEk[xy,]) e consideriamo la fattorizzazione in
fattori irriducibili di g = II_, gf i, allora I =nNi_,({, gf ) & una decomposizione
primaria di I.

Dim. Dato che (g;, g;) = 1, quando ¢ # j, il teorema cinese del resto garantisce
che I = n;(I, gfb) Proviamo ora che questa decomposizione ¢ una decompo-
sizione primaria minimale di I. Osserviamo innanzitutto che per ogni ¢ si ha

che (I,gfi) C A sel = f+agf'i con f € I allora Lk € (f,g) cTe
iz;9;°

questo contraddice il fatto che la base di Grébner e ridotta. E anche immediato
vedere che Ass((I,gr)) C Ass(I). Infatti se I = N!_;Q; & una decomposizione
primaria minimale di I e P; = \/Q; € Ass(I), dato che VT = NP; € \/(I,g) =
151 N...N I5t C Pj allora esiste ¢ tale che P; C Pj e dal momento che P; &
massimale si deve avere P; = Isj. Se consideriamo poi P; N k[z,] = (¢;) dato
che ideale ¢ in posizione generale si ha che (g;,q;) = 1 se i # j e quindi
VI N k[z,] = (MiP) Nklz,] = Mi(P; N k[z,]) = Ni(¢;) = (Tigs). Per ipotesi
g = INk[z,] € VINEk[z,] e quindi si deve avere che II;(g;)|g e che esiste m
tale che g|(I1;¢;)™, da cui segue che r =t e che (eventualmente riordinando gli
indici) ¢; = ¢;- Da questo segue che P; ¢ 'unico primo associato di I che con-
tiene g;, ossia che Ass((Z, gff)) = P; e quindi, dal momento che P; ¢ massimale,
che ideale (I,g¥") & primario.

Dal momento che per la Proposizione 4 sappiamo controllare se un ideale pri-
mario e in posizione generale, Il teorema precedente ci fornisce un algoritmo per
calcolare la decomposizione primaria di un ideale O-dimensionale.

Decomposizione-Primaria-0

Input: I = (f1,..., fr) C A ideale 0-dimensionale.
Output: Una lista [(Q;, P;)] di coppie di ideali tali che I = NQ; ¢ una decom-
posizione primaria di I e P; = /Q,.

1. decomp := []

2. Scegliamo ¢ € k"' random e sia @, il cambiamento lineare di coordinate
dato da @e(x;) = z; per i < n e pe(xn) = Tpn + Y ;.



3.1 = gell)
4. G:= Grobuner(I’) (ordinamento lex, 1 > ... > x,
5. g = GNEk[x,]
6. g :=II3_, g (fattorizzazione in irriducibili)
6. for iin 1...s repeat

Q= (I',g")

P/ := Test-Primario-0(Q})
if P/ =0 then

decomp := cons(Decomposizione-Primaria-0(Q);),decomp)

else

decomp := cons((pg 1 (Q%), ¢ 1(P!)),decomp)

7. return decomp

Decomposizione Primaria

Analizziamo ora il caso di ideali di dimensione positiva. Sia A = k[z1,...,z,)
e I C A tale che dim ] = dim A/I > 0. Cerchiamo una decomposizione di I in
modo da ricondurci al caso 0-dimensionale, che abbiamo gia risolto. Fissiamo
su A l'ordinamento monomiale lessicografico con x1 > ... > x,.

Vale la seguente:

Proposizione. Se r € A ¢ tale che (I :7) = (I :r?) allora I = (I,r)N (I :r)

Dal momento che A & noetheriano per ogni r € Ala catena (I : 7) C (I :72) C ...
si stabilizza, allora se indichiamo con r* la potenza tale che (I : r*) = (I rkt1)
otteniamo che TA, N A = Ugen(I : %) = (I : r¥).

Se dimI > 0 allora esiste almeno una variabile x; tale che I N k[z;] = (0).
Se consideriamo l'insieme moltiplicativo T; = k[x;] \ (0), abbiamo che I’anello
T, ' A = k(x;)[x \ {x;}], ha dimensione n — 1 e T, 'T C T, ' A. Per sfruttare la
decomposizione della proposizione precedente dimostriamo i seguenti fatti:

Proposizione 5. Sia I C A, dim I > 0, x; la variabile piu piccola (rispetto a
>) per cui I Nklx;] = (0) e sia T; = k[z;] \ (0). Se G ={g1,...,9:} C A¢ela
base di Grobner ridotta di I, allora si ha:

1. TflG ¢ una base di Grobner di T[ll.



2. Se esprimiamo g¢; € k[z;][x \ {z;}] e r = IL;lc,, g; allora

(I:r")=Tk(z)[x\{z;}]Nn A

g

Dim. 1. Gli elementi 1o g—ls generano Ti_ll.

! S T[ll allora si ha / = Z b; gi . Eliminando i denomina-
q(z) q(zi) S pj(w) 1
tori otteniamo p(x;)f = >, a;g; da cui z*ltf € Lt(G) e quindi Ti_lLt(G) =
TN L) = LT, ).

Se

2. Certamente (I : r*) C Tk(x;)[x\ {z;}] N A = User,(I : t). Viceversa se

feTIk(x)x\{x;}]NnA, { € T; T e quindi riduce a 0 con gl—l, e % Dal

momento che le riduzioni coinvolgono solo divisioni per i leading coefficients si
f

bi g . . .
ha 1= Z rTgT da cui segue che esiste m tale che r™f € I ossia f € (I : 1*).

(2

L’elemento s = r* € k[x;] costruito nella proposizione precedente soddisfa allora
le seguenti proprieta:

o I=(I,5)N(I:s),
e (I,s) contiene una relazione univariata per x;,

e (I:s)elacontrazione dell’ideale I'k(x;)[x\{z;}] che ha dimensione minore
dil.

Iterando questa costruzione e cosi possibile ricondursi al caso di ideali di dimen-
sione 0.

Decomposizione-Primaria

Input: I = (f1,..., fx) ideale in k[var], var C {z1,...,2,}
Output: Una [Q;] di ideali tali che I = NQ; & una decomposizione primaria
(non necessariamente minimale) di I.

1. decomp := []

2. G := Grobner(I)

3. 1:=n

4. while GNk[z;] # (0) and i > 1 repeat ¢ :=i — 1

5. if i = 0 then return [ Q; for Q; in Decomposizione-Primaria-0(7)]



10.
11.

12.

© »® N e

ri= Hilcxigi
CRESNS

J:=(:5)

. while J # (I : (s*7)) repeat s :=r*s

— decomposizione in k(z;)[var \ {z;}]

(Q1,...,Qr) :=Decomposizione-Primaria(I, [x \ {x;])
decomp:= (Q‘{, cee QZ)Udecomp *)

(Ql, cl, Ql) :=Decomposizione-Primaria((L,s),var)

return (Ql, ..., QU decomp

(*) Per calcolare Q5 si puo’ calcolare (Q; : s).

Per concludere osserviamo che la stessa strategia puo essere applicata per cal-
colare il radicale di un ideale dal momento che, usando s come in Proposizione
5 si ha:

VI=/(I,s)N/T:5) =TI = (VI¢)°

e il radicale di un ideale 0-dimensionale puo essere calcolato usando la Propo-
sizione 3.



