Prima prova in Itinere Ist. Mat., Seconda parte, Tema XY
10 dicembre 2019

Esercizio 1.
(1) Dato il polinomio P(z) = 52° + 222 trovarne le radici in C e fattorizzarlo in R.
(2) Determinare tutte le z € C tali che P(z) =0 e Im(z) <0.
(3) Trovare le z € C tali che valga P(z) = 0= Q(z) dove Q(z) = 252% — 4.
Soluzione.
(1) Tl polinomio si fattorizza come P(z) = 52%(2% + 2/5) e quindi le sue radici sono
wp = 0 (radice doppia) e le radici terze di —2/5, ovvero

e __(_1+£)\s/? __(_;_@)\3/2
=T\ 2T Ty BTy Ty

Quindi P(z) si fattorizza su C come

P(z) = 52° (z—i— ‘ ;) (z%—(—%—l—%g)i/g) (z—l—(—%—%)g ;)

e su R come

P(z) = 52* <z+ f/g) <z2 — \S/EH i/;%) :

(2) La parte immaginaria delle radici e data da

Im(wp) =0, Im(w;) =0, Im(wy) = —\/75 Y %, Im(w;) = %gi’/g

Pertanto le radici con parte immaginaria minore o uguale a zero sono wy, wy, Ws.

(3) 1l polinomio Q(z) ¢ differenza di due quadrati e quindi si fattorizza come Q(z) =
(523 — 2)(52% + 2). Le radici di P(z) diverse da 0 sono esattamente le radici del
fattore (52 + 2), mentre wy = 0 non ¢ radice di Q(z) perché Q(0) = —4. Dunque
gli z cercati sono wy, ws, ws.



Esercizio 2. Dato il limite

. sin*(x¢/x) In(cos(3x))

lim

x—0+ T
calcolarlo per a = 4; determinare poi sup {& € R : il limite sopra vale 0} e sup {av € N :
il limite sopra vale 0}.
Soluzione.
Si calcolano gli sviluppi in infinitesimi per z — 0+ di sin®(z/z) e di In(cos(3x)). Visto
che si tratta di un prodotto ed il denominatore ¢ 24 = 22 - 22 provo a fermarmi al secondo
ordine di sin(t), cos(t) e comporre lo sviluppo. Si ha

sin(t) =t + o(t?), sin®(t) = (t + o(t?))* = t* + o(t?)
da cui preso t = z/x risulta
sin?(z/x) = 22Vx? + o(x?V22).
Si ha poi
cos(t) =1 — g +o(t?), In(1+t) =t + o(t)

da cui per ¢ = 3z si ha cos(3z) — 1 = —22% + o(2?) e per t = cos(3z) — 1 si ha

In(cos(3z)) = In(1 + cos(3z) — 1) = —gazz + o(z?) + o(2® + o(2?)) = —ng + o(z?).

Sostituendo e semplificando si ottiene
sin’(z/z) In(cos(3z)) _ (2*V/a? + o(a®Va?))(=§2° + o(z%)) 9 Y 1 o)
xt x4 2
da cui il limite cercato vale 0.

Ripetendo lo stesso procedimento si ha anche

sm2<x%)x Ineos(3) _ —\/x_x +olVat) _ 2014 o(1))

ed il limite sopra vale 0 se e solo se a < 3

Si deduce che

14 14
sup {a € R : il limite sopra vale 0} = sup(—o0, —) = —

3 3

14
sup {a € N : il limite sopra vale 0} = sup <(—oo, E) N N> = 4.
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Data f(z) = 5
J— ‘/I/‘ E—
asintoti e massimi e minimi locali/globali. Tracciarne poi un grafico approssimativo.

Soluzione.
Il dominio di esistenza della funzione richiede che z2 — 2z — 1 # 0, vale a dire

D=R\{l-+v21+V2}.

Nei punti 1 — \/5, 1++2 f ha due asintoti verticali, infatti si ha (tenendo conto che

1-v2<0<1++2)

Esercizio 3. T determinarne dominio di esistenza, eventuali

12

. x3 (1—+2)? , x? (1—+2)°
lim 5 = = 400, lim 5 = = —0
e—(1-v2)+ T* — 2z — 1 0— e—(1-v2)— T* — 2x — 1 0+
3 1 2)3 3 1 2)3
lim * = (1+ \/_> = +o00, lim * = (L+ \/_) = —00.
es(1+v2)+ 2 —2x — 1 0+ es(14v2)— 2 — 22 — 1 0—
Risulta poi
a3 a3
llm — = llm — = —
B x?—2rx—1 +oo, e x?—2rx—1 >
per cui si cercano eventuali asintoti obliqui
. x3 ) x3 202 4+ x
lim =1, lim ——— 7= lim ———— =2
z—too (2?2 — 22 — 1) z—too 32 — 20 — 1 z—too 32 — 20 — 1

si deduce che la retta y = x + 2 & asintoto a F-o00.

Visto che la funzione e derivabile in D per calcolare le zone di monotonia ed eventuali
max/min locali si studia il segno di

gy Bat(a? =2 —1) — a2 (20 —2)  a2*(2® — 4z —3)

i) = (22 — 22— 1)? T (22— 21— 1)2
f € quindi monotona crescente sugli intervalli contenuti in D su cui f’ > 0 e decrescente
sugli intervalli rimanenti; notando che 2 — VTi<1=v2<0<14+vV2<2++/7siha che
f cresce su (—o0,2 — /7], f decresce su [2 —+/7,1 —+/2) f decresce su (1 —+/2,1++/2),
f decresce su (1 + V2,2 + \/7) ed f cresce su [2 + VT, +00). In 2 — V7 f ha un massimo
locale uguale a (17 — 7v/7)/4 ~ 0.38 ed in 2 + /7 f ha un minimo locale uguale a
(17 + 7V/7)/4 ~ 8.8, mentre sup f = +oo ed inf f = —oo. Si puo calcolare anche la
derivata seconda ed ottenere

x € D;

Y 2z(52% + 6z + 3
i) = (952—2:1;—1)3)

da cui f & concava su (—o00, 1 —+/2), f & convessa su (1—1+/2),0], f & concava su [0, 1 ++/2)
ed f & convessa su (1 ++/2,+00). In £ = 0 f ha un punto di flesso discendente.

reD
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Prima prova in Itinere Ist. Mat., Seconda parte, Tema ZW
10 dicembre 2019

Esercizio 1.
(1) Dato il polinomio P(z) = 7z* + 322 trovarne le radici in C e fattorizzarlo in R.

(2) Determinare tutte le z € C tali che P(z) =0 e Im(z) > 0.
(3) Trovare le z € C tali che valga P(z) = 0= Q(z) dove Q(z) = 49z% — 9.

Soluzione.
(1) 11 polinomio si fattorizza come P(z) = 72?(2% + 3/7) e quindi le sue radici sono
wop = 0 (radice doppia) e le radici quadrate di —3/7, ovvero

\/§ (3
Wy =14/ =, wy=—i4/=.
1 77 2 7

Quindi P(z) si fattorizza su C come

e su R come

P(z) =72 <22 + ;) :

(2) La parte immaginaria delle radici & data da

Im(wp) =0, Im(w)= \/g, Im(wy) = — g
Pertanto le radici con parte immaginaria maggiore o uguale a zero sono wy, w.
(3) 11 polinomio Q(z) ¢ differenza di due quadrati e quindi si fattorizza come Q(z) =
(722 — 3)(72% + 3). Le radici di P(z) diverse da 0 sono esattamente le radici del
fattore (722 + 3), mentre wy = 0 non ¢ radice di Q(z) perché Q(0) = —9. Dunque
gli z cercati sono wy, ws.



Esercizio 2. Dato il limite

lim sin?(x¢/7) In(cos(4x))

x—0+ T

calcolarlo per a = 4; determinare poi sup {& € R : il limite sopra vale 0} e sup {av € N :
il limite sopra vale 0}.

Soluzione.

Si calcolano gli sviluppi in infinitesimi per z — 0+ di sin®(z/z) e di In(cos(4x)). Visto
che si tratta di un prodotto ed il denominatore ¢ 24 = 22 - 22 provo a fermarmi al secondo
ordine di sin(t), cos(t) e comporre lo sviluppo. Si ha

sin(t) =t + o(t?), sin®(t) = (t + o(t?))* = t* + o(t?)
da cui preso t = z/x risulta
sin?(z/x) = 22Vx? + o(x?V22).
Si ha poi
cos(t) =1 — g +o(t?), In(1+t) =t + o(t)
da cul per ¢ = 4x si ha cos(4z) — 1 = —82? + o(2?) e per t = cos(4z) — 1 si ha
In(cos(4z)) = In(1 + cos(4z) — 1) = —82” + o(a?) + o(2® + o(x?)) = —8z° + o(x?).
Sostituendo e semplificando si ottiene

sin?(z/z) In(cos(4z))  (22V22 + o(2?V/2?2))(—822 + o(z?)) 8V 4 o V)

x4 x

da cui il limite cercato vale 0.
Ripetendo lo stesso procedimento si ha anche

sin?(z/z) In(cos(4x))  —8V/a2 4 o(V/x?)

= = 825 (1 +0(1))

xro :L‘O‘_4
e 14
ed il limite sopra vale 0 se e solo se a < 3
Si deduce che
e 14 14
sup {a € R : il limite sopra vale 0} = sup(—oo0, E) =3

14
sup {a € N : il limite sopra vale 0} = sup <(—oo, 3) N N) =4.
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Esercizio 3. Data f(z) = 1532 =22 determinarne dominio di esistenza, eventuali
T—

asintoti e massimi e minimi locali/globali. Tracciarne poi un grafico approssimativo.
Soluzione.
Il dominio di esistenza della funzione richiede che z2 — 3z — 1 # 0, vale a dire

D:R\{?’_Q‘/ﬁ,3+2\/ﬁ}.

Nei punti (3 —+/13)/2, (3-++/13)/2 f ha due asintoti verticali, infatti si ha (tenendo conto
che 3 — /13 <0 < 3 ++/13)

23 (3 —/13)3 23 (3 —/13)3

lim = = —00, lim = = +00
e(3—v13)/2+ 1 + 3z — 22 0+ e(3—v13)/2— 1 + 3z — 22 0—

) 3 (3++13)3 ) 3 (3+13)3

lim = = —00, lim = = +400.
e (3+v13)/2+ 1 + 3z — 22 0— o (3+v13)/2— 1 + 3z — 22 0+
Risulta poi

a3 3
lim —— = —o00, lim ——— =400

z—+oo 1 + 3z — 2 e——oc0 1 + 3o — 2

per cui si cercano eventuali asintoti obliqui

x3 3 32+

li =-1, im — = lim —/ ™% _— _3
a:—l>rﬂ£1c>ox(1—|—3x—x2) ’x—l>glool+3x—x2+x z-rtoo 1+ 37 — a2
si deduce che la retta y = —(z + 3) ¢ asintoto a £o0.

Visto che la funzione e derivabile in D per calcolare le zone di monotonia ed eventuali
max/min locali si studia il segno di

) = 32%(1 + 3z — %) + 23 (22 — 3) _ 72(3 + 6z — 2?)

(22 — 3x — 1)2 (14 3z — x2)?

f & quindi monotona crescente sugli intervalli contenuti in D su cui f’ > 0 e decrescente

sugli intervalli rimanenti; notando che 3 — /12 < (3 —/13)/2 < 0 < (3 +/13)/2 <

3 4+ /12 si ha che f decresce su (—00,3 — v/12], f cresce su [3 — /12, (3 — +/13/2) f

cresce su ((3 —v/13)/2, (3 ++/13)/2), f cresce su (3 ++/13)/2,3 ++/12) ed f decresce su

[2++/12, 4+00). In 3++/12 f ha un massimo locale uguale a —(81448v/3)/13 ~ —12.6 ed

in 3 — /12 f ha un minimo locale uguale a (48v/3 — 81)/13 ~ 0.16, mentre sup f = 400

r € D;

ed inf f = —o0. Si puo calcolare anche la derivata seconda ed ottenere
22(102* + 9z + 3)
1!
= D
/@) (14 3z —a?)3 re

da cui f & convessa su (—oo, (3 — v/13)/2), f & concava su ((3 —+/13)/2,0], f & convessa
su [0, (3 +v/13)/2) ed f & concava su ((3 4+ v/13)/2,400). In = 0 f ha un punto di

flesso ascendente.



Prima prova in Itinere Ist. Mat., Seconda parte, Tema PAPERINO
10 dicembre 2019

Esercizio 1.
(1) Dato il polinomio P(z) = 52° — 22% trovarne le radici in C e fattorizzarlo in R.
(2) Determinare tutte le z € C tali che P(z) =0 e Im(z) > 0.
(3) Trovare le z € C tali che valga P(2) = 0 = Q(z) dove Q(z) = 252° — 4.
Soluzione.
(1) 11 polinomio si fattorizza come P(z) = 522(2® — 2/5) e quindi le sue radici sono
wp = 0 (radice doppia) e le radici terze di 2/5, ovvero
R I L LY L e
Quindi P(z) si fattorizza su C come

P(z) = 52* (z— Y g) (z—(—%—l—%g)i/g) <z—(—%—¥)3 %)

e su R come

p-s (s F) (o2 i f2).

(2) La parte immaginaria delle radici ¢ data da

Im(wp) =0, Im(w;) =0, Im(wy) = Ei/z Im(ws) = _\/_§ Y 2

2 V5 2 V5
Pertanto le radici con parte immaginaria maggiore o uguale a zero sono wy, wy, ws.
(3) 1l polinomio Q(z) ¢ differenza di due quadrati e quindi si fattorizza come Q(z) =
(523 — 2)(52% + 2). Le radici di P(z) diverse da 0 sono esattamente le radici del
fattore (52% — 2), mentre wy = 0 non & radice di Q(z) perché Q(0) = —4. Dunque

gli z cercati sono wy, wq, ws.



Esercizio 2. Dato il limite

lim sin?(z+/r) In(cos(3z))

x—0+ T
calcolarlo per a = 4; determinare poi sup {« € R : il limite sopra vale 0} e sup {o € N :
il limite sopra vale 0}.
Soluzione.
Si calcolano gli sviluppi in infinitesimi per z — 0+ di sin®(z+/z) e di In(cos(3x)). Visto
che si tratta di un prodotto ed il denominatore ¢ z* = 22 - 22 provo a fermarmi al secondo
ordine di sin(t), cos(t) e comporre lo sviluppo. Si ha

sin(t) =t + o(t?), sin®(t) = (t + o(t?))* = t* + o(t?)
da cui preso t = z+/x risulta
sin?(xv/z) = 2°Vx + o(2*V/1).
Si ha poi
cos(t) =1— g +o(t?), In(1+t) =t + o(t)

da cui per ¢ = 3z si ha cos(3z) — 1 = —22% + o(2?) e per t = cos(3z) — 1 si ha

In(cos(3z)) = In(1 + cos(3z) — 1) = —gﬁ + o(22) + o(2? + ofz?)) = —ng + o(z2).

Sostituendo e semplificando si ottiene

sinz(:cé/i);f(cos(%)) _ @VEro@Va (gt o) | 9 oo

x4 2

da cui il limite cercato vale 0.
Ripetendo lo stesso procedimento si ha anche

sin’(x /) In(cos(32)) _ —§v/T +o(y/7) _ _gxz—a(l +o(1))

xro xa—4
ed il limite sopra vale 0 se e solo se a < 7
Si deduce che
e 9 9
sup {a € R : il limite sopra vale 0} = sup(—o0, 5) =3

9
sup {a € N : il limite sopra vale 0} = sup ((—oo, 5) N N) =4.
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Esercizio 3. Data f(z) = 1522 = 22 determinarne dominio di esistenza, eventuali
r—x

asintoti e massimi e minimi locali/globali. Tracciarne poi un grafico approssimativo.
Soluzione.

La funzione coincide con quella studiata nel Tema XY a meno di un fattore (—1) per cui
basta moltiplicare tutti i limiti e le derivate per (—1), scambiare i punti di max e min
locali, le zone di crescenza/decrescenza, concavita/convessita e simmetrizzare il grafico
(asintoto compreso) rispetto all’asse delle x.



Prima prova in Itinere Ist. Mat., Seconda parte, Tema TOPOLINO
10 dicembre 2019

Esercizio 1.

(1) Dato il polinomio P(z) = 1425 4 622 trovarne le radici in C e fattorizzarlo in R.
(2) Determinare tutte le z € C tali che P(z) =0 e Im(z) < 0.
(3) Trovare le z € C tali che valga P(z) = 0= Q(z) dove Q(z) = 492% — 9.

Soluzione.

(1) 11 polinomio si fattorizza come P(z) = 142%(2% + 3/7) e quindi le sue radici sono
wop = 0 (radice doppia) e le radici quadrate di —3/7, ovvero

\/§ (3
Wy =14/ =, wy= —i4/=.
1 77 2 7

Quindi P(z) si fattorizza su C come

2 /3 /3
P(z) =14z <z—z ?> (z—l—z ?>

P(z) = 142° (22 - ;) :

(2) La parte immaginaria delle radici & data da

e su R come

Im(wp) =0, Im(w)= \/g, Im(wy) = — g
Pertanto le radici con parte immaginaria minore o uguale a zero sono wy, ws.

(3) 11 polinomio Q(z) ¢ differenza di due quadrati e quindi si fattorizza come Q(z) =
(722 — 3)(72% + 3). Le radici di P(z) diverse da 0 sono esattamente le radici del
fattore (722 + 3), mentre wy = 0 non ¢ radice di Q(z) perché Q(0) = —9. Dunque
gli z cercati sono wy, ws.



Esercizio 2. Dato il limite
i sin?(x/7) In(cos(4x))
im

x—0+ T

calcolarlo per a = 4; determinare poi sup {& € R : il limite sopra vale 0} e sup {av € N :
il limite sopra vale 0}.

Soluzione.

Si calcolano gli sviluppi in infinitesimi per z — 0+ di sin®(z+/z) e di In(cos(4x)). Visto
che si tratta di un prodotto ed il denominatore ¢ 24 = 22 - 22 provo a fermarmi al secondo
ordine di sin(t), cos(t) e comporre lo sviluppo. Si ha

sin(t) =t + o(t?), sin®(t) = (t + o(t?))* = t* + o(t?)
da cui preso t = z+/x risulta
sin?(xv/z) = 2°vx + o(z*V/7).
Si ha poi
cos(t) =1— g +o(t?), In(1+t) =t + o(t)
da cui per t = 4z si ha cos(4z) — 1 = —8x? 4 o(x?) e per t = cos(4x) — 1 si ha
In(cos(4x)) = In(1 + cos(4x) — 1) = —82% + o(2?) + o(z* + o(z?)) = —82* + o(a?).
Sostituendo e semplificando si ottiene

sin®(zy/z) In(cos(4x))  (2?y/x + o(a®/x))(—8z% + o(x?)) SV + 0(V/E)

rd 4

da cui il limite cercato vale 0.

Ripetendo lo stesso procedimento si ha anche

sin? (/) In(eos(4)) _ —8VI+0(VT) _ g 5ay o)

xro J]a_4

ed il limite sopra vale 0 se e solo se o < —.

Si deduce che

9 9
sup {a € R : il limite sopra vale 0} = sup(—o0, 5) =3

9
sup {a € N : il limite sopra vale 0} = sup <(—oo, 5) N N) =4.
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Esercizio 3. Data f(z) = pw—
x2 —3r —

asintoti e massimi e minimi locali/globali. Tracciarne poi un grafico approssimativo.

, determinarne dominio di esistenza, eventuali

Soluzione.

La funzione coincide con quella studiata nel Tema WZ a meno di un fattore (—1) per cui
basta moltiplicare tutti i limiti e le derivate per (—1), scambiare i punti di max e min
locali, le zone di crescenza/decrescenza, concavita/convessita e simmetrizzare il grafico
(asintoto compreso) rispetto all’asse delle x.



