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Esercizio 1.

(1)

(2)

Determinare tutte le soluzioni complesse dell’equazione
(z —i)* = 8i.
Determinare tutte le (z,w) € C x C soluzioni del sistema

{ (z—i)®=8i

Z(w+w) =iz — z) — |w| — z.

Soluzione:

(1)

Ponendo a = z — i (e quindi z = a + i) otteniamo
a® = 8i.

Una soluzione ¢ data da a; = —2: le altre soluzioni le otteniamo moltiplicando
per una radice terza dell’unita, ovvero per una soluzione di w?® = 1, ovvero w =
1, -1 4 %3 1 Y5 Quindi otteniamo a; = —2i, ay = V3 +14, a3 = —V/3 +i e
di conseguenza, zy = —1t, 25 = V3 420,23 = —/3 + 2i.

La prima equazione del sistema e stata risolta sopra. Per quanto riguarda la
seconda equazione, scrivendo z = a + b con a,b € R e scrivendo w = x + iy

a—1b)2x = i(—2ib) — /22 +y? —a —ib
( y

e separando parte reale e parte immaginaria otteniamo

{ 2ax =2b— /22 4+y®>—a

—2bx = —b

abbiamo

La seconda equazione implica che se b # 0 allora © = % e questo e sempre vero per
i tre valori di z trovati (ricordiamo che b ¢ la parte immaginaria di z). Sostituendo
xr = % nella prima equazione allora otteniamo

1
asz—\/Zquz—a

3+ 92 = 2(b— a) da cui esiste y soluzione reale solo se b > a e si

equivalente a 4/ ;

ha
1
Per z; = —i la condizione —1 = b > a = 0 non ¢ verificata per cui non esiste w

soluzione, per z, = v/3 + 2i abbiamo w = % + 44/ % — 16V/3, per z3 = —/3 + 2i

abbiamo w = % + i\/% + 164/3.



Esercizio 2.

(1)
(2)

Trovare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale v/ + 32 + 322y = 0;
Determinare la soluzione dell’equazione differenziale

y/ — x5y4 + x2y

tale che y(0) = 1.

Soluzione:

(1)

Come primo passo si calcola la soluzione generale v dell’equazione omogenea v’ +
3220 = 0 che & data da v(z) = Ce ™" al variare di C € R. Cerco poi una
soluzione particolare dell’equazione di partenza della forma y(x) = g(z)v(x) con g
da determinare. Derivando si ha che g deve risolvere I'equazione ¢'(z)v(x) = —3z°,
ossia, scelto ad esempio C' =1, ¢'(z) = — 35"’ Integrando nella variabile t = 3
e poi per parti si ha g(z) = (1 — 2°)e*’, da cui una soluzione particolare y, di
Y + 32° + 32%y = 0 y,(x) = 1 — 2. La soluzione generale cercata y si ottiene
sommando a y, una qualsiasi soluzione dell’lomogenea, da cui

y(z)=1—2°+Ce™

definita per ogni x € R.

E’ un’equazione di Bernoulli di esponente o = 4 e con dato iniziale non nullo per
/

1
cui divido tutto per y* ed ottengo y_4 = 2°+2°—. Faccio poi il cambio di variabile
Yy

u(x) = y=%(z) = 1/y3(x) e derivando u si ottiene
/
1
W = (=3)L = (=3)(2® + 22—) = —32° — 32%u

Y Y
con la condizione iniziale u(0) = 1/y3(0) = 8. Usando il punto (1) si ha che
u(x) =1 — a3+ Ce " con C da determinare in modo tale che u(0) = 8. Si ha
C =7 e quindi la soluzione cercata y(x) verifica

1 1
3 pum— =
yi(e) = u(r) 1—a3 4 Te s

ossia
1

B f e

y(z)




Esercizio 3. Al variare di ¢t € R si consideri I'applicazione lineare f; associata alla
matrice A; definita da

—2

Tt W o+

1
t 0
0 1
a) Trovare i valori di ¢, per cui applicazione f; non ¢ iniettiva;
b) sia ¢y il piu piccolo valore di ¢ trovato al punto precedente; trovare una base di ker f;,
ovvero del ker di f; per t = tg;
c) sia t; = 3; trovare una base dell'immagine di f;,, ovvero di f; per t = ty;
d) stabilire per quali valori di ¢ il vettore v = (1,1, 2) appartiene all'immagine di f;.
Soluzione:
a) I determinante di A; & t* — 5t + 6 = (t — 2)(t — 3) per cui per ¢ # 2,3 il rango di A; ¢
3 e quindi la dimensione del nucleo € 0. Per ¢t = 2,3 la matrice A; non ¢ invertibile e

dunque f; non e iniettiva.
b) Abbiamo che ¢ty = 2. Quindi la matrice per ¢t = 2 diventa

—2

Tt W N

1
2 0
0 1
La matrice ha rango 2 (il minore 2 X 2 in alto a sinistra ha determinante non nullo) e
si puo vedere che la terza colonna ¢ la somma di 1/5 della prima colonna e (—3/10)
della seconda colonna. Quindi il nucleo ha dimensione 1 e una sua base e costituita
dal singolo vettore (1/5,—3/10, —1).
c¢) La matrice per ¢ = 3 diventa

—2

Tt W W

1
3 0
0 1
La matrice ha rango 2 (il minore 2 x 2 in alto a sinistra ha determinante non nullo) e
quindi le prime due colonne danno una base dell'immagine: {(3,3,5),(—2,3,0)}.

d) Per t # 2,3 la matrice & invertibile e il vettore appartiene all'immagine.
Per ¢t = 2 notiamo che il rango della matrice

2 =2 11

3 2 01

5 0 1 2

¢ 2 (invariato rispetto a rkAs): lo si puo vedere calcolando il determinante di tutti i

minori 2 X 2 oppure notando che la quarta colonna si ottiene cosi:

1/5(1* colonna) + 1/5(I1* colonna) + (III* colonna)

Quindi il vettore v appartiene all'immagine.



Infine per ¢t = 3 il rango della matrice

3 =2 11
3 3 01
5> 0 1 2

¢ 3 > 2 =rkAj3 (il determinante del minore 3 X 3 con prima, terza e quarta colonna e
—1). Quindi in questo caso il vettore v non appartiene all'immagine.



